Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 250, 1998 g.

A. S. Golubeva

O KOLEBANI˚H NEODNORODNO` ANIZOTROPNO` PLASTINY

Vvedenie. V rabote rassmatriva¸tsØ kolebaniØ ploskoæ neod-

norodnoæ plastiny iz anizotropnogo materiala. PredpolagaetsØ, qto plotnost~ materiala plastiny ρ i komponenty tenzora uprugosti E^{ijkℓ}

1) ne zavisØt ot vremeni;

2) ØvlØ¸tsØ medlenno izmenØ¸wimisØ funkciØmi prostranstvennyh koordinat (v tom smysle, qto maly ih izmeneniØ na promeßutke dlinoæ porØdka dliny volny). Otmetim, qto v rabote [3] rassmatrivalas~ blizkaØ zadaqa o kolebaniØh neodnorodnoæ izotropnoæ oboloqki, no predlagaemaØ metodika otliqaetsØ ot naxeæ.

DlØ postroeniØ rexeniØ my primenØem vewestvennyæ variant prostranstvenno-vremennogo luqevogo metoda ([1]). Kak i v sluqae volnovogo uravneniØ, uravnenie ffækonala (sm. (3) niße) standartnym obrazom svoditsØ k harakteristiqeskoæ sisteme, a uravneniØ perenosa faktiqeski ØvlØ¸tsØ obyknovennymi differencial~nymi uravneniØmi vdol~ harakteristik.

Sleduet otmetit~ vaßnyæ fakt, kasa¸wiæsØ skorosti rasprostraneniØ voln. DlØ uravneniØ kolebaniæ plastiny okazyvaetsØ, qto kak fazovaØ, tak i gruppovaØ skorosti obratno proporcional~ny dline volny. Tem samym interesu¸wie nas korotkie volny ØvlØ¸tsØ ves~ma bystrymi volnami.

1. Osnovnye uravneniØ. Rexenie uravneniØ ffækonala.

Uravnenie kolebaniæ neodnorodnoæ anizotropnoæ plastiny v variacionnoæ forme imeet vid δ ∫ R ∫ Ldx dt = 0, L = E_c − E_p, x = (x_1, x_2),

gde E_c =^1_2 ρu^2_t i E_p =^1_2 E^{ijkℓ}u_{ij}u_{kℓ} – poverhnostnye plotnosti kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergii sootvetstvenno. Zdes~ 73

74 A. S. GOLUBEVA ρ = ρ(x_1, x_2) – poverhnostnaØ plotnost~ materiala plastiny, E^{ijkℓ} = E^{jikℓ} = E^{kℓij}(x_1, x_2) – komponenty tenzora uprugosti,

u_t = ∂u ∂t , u_{ij} = ∂^2u ∂x_i ∂x_j i po povtorØ¸wimsØ indeksam podrazumevaetsØ summirovanie.

Uravnenie �ælera–Ostrogradskogo ∂ ∂t ( ∂ ∂u_t L ) − ∂^2 ∂x_i ∂x_j ( ∂ ∂u_{ij} L ) = 0 (1)

pozvolØet zapisat~ uravnenie kolebaniæ plastiny v vide ρu_{tt} + E^{ijkℓ} u_{ijkℓ} + 2E^{ijkℓ}_i u_{jkℓ} + E^{ijkℓ}_{ij} u_{kℓ} = 0; (2) zdes~ i niße nißnie indeksy oboznaqa¸t differencirovanie po sootvetstvu¸wim peremennym, i, j, k, ℓ = 1, 2.

Vid razloßeniØ dlØ funkcii u (anzatc) vyberem sledu¸wim obrazom: u = e^{ipθ(x0,x1,x2)} · ∞∑ n=0 U^{(n)}(x_0, x_1, x_2) (ip)^n , gde x_0 = pt, p ≫ 1. PodstavlØØ ffto razloßenie v (2) i priravnivaØ 0 kofffficienty pri sootvetstvu¸wih stepenØh p, poluqim uravnenie dlØ fazy θ i amplitudnyh funkcii U^{(n)}:

Φ := −ρθ^2_0 + E^{ijkℓ} θ_iθ_j θ_kθ_ℓ = 0; (3)

Ψ(U^{(0)} := ρθ_{00}U^{(0)} + 2ρθ_0 U^{(0)}_0 − − [ 4U^{(0)}_i E^{ijkℓ} θ_j θ_kθ_ℓ + 2U^{(0)} ∂ ∂x_i ( E^{ijkℓ} θ_j θ_kθ_ℓ )] = 0; (4) Ψ(U^{(n)} = Θ_n. (5) Zdes~

f_0 := ∂f ∂x_0 , Θ_n = L_1(U^{(n−1)}) + L_2(U^{(n−2)}) + L_3(U^{(n−3)}),

n = 1, 2, . . ., L_1, L_2, L_3 – lineænye differencial~nye operatory s kofffficientami, zavisØwimi ot proizvodnyh ot θ, U^{(−1)} = U^{(−2)} = 0. Analogiqno sluqa¸ volnovogo uravneniØ, nazovem (3) uravneniem ffækonala, a (4) i (5) – uravneniØmi perenosa.

O KOLEBANI˚H 75

SqitaØ θ_0 < 0, zapixem (3) v vide

θ_0 + H(θ_i, x_i) := θ_0 + ( 1 ρ E^{ijkℓ} θ_iθ_j θ_kθ_ℓ )_{1/2} = 0 (6)

(podkorennoe vyraßenie neotricatel~no v silu izvestnogo svoæstva tenzora uprugosti).

HarakteristiqeskaØ sistema dlØ (6) imeet vid dx_0 ds = 1, dx_i ds = ∂H ∂θ_i ; dθ_i ds = − ∂H ds_i ; dθ ds = θ_0 + θ_i ∂H ∂θ_i . (7)

Rassmotrim rexeniØ sistemy (7) pri naqal~nom uslovii

x_0 | s=0 = 0, x_i | s=0 = a_i, θ | s=0 = θ^0(a_1, a_2), (8)

gde ∇θ^0 ≠ 0.^∗

My poluqim x_0 = s, x_i = x_i(s, a_i), θ = θ(s, a_i). Pri s = 0^{D(x0,x1,x2)}

D(s,a1,a2) ≠ 0, pofftomu pri malyh x0 s, a1, a2

moßno rassmatrivat~ kak novye koordinaty v prostranstvennovremennoæ oblasti. �ti koordinaty ØvlØ¸tsØ analogami koordinat Lagranßa v gidromehanike.

SleduØ [1], budem nazyvat~ krivye

x_0 = s, x_i = x_i(s, a_i)

(a_1, a_2 fiksirovany) prostranstvenno-vremennymi luqami (PVL). Legko videt~, qto dlØ odnorodnoæ plastiny, t.e. pri ρ = const, E^{ijkℓ} = const, PVL ØvlØ¸tsØ prØmymi liniØmi (v prostranstve (x_0, x_1, x_2)).

Otmetim, qto dlØ uravneniØ kolebaniæ plastiny, v otliqie ot volnovogo uravneniØ,^{dθ}_{ds} ≠ 0, to est~ faza θ ne ØvlØetsØ posto- Ønnoæ vdol~ PVL. V samom dele, v sluqae volnovogo uravneniØ

�Zameqanie. V silu uravneniØ ffækonala i svoæstv tenzora uprugosti uslovie ∇θ0 ≠ 0 ravnosil~no uslovi¸ θ0^fi_s=0 ≠ 0. Tak kak^{dθ0}_{ds} = −^{∂H}_{∂θi} ·^{dθi}_{ds} − ∂H ∂xi · dxi ds = 0, ffto, v svo¸ oqered~, oznaqaet, qto θ0 ne obrawaetsØ v nol~

vdol~ vsego luqa.

76 A. S. GOLUBEVA

H = c · |∇θ| ØvlØetsØ odnorodnoæ funkcieæ pervoæ stepeni, pofftomu θ_i^{∂H}_{∂θi} = H i v silu uravneniØ ffækonala^{dθ}_{ds} = θ_0 + H = 0. V sluqae ße uravneniØ kolebaniæ plastiny H – odnorodnaØ funkciØ vtoroæ stepeni.

2. GruppovaØ i fazovaØ skorosti.

Zapixem (6) v vide dispersionnogo sootnoxeniØ ω = p · ( 1 ρ E^{ijkℓ} –_i–_j–_k–_ℓ )_{1/2} , gde ω = −^{∂θ}_{∂t} = −pθ_0, –_i = θ_i. Rassmotrim fazovu¸ skorost~

vfaz = ω |–|^· – |–|^, –^{= (}–^{1,} –^{2)}

i gruppovu¸ skorost~ v_{gr}:

v^αgr = ∂ω ∂–α^{= p · 2}

E^{αjkℓ}–_j–_k–_ℓ (ρE^{ijkℓ} –_i–_j–_k–_ℓ)^{1/2}

. (9)

Oqevidno, fazovaØ i gruppovaØ skorosti ne sovpada¸t. Naprimer, dlØ izotropnogo sluqaØ (t.e. pri E^{ijkℓ} –_i–_j–_k–_ℓ = D(–^2_1 +

–^2_2 )^2)

vfaz = p · √ D ρ – i vgr = 2p · √ D ρ –. V obwem sluqae fazovaØ i gruppovaØ skorosti otliqa¸tsØ i po veliqine i po napravleni¸.

Vaßno otmetit~, qto |v_{faz}| i |v_{gr}| proporcional~ny bol~xomu parametru p. �to svoæstvo moßno legko pereformulirovat~ v terminah dliny volny. DlØ fftogo vblizi fiksirovannoæ toqki M = (x^0, x^0_1, x^0_2) zamenit~ funkci¸ u na plosku¸ volnu pervogo priblißeniØ

~u = e^{ipθ(M )} · U^{(0)}(M ) · exp { ip[−ω(t − t^0) + –_j(x_j − x^0_j )] } , (10)

gde t^0 = p^{−1} ·x^0. DlØ ~u, a znaqit, i dlØ u, dlina volny λ imeet porØdok p^{−1}. Takim obrazom, dlØ uravneniØ kolebaniæ plastiny, v otliqie ot volnovogo uravneniØ, veliqiny fazovoæ i gruppovoæ skorosti obratno proporcional~no dline volny. Zavisimost~ fftih skorosteæ ot dliny volny govorit o naliqii dispersii. V interesu¸xem nas sluqae korotkih voln λ → 0, sledovatel~no, |v_{faz}| i |v_{gr}| stremØtsØ k beskoneqnosti.

O KOLEBANI˚H 77

3. Plotnost~ i potok ffnergii. Ih usrednennye znaqeniØ.

Uravnenie (1) (domnoßennoe na^{∂u}_{∂t} ) legko preobrazuetsØ v klassiqeskoe ravenstvo: ∂ ∂t E + div S = 0, gde E = E_c + E_p = 1 2 ρu^2_t + 1 2 E^{ijkℓ} u_{ij} u_{kℓ} (11) – poverhnostnaØ plotnost~ ffnergii, S = (S^1, S^2),

S^i = u_t ∂ ∂x_j (E^{ijkℓ} u_{kℓ}) − ( ∂ ∂x_j u_t ) E^{ijkℓ} u_{kℓ} (12)

– potok ffnergii.

Postroim usredneniØ E i S. Vblizi dannoæ toqki M funkciØ u v pervom priblißenii prevrawaetsØ v plosku¸ volnu ~u (sm. (10)). Podstavim v (11) i (12) vewestvennu¸ qast~ ~u vmesto u, pri fftom U^{(0)} budem sqitat~ vewestvennoæ funkcieæ. Krome togo, ρ i E^{ijkℓ} zamenim ih znaqeniØmi v toqke M . Poluqennye funkcii, oqevidno, periodiqny po t, x_1, x_2 (s periodami^{2π}_{pω} , 2π p|–1| ,^{2π}p|–2| sootvetstvenno). Ih usredneniØ po periodu my i budem nazyvat~ usredneniØmi E_c, E_p i S (razumeetsØ, faktiqeski my ograniqilis~ ih glavnoæ qast~¸).

Imeem ⟨ E_c ⟩ = 1 4 p^2 · ρω^2 · U^{(0)2}, ⟨ E_p ⟩ = 1 4 p^4E^{ijkℓ} –_i–_j–_k–_ℓU^{(0)2},

⟨ S^i ⟩ = p^4 · ω · E^{ijkℓ}–_j–_kλ_ℓ · U^{(0)2}.

(13)

Iz (3) sleduet, qto

⟨ E_c ⟩ = ⟨ E_p ⟩ = 1 2 ⟨ E ⟩, (14) to est~ s toqnost~¸ do glavnyh qlenov imeet mesto horoxo izvestnoe v mehanike sovpadenie sredneæ kinetiqeskoæ i sredneæ potencial~noæ ffnergii. Otmetim, qto (14) moßno bylo by poluqit~ neposredstvenno iz usrednennogo variacionnogo principa δ ∫∫ R ⟨ L ⟩dx dt = 0

78 A. S. GOLUBEVA

(sm. [2]).

Oqevidno, imeet mesto obwee sootnoxenie ⟨ S ⟩ = ⟨ E ⟩v_{gr}. (15)

4. Integrirovanie uravneniæ perenosa.

Netrudno videt~, qto uravneniØ perenosa (4), (5) faktiqeski ØvlØ¸tsØ obyknovennymi differencial~nymi uravneniØmi pervogo porØdka vdol~ PVL. V samom dele, iz formul (6), (7) sleduet, qto d ds = ∂ ∂x_0 + 1 p v^igr · ∂ ∂x_i = ∂ ∂x_0 − 2 E^{ijkℓ}θ_j θ_kθ_l ρθ_0 · ∂ ∂x_i . Tem samym uravneniØ (4), (5) moßno zapisat~ v vide

2ρθ_0 · d ds U^{(0)} + AU^{(0)} = 0, (16)

2ρθ_0 · d ds U^{(n)} + AU^{(n)} = Θ_n, (17) gde A = ρθ_{00} − 2 ∂ ∂x_i (E^{ijkℓ} θ_j θ_kθ_ℓ), n = 1, 2, . . .. Zametim, qto my rassmatrivaem vewestvennye θ, pofftomu A takße ØvlØetsØ vewestvennoæ funkcieæ.

Oqevidno, qto A = ∂ ∂x_0 (ρθ_0 ) + div ( ρθ_0 · 1 p vgr ) . DeæstvuØ analogiqno [1], gl. 1, §7, moßno pokazat~, qto A = 1 J d ds (ρθ_0 J), (18) gde J = | | D(x_0, x_1, x_2) D(s, a_1, a_2) | |. PodstavlØØ (18) v (16) i integriruØ, nahodim:

U^{(0)} = ψ_0(a_1, a_2) · 1 √ ρJ , (19)

gde ψ_0 – funkciØ, zavisØwaØ tol~ko ot luqa.

O KOLEBANI˚H 79

(Pri integrirovanii my uqli tot fakt, qto θ_0 postoØnna vdol~ luqa.)

S pomow~¸ ranee poluqennyh ffnergetiqeskih formul uravnenie perenosa (4) moßno prointegrirovat~ i drugim sposobom. DlØ fftogo domnoßim (4) na^1_2 p^4 θ_0 U^{(0)} i preobrazuem: 1 2 p^4θ_0 U^{(0)} · Ψ(U^{(0)}) = ∂ ∂x_0 ( 1 2 p^4 · ρ · θ^2_0 U^{(0)2} ) −

− 1 2 p^4ρ · θ_0θ_{00}U^{(0)2} − p^4 · θ_0 · ∂ ∂x_i ( E^{ijkℓ} θ_j θ_kθ_ℓ · U^{(0)2} ) = = ∂ ∂x_0 ( 1 2 · p^4 · ρ · θ^2_0 · U^{(0)2} ) + ∂ ∂x_i ( −p^4 · θ_0 · E^{ijkℓ} θ_j θ_kθ_ℓ · U^{(0)2} ) − −p^4 · U^{(0)2} · [ 1 2 ρθ_0θ_{00} − θ_{0i} · E^{ijkℓ} θ_j θ_kθ_ℓ ] = 0.

Tak kak ρ i E^{αjkℓ} ot x_0 ne zavisØt, vyraßenie v kvadratnyh skobkah ravno^1_4^{∂Φ}_{∂x0} = 0 (sm. (3)), i s uqetom (13), (14), (15) uravnenie perenosa zapixetsØ v vide ∂ ∂x_0 ⟨ E ⟩ + div ( 1 p ⟨ E ⟩v_{gr} ) = 0. (20)

Poskol~ku^∂_{∂x0} =^1_p^∂_{∂t} , formula (30) vyraßaet zakon sohraneniØ ffnergii, ∂ ∂t ⟨ E ⟩ + div ( ⟨ E ⟩v_{gr} ) = 0.

�to uravnenie imeet vid klassiqeskogo uravneniØ nerazryvnosti dlØ ffnergii, tekuweæ napodobie ßidkosti s gruppovoæ skorost~¸. Kak pokazano v [4], uravnenie nerazryvnosti oznaqaet, qto massa (v naxem sluqae – koliqestvo ffnergii) v dvißuwemsØ ob¨eme ne menØetsØ. DlØ beskoneqno malogo ob¨ema ots¸da vytekaet (sm. [4]) uravnenie nerazryvnosti v lagranßevyh koordinatah, kotoroe v naxem sluqae imeet vid ⟨ E ⟩ · J = ⟨ E ⟩ | | s=0 , gde J = | | D(x_0, x_1, x_2) D(s, a_1, a_2) | |.

80 A. S. GOLUBEVA

UqityvaØ, qto ⟨ E ⟩ =^1_2 p^4ρθ^2_0 U^{(0)2}, my poluqaem vyraßenie dlØ U^{(0)}, kotoroe, oqevidno, sovpadaet s formuloæ (19).

UravneniØ perenosa dlØ vysxih priblißeniæ legko rexa¸tsØ metodom variacii proizvol~noæ postoØnnoæ. Poloßim v (17)

U^{(n)} = φ_n · U^{(0)},

gde φ_n – novaØ neizvestnaØ funkciØ. Tak kak U^{(0)} udovletvorØet (16), imeem 2ρθ_0 · U^{(0)} · d ds φ_n = Θ_n,

otkuda

U^{(n)}(s, a_1, a_2) = [ ψ_n(a_1, a_2) + s∫ 0 Θ_n 2ρθ_0 U^{(0)} ds ] · U^{(0)}.

Zdes~ ψ_n(a_1, a_2) – funkciØ, zavisØwaØ tol~ko ot luqa.

5. Ob otraßenii ot granicy. V rabote [5] podrobno rassma-

trivaetsØ otraßenie voln ot granicy dlØ izotropnoæ plastiny. Po-vidimomu, analogiqnym metodom otraßennye volny moßno postroit~ i dlØ anizotropnogo sluqaØ. My privedem obwu¸ shemu postroeniØ (vopros korrektnosti opisyvaemoæ procedury v anizotropnom sluqae trebuet dopolnitel~nogo rassmotreniØ).

Pust~ granica plastiny ßestko zakreplena: u | ∂R = 0, ∂u ∂n | ∂R = 0, (21)

gde ∂R – granica plastiny, n – vnutrennØØ normal~ k ∂R.

Rexenie uravneniØ (2) s usloviem (21) iwem v vide

u = upad + uotr + ~uotr,

gde u_{pad}, u_{otr}, ~u_{otr} – razloßeniØ ukazannogo vida, udovletvorØ- ¸wie (2); kak obyqno, u_{pad} sqitaetsØ zadannoæ.^∗

Uslovie (21) budet vypolneno, esli na granice plastiny

θpad = θotr = ~θotr (22)

�Zameqanie. Padenie volny na granicu oznaqaet, qto ee gruppovaØ skorost~ napravlena k granice, t.e. (vgr, n) < 0.

O KOLEBANI˚H 81 i U^{(k)}pad + U^{(k)}pad + ~U^{(k)}otr = 0 ∂θpad ∂n · U^{(k)}_{pad} + ∂θotr ∂n · U^{(k)}_{otr} + ∂ ~θotr ∂n · U^{(k)}_{otr} = V^{(k)},

(23)

gde k = 0, 1, 2, . . .,

V^{(k)} =

0 pri k = 0 − ∂ ∂n ( U^{(k−1)} pad + U^{(k−1)}_{otr} + ~U^{(k−1)}_{otr} ) pri k ¿ 1.

Iz (20) sleduet, qto na granice plastiny ∂θotr ∂x_0 = ∂ ~θotr ∂x_0 = ∂θpad ∂x_0 , ∂θotr ∂σ = ∂ ~θotr ∂σ = ∂θotr ∂σ , gde^∂_{∂σ} – proizvodnaØ po kasatel~noæ k ∂R. Proizvodnye po normali^{∂θotr}_{∂n} | | ∂R i^∂

e_θotr ∂n | | ∂R nahodØtsØ iz uravneniØ ffækonala, priqem, oqevidno ∂θpad ∂n | | ∂R , ∂θotr ∂n | | ∂R i ∂ ~θotr ∂n | | ∂R dolßny byt~ razliqny. (Otmetim, qto zdes~ my ne trebuem vewestvennosti fazy.) RexaØ harakteristiqesku¸ sistemu s poluqennymi naqal~nymi dannymi, nahodim θ_{otr} i ~θ_{otr}. Funkcii U^{(k)} i ~U^{(k)}, k = 0, 1, 2, . . . posledovatel~no nahodim iz lineænoæ sistemy (23), kotoraØ, oqevidno, nevyroßdena, i uravneniæ perenosa.

Literatura

1. V. M. Babiq, V. S. Buldyrev, I. A. Molotkov, Prostranstvenno-vremennoæ luqevoæ metod: lineænye i nelineænye volny. Izd. LGU, L., 1985, 272 s.

2. Dß. B. Uizem, Lineænye i nelineænye volny. Mir, M., 1977, 622 s. 3. G. I. Mihasev, O volnovyh formah dvißeniØ beskoneqnoæ cilindriqeskoæ oboloqki s peremennymi parametrami. — Izv. Akad. Nauk, MTT No. 6 (1995), 129–137.

82 A. S. GOLUBEVA

4. N. E. Koqin, I. A. Kibel~, N. V. Roze, TeoretiqeskaØ gidromehanika, T. 1. Fizmatgiz, M., 1963, 583 s.

5. A. S. Golubeva, RexeniØ uravneniæ kolebaniæ plastiny, sosredotoqennye vblizi zamknutyh ffkstremal~nyh ciklov. — Zap. nauqn. semin. PO- MI 230 (1995), 41–51.

Golubeva A. S. On vibrations of inhomogeneous anisotropic plate. The equation describing the motion of a flat inhomogeheous anisotropic plate is considered. Formal asymptotic solutions are constructed by applying the space-time ray method. The equation describing the flow of energy is obtained in the form of the equation of continuity. Bibliography: 5 titles.

Postupilo 9 sentØbrØ 1997 Gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ im. M. A. Bonq-Brueviqa