Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 250, 1998 g.

V. ı. Gotlib O REXENI˚H URAVNENI˚ GEL^MGOL^CA, SOSREDOTOQENNYH VBLIZI PLOSKO` PERIODIQESKO` GRANICY

RassmatrivaetsØ uravnenie Gel~mgol~ca s graniqnym usloviem Dirihle ili Neæmana v oblasti Ω, predstavlennoæ na ris. 1a–1v. Ne naruxaØ obwnosti, period granicy prinØt ravnym 2π pri dvuh rezonatorah na periode. IwetsØ rexenie (1), udovletvorØ¸wee usloviØm periodiqnosti u(x + 2π) = u(x), prinadleßawee klassu L_2 v polose periodov. V qastnosti esli granica osvewaetsØ semeæstvom parallel~nyh prØmyh po nekotoromu napravleni¸ l (ris. 1b) i na neæ zadano uslovie Dirihle, to otsutstvie takih rexeniæ poluqaetsØ primeneniem formuly Grina k funkciØm u i^{∂u}_{∂l} . �tot fakt sleduet takße iz teoremy Relliha dlØ kvazikoniqeskoæ oblasti (sm. [1]). V fftom sluqae nepreryvnyæ spektr periodiqeskoæ zadaqi ne neset na sebe sobstvennyh znaqeniæ. V sluqae ße zadaqi Neæmana, dlØ neqetnyh funkciæ u(x+π) = −u(x) s pomow~¸ fflementarnyh variacionnyh ocenok moßno pokazat~ naliqie ubyva¸wih rexeniæ na granicah togo ße vida pri dostatoqnoæ glubine vpadin s periodiqnost~¸ π. Vse ffto ukazyvaet na to, qto zadaqi Dirihle i Neæmana v otnoxenii naliqiØ sobstvennyh znaqeniæ na nepreryvnoæ qasti spektra dolßny vesti sebØ po raznomu, qto i opredelØet razliqnyæ vid granic na ris. 1a i 1v, gde realizu¸tsØ sobstvennye znaqeniØ na nepreryvnom spektre dlØ zadaq Dirihle i Neæmana. BlizkaØ po duhu zadaqa rasseØniØ volny na rezonatore, slabo vzaimodeæstvu¸wem s okrußa¸weæ sredoæ qerez uzku¸ wel~, horoxo izvestna i voznikaet pri rexenii rØda problem rasprostraneniØ voln na melkoæ vode i radiovoln. Procedura ee asimptotiqeskogo rexeniØ metodom sxivaemyh asimptotiqeskih razloßeniæ soderßitsØ v qastnosti v rabote [2]. Sposob svedeniØ zadaqi k integral~nomu uravneni¸ s horoximi ocenkami razreximosti opisan v stat~e [3].

Rabota byla podderßana grantom INTAS-RFBR-95-0012. 83

84 V. ı. GOTLIB

Ω_1

Ω_2

2d_1 2d_2

Ris. 1a. Granica gde suwestvu¸t sobstvennye mody pri uslo-

viØh Dirihle.

Ris. 1b. Mody Dirihle otsutstvu¸t.

Ω_1 Ω_2

2d_1 2d_2

Ris. 1v. ProsteæxaØ realizaciØ mod Neæmana.

Kak budet pokazano niße, ffta tehnika pozvolØet strogo dokazat~ takße i vozmoßnost~ suwestvovaniØ sobstvennyh funkciæ s Øvnoæ asimptotikoæ po malomu parametru d (poluxirine weleæ) sobstvennyh znaqeniæ na nepreryvnom spektre periodiqeskoæ po x vozmuwennoæ poluploskosti (ffkvivalente cilindra s

O REXENI˚H URAVNENI˚ GEL^MGOL^CA 85 krivolineænoæ nißneæ graniceæ), esli weli, soedinØ¸wie verhn¸¸ poluploskost~ s sistemoæ rezonatorov, dostatoqno uzki. Suwestvovanie sobstvennyh kolebaniæ u rezonatora, svØzannogo s beskoneqnost~¸ volnovodom, dokazano v rabote [4], odnako ffti kolebaniØ otdeleny ot nepreryvnogo spektra (ih qastota okazyvaetsØ niße kritiqeskoæ qastoty volnovoda).

Pereædem k podrobnomu opisani¸ teh integral~nyh uravneniæ, kotorym udovletvorØet na welØh samo rexenie (v sluqae usloviæ Dirihle) ili ego normal~naØ proizvodnaØ (v sluqae usloviæ Neæmana). OkazyvaetsØ, qto pri dostatoqno uzkih welØh glavnaØ qast~ sootvetstvu¸wih Øder opredelØetsØ lokal~- nymi svoæstvami graniqnyh funkciæ Grina kraevyh zadaq dlØ qastiqnyh oblasteæ vblizi istoqnika na svØzyva¸wih welØh.

Pri znaqeniØh k^2 ravnyh sobstvennym qislam vnutrennih zadaq dlØ oblasteæ Ω_I ffti Ødra ime¸t pol¸sa vida (k^2 − k^2_{0i})^{−1}, priqem, kak legko ubedit~sØ, rang singulØrnyh po k qasteæ sootvetstvu¸wih integral~nyh operatorov raven kratnosti spektra v toqkah k^2_{0i}. Za vyqetom fftih dobavok postroennye integral~nye uravneniØ okazyva¸tsØ odnoznaqno razreximymi v podhodØwem klasse funkciæ pri dostatoqno malyh d, gde d – poluxirina weli, a sootvetstvuwaØ odnorodnaØ zadaqa libo imeet lix~ trivial~noe rexenie libo svoditsØ k zadaqe dlØ matric koneqnogo ranga pri k blizkih k k_{0i}. Deæstvitel~no, rassmotrim snaqala periodiqeskie rexeniØ uravneniØ Gel~mgol~ca (1), udovletvorØ¸wie usloviØm Dirihle (2) i ubyva¸wie pri udalenii ot granicy.

(Δ + k^2)u = 0 (1)

u |_s= 0. (2)

�lementarnoe razloßenie Fur~e vida

a_0e^{iky} + b_0e^{−iky} + ∞∑ n=1 (a_n cos(nx) + b_n sin(nx))e^{−√n2−k2y} (3)

v verhneæ poluploskosti pokazyvaet, qto pri k ≤ 1 suwestvovanie ubyva¸wih rexeniæ vnexneæ zadaqi Dirihle obespeqiva-

etsØ usloviem^{2π} ∫ 0 u(x)dx pri y = 0, t.e. ravenstva nul¸ sredne-

go po welØm. DlØ poluqeniØ integral~nyh uravneniæ dlØ u(s_1)

86 V. ı. GOTLIB

Ω_1

Ω_2

C_1 C_2

Ris. 2. Vspomogatel~nye okrußnosti C1 i C2 dlØ usloviæ Di-

pihle.

i u(s_2) provedem vspomogatel~nye okrußnosti C_1 i C_2 radiusa d s centrami v seredinah weleæ prohodØwie qerez ih koncy (sm. ris. 2).

Veliqiny u(s_1) i u(s_2) na welØh vyraßa¸tsØ qerez znaqeniØ u na C_1 i C_2 po formulam

u(s_{1,2}) = ∫ C1_,2

G_{1,2}(x(s_{1,2}), y(s_{1,2}), t_{1,2})u(t_{1,2})dt_{1,2} (4)

(Δ + k^2)G_{1,2}(x, y, t_{1,2}) = 0 (5)

G_{1,2} |_{C1,2}= δ(t − t_{1,2}), (6)

gde G_{1,2} – funkcii Grina graniqnoæ zadaqi Dirihle dlØ krugov

C_1 i C_2 s uglovymi koordinatami na okrußnostØh t_{1,2}. (Zdes~ i

dalee zavisimost~ ot k v formulah opuskaetsØ.) V svo¸ oqered~ znaqeniØ u na C_1 i C_2 predstavlØ¸tsØ v vide rexeniæ neodnorodnyh graniqnyh zadaq dlØ vnexneæ i vnutrennih oblasteæ po

O REXENI˚H URAVNENI˚ GEL^MGOL^CA 87 formulam (sootvetstvenno).

u(t_{1,2}) = ∑ i=1,2 ∫ S_i ∂ ∂n_s G^{ext}_{1,2}(x(t_{1,2}, y(t_{1,2}), s_i)u(s_i)ds_i, (x, y) /∈ Ω_{1,2} (7)

u(t_{1,2}) = ∫ S1_,2 ∂ ∂n_s G^{in}(x(t_{1,2}, y(t_{1,2}), s_i)u(s_i)ds_{1,2}, (x, y) ∈ Ω_{1,2}. (8)

Zdes~ G^{ext}, G^{in}_{1,2} – graniqnye funkcii Grina uravneniØ Gel~mgol~ca dlØ vnexneæ i vnutrennih oblasteæ, vyraßa¸wiesØ standartnym obrazom qerez normal~nu¸ proizvodnu¸ funkcii Grina zadaqi Dirihle dlØ uravneniØ Gel~mgol~ca v sootvetstvu¸- wih oblastØh. PodstavlØØ (7–8) v (4–5) poluqim sistemu integral~nyh uravneniæ (9), (10) dlØ znaqeniæ u na S_1 i S_2.

u(s_1) = ∫ S1 K_{11}(s_1, s^′_1)u(s^′_1)ds^′_1 + ∫ S2 K_{12}(s_1, s^′_2)u(s^′_2)ds^′_2 (9)

u(s_2) = ∫ S2 K_{22}(s_2, s^′_2)u(s^′_2)ds^′_2 + ∫ S1 K_{21}(s_2, s^′_1)u(s^′_1)ds^′_1, (10)

gde Ødra ime¸t vid svertok vnexneæ i vnutrennih graniqnyh funkciæ Grina s Ødrami vnutrenneæ zadaqi Dirihle dlØ malyh okrußnosteæ C_1 i C_2, blizkimi k klassiqeskim Ødram Puassona. DlØ suwestvovaniØ sobstvennyh funkciæ zadaqi (1) neobhodimo i dostatoqno, qtoby pri nekotorom k_1 (9–10) imela odnorodnoe rexenie, dlØ kotorogo vypolnØlis~ by uslovie (3). V fftom sluqae sobstvennaØ funkciØ u(x, y, k_1) vosstanavlivaetsØ po formulam (11), (12) vnutri i vne Ω_i, sootvetstvenno u(x, y) = ∫ S_i ∂ ∂n_s G^{in}_i (x, y, s_i)u(s_i)ds_i, x =(x, y) ∈ Ω_{1,2} (11)

u(x, y) = ∑ i=1,2 ∫ S_i ∂ ∂n_s G^{ext}(x, y, s_i)u(s_i)ds_i, x /∈ Ω_{1,2}. (12)

Vypolnenie uravneniØ (1) s kraevymi usloviØmi (2) vne weli neposredstvenno vytekaet iz (11–12), a gladkost~ v okrestnosti weli sleduet iz (4) i edinstvennosti rexeniØ zadaqi Dirihle

88 V. ı. GOTLIB dlØ uravneniØ Gel~mgol~ca v kruge, esli veliqina kd dostatoqno mala. PoslednØØ vytekaet iz klassiqeskih ocenok rexeniæ uravneniØ Laplasa i toßdestva Gil~berta. Issleduem teper~ razreximost~ sistemy (9), (10).

Teorema 1. Pri proizvol~nom fiksirovannom k ne ØvlØ¸wemsØ

toqkoæ spektra vnutrenneæ zadaqi dlØ Ω integral~nye operatory otveqa¸wie Ødram K_{11} i K_{22} ØvlØ¸tsØ operatorami sßatiØ v C(S_1) i C(S_2).

Dokazatel~stvo. Pri k = iχ ffto poluqaetsØ na osnovanii oce-

nok sootvetstvu¸weæ X-garmoniqeskoæ mery qerez X-uglovu¸ i principa maksimuma. Na proizvol~nye koneqnye k rezul~tat rasprostranØetsØ pri malyh kd pri pomowi toßdestva Gil~- berta s ispol~zovaniem vtorogo osnovnogo neravenstva dlØ fflliptiqeskih uravneniæ i ograniqennosti vloßeniØ W^2_2 v Lip (α) pri α ≤^1_2 v sluqae razmernosti 2. •

Zameqanie. x-garmoniqeskoæ meroæ qasti granicy nazyvaetsØ

znaqenie v toqke x garmoniqeskoæ funkcii ravnoæ edinice na fftoæ qasti granicy i nul¸ vne ee. V qastnom sluqae kruga ona sovpadaet s uglovoæ.

Sleduet otmetit~ qto sposob dokazatel~stva ideæno blizok k klassiqeskomu dokazatel~stvu shodimosti “al~terniru¸wego processa” Xvarca s ispol~zovaniem shodstva lokal~nogo povedeni funkciæ Grina uravneniæ Laplasa i Gel~mgol~ca vblizi istoqnika. Takoæ sposob minimal~no ispol~zuet konkretnyæ vid Øder K_{11} i K_{22} i dopuskaet rasprostranenie na krivolineænye granicy, a takße na sluqaæ, kogda vmesto sistemy weleæ suwestvuet sistema uzkih kanalov soedinØ¸wih periodiqeskoe semeæstvo rezonatorov s verhneæ poluploskost~¸.

Teorema 2. Pri teh ße ograniqeniØh na k normy operatorov so-

otvetstvu¸wih K_{12} i K_{21} udovletvorØ¸t ocenkam ‖K_{12}‖ = o(d), ‖K_{21}‖ = o(d).

Dokazatel~stvo. PoluqaetsØ neposredstvennoæ ocenkoæ inte-

gralov (4), (7–8) s ispol~zovaniem gladkosti funkcii Grina vne okrestnosti istoqnika i malosti dliny weli. •

Zameqanie. Iz teorem 1 i 2 neposredstvenno sleduet, qto vne

okrestnosti sobstvennyh znaqeniæ vnutrennih zadaq Dirihle dlØ operatora −Δ v Ω_i ne moßet suwestvovat~ ubyva¸wih pri

O REXENI˚H URAVNENI˚ GEL^MGOL^CA 89 udalenii ot granicy periodiqeskih mod, esli d dostatoqno malo poskol~ku sistema (9–10) v fftom sluqae imeet lix~ trivial~- noe rexenie, i periodiqeskie mody, esli takovye suwestvu¸t dolßny otveqat~ fftim sobstvennym znaqeniØm.

Teorema 3. V okrestnosti izolirovannogo sobstvennogo znaqeniØ

k_0 vnutrenneæ zadaqi Dirihle dlØ oblasti Ω_i Ødro K_{ii} imeet vid

~K_{ii} + (k^2_0 − k^2)^{−1}⟨·, ∂φ^{0i} ∂n ⟩ψ_i, gde skalØrnoe proizvedenie opredelØetsØ kak integral po i-æ weli, a funkciØ ψ imeet vid ∫ C_i∩Ω_i φ_0(x(t_i), y(t_i))G_i(x(s_i), y(s_i), t_i)dt_i.

Pri fftom ~K_{ii} udovletvorØet ocenkam teoremy 1. (DlØ prostoty rassmatrivaetsØ sluqaæ ravnyh, a ne blizkih sobstvennyh znaqeniæ oboih rezonatorov.)

Dokazatel~stvo. PoluqaetsØ podstanovkoæ predstavleniØ fun-

kcii Grina qerez sobstvennye funkcii vnutrenneæ zadaqi (sm. [5]) v formuly (4), (7–8). •

Vvedem prostranstvo nepreryvnyh funkciæ C(S_1) ⊕ C(S_2) s fflementami u = (u_1, u_2) i skalØrnym proizvedeniem

⟨u, v⟩^{def}= ⟨u_1, v_1⟩ + ⟨u_2, v_2⟩

i oboznaqim ograniqennyæ obratnyæ k E − ( ~ K_{11} K_{12} K_{21} ~K_{22} ) za Q.

Togda (7–8) primet vid

(k^2_0 − k^2)u = ⟨u, q_1⟩Q(ψ_1, 0) + ⟨u, q2⟩Q(0, ψ_2), (13)

gde q_1 = (∂φ_{01}/∂n, 0), q_2 = (0, ∂φ_{02}/∂n). Togda uslovie suwestvovaniØ periodiqeskih mod perepixetsØ v vide zadaqi na sobstvennye znaqeniØ (14) s dopolnitel~nym usloviem na sobstvennye vektory (15)

(k^2_0 − k^2)X = ( ⟨Q(ψ_1, 0), q_1⟩ ⟨Q(0, ψ_2), q_1⟩ ⟨Q(ψ_1, 0), q_2⟩ ⟨Q(0, ψ_2), q_2⟩ ) X, (14)

90 V. ı. GOTLIB

X ∈ R2, u =x1Q(ψ_1, 0) + x2Q(0, ψ_2),

⟨Q(ψ_1, 0), (1, 1)⟩x_1 + ⟨Q(0, ψ_2), (1, 1)⟩x_2 = 0, (15)

s uqetom ne vypisannoæ Øvno zavisimosti ot k. Pokaßem teper~, qto nadleßawim vyborom parametrov rezonatorov i weleæ deæstvitel~no moßno dobit~sØ vypolneniØ usloviæ (14–15). DlØ fftogo rassmotrim asimptotiku fflementov matricy pri malyh d zameniv s oxibkoæ porØdka O(d ln d) funkcii Grina v (11) i (12) na ih glavnye singulØrnosti ne zavisØwie ot k qto sootvetstvuet sluqa¸ uravneniØ Laplasa. Poluqennu¸ v rezul~tate svertku Øder Puassona moßno vyqislit~ prØmo, no udobnee vospol~zovat~sØ invariantnost~¸ v fftom priblißenii diagonal~- nyh qasteæ (9) i (10) otnositel~no konformnyh preobrazovaniæ. Deæstvitel~no, konformnoe otobraßenie vida

Z(z) = Z(x + iy) = ln 1 + z/d 1 − z/d s naqalom koordinat v centre odnoæ iz weleæ perevodit dugi okrußnosteæ, prohodØwih qerez kraØ weli v prØmye parallel~- nye vewestvennoæ osi. V novyh peremennyh t_i = Re(Z_i) dlØ u_i(t_i) poluqim sistemu integral~nyh uravneniæ (16–17) s Ødrami K_{ii}, zavisØwimi lix~ ot raznosti t_i − t^′_i. Harakter Øder svØzan s invariantnost~¸ poluqivxeæsØ sistemy parallel~nyh prØmyh otnositel~no vewestvennyh sdvigov.

u(t_1) = ∞∫ −∞ K_{11}(t_1, t^′_1)u(t^′_1)dt^′_1+ ∞∫ −∞ K_{12}(t_1, t^′_2)u(t^′_2)dt^′_2 (16)

u(t_2) = ∞∫ −∞ K_{21}(t_2, t^′_1)u(t^′_1)dt^′_1+ ∞∫ −∞ K_{22}(t_2, t^′_2)u(t^′_2)dt^′_2. (17)

˚dra integral~nyh operatorov pri fiksirovannom k ≠ k_0 predstavimy v vide

K_{ii}(t_i, t^′_i) = π^{−2}(t − t^′)sh^{−1}(t − t^0 )+

+ O(d^2 ln d(1+ | t^′ |)(1+ | t |)/(ch(t)ch(t^0 )), (18)

O REXENI˚H URAVNENI˚ GEL^MGOL^CA 91 t.e. ostatoqnyæ qlen ne tol~ko mal, no i udovletvorØet horoxim ocenkam ubyvaniØ pri t, t^′ → ∞. SingulØrnye komponenty ime¸t vid d^2 ∂ ∂n_i (k^2_0 − k^2)^{−1}(1 + O(d))(2π^3)^{−1}t sinh^{−1}(t) cosh^{−2}(t^′/2). (19)

Analogiqnu¸ strukturu ime¸t glavnye po d sostavlØ¸wie nediagonal~noæ qasti Ødra

d^2 ( ∂^2G/∂n_i ∂n_j (1 + O(d))(2π^3)^{−1} t sinh^{−1}(t) cosh^{−2}(t^′/2) ) . (20)

Zdes~ normal~nye proizvodnye funkciæ Grina i sobstvennyh funkciæ berutsØ v centrah weleæ s ispol~zovaniem gladkosti pervyh v sluqae, kogda istoqnik ne blizok k toqke nabl¸deniØ. Iz ocenok (18–20) i vida Øder K_{ij} vytekaet takße, qto rexenie, esli ono suwestvuet ubyvaet pri bol~xih po modul¸ t kak

exp(− |t/2|), t.e. vblizi kraev weleæ rexenie stremitsØ k nul¸

kak dist(x,∂S)^{1/2} i udovletvorØet uslovi¸ koneqnosti ffnergii. GlavnaØ qast~ rexeniØ imeet vid Const × cosh(t/2) na kaßdoæ iz weleæ ili ∼ √ 1 − x^2/d^2 v ishodnyh peremennyh, qto na polufi-

ziqeskom urovne strogosti sleduet takße iz rezul~tatov poluqennyh metodom lokal~nyh razloßeniæ. Zametim, qto v formulah otsutstvuet vklad ot radiusa krivizny, poskol~ku on imeet porØdok O(d^3) i men~xe ostatoqnogo qlena. Iz vyxeskazannogo sleduet, v qastnosti, qto v nerezonansnom sluqae amplituda rasseØniØ ploskoæ volny imeet porØdok O(d) na weli, i O(d^2) vdali ot nee, priqem poslednØØ prØmo proporcional~na normal~noæ proizvodnoæ rexeniØ nevozmuwennoæ zadaqi i otveqaet zamene weli toqeqnym istoqnikom sootvetstvu¸weæ amplitudy raspoloßennym v ee centre. Pri fftom harakteristiki vnutrenneæ zadaqi, zavisØwie ot svoæstv oblasti ne vhodØt v glavnyæ qlen. Te ße formuly mogut byt~ poluqeny metodom lokal~nyh razloßeniæ (sm. [2, 6]), odnako izlagaemaØ tehnika ne tol~ko pozvolØet ih strogo opravdat~ i poluqat~ nezavisimo, no i poluqit~ rØd novyh rezul~tatov. Asimptotika matricy zadaqi (14) na sobstvennye znaqeniØ primet vid ( < Q(ψ_1, 0), q_1 > < Q(0, ψ_2), q_1 > < Q(ψ_1, 0), q_2 > < Q(0, ψ_2), q_2 > ) ≈ (21) ≈ ( d^2_1(φ_{1n})^2 d^2_1d^2(∂^2G^{ext}/∂n_1∂n_2)φ_{1n}φ_{2n} d^2_1d^2(∂^2G^{ext}/∂n_1∂n_2)φ_{1n}φ_{2n} d^2(φ_{2n})^2 ) .

92 V. ı. GOTLIB Uslovie na sobstvennyæ vektor (15), obespeqiva¸wee ffksponencial~noe ubyvanie rexeniØ, perepixetsØ kak x_1d^2_1 + x_2d^2 ≈ 0. Ostatoqnye qleny ime¸t sledu¸wiæ porØdok malosti po d, a dliny weleæ soedinØ¸wih oba rezonatora s verhneæ poluploskost~¸ ime¸t porØdok O(d) i predpolaga¸tsØ razliqnymi. Esli sobstvennye qastoty nahodØwihsØ na periode rezonatorov ne blizki drug k drugu na veliqinu porØdka O(d^2), to legko pokazat~ otsutstvie pri dostatoqno malyh d netrivial~nyh rexeniæ (14–15), qto vleqet za soboæ otsutstvie sobstvennyh znaqeniæ v okrestnosti k^2_0 na nepreryvnom spektre operatora −Δ. Pust~ teper~ k_0 – ravnye drug drugu sobstvennye qastoty nahodØwihsØ na periode rezonatorov. Togda uslovie suwestvovaniØ netrivial~nyh rexeniæ (14–15), otveqa¸wih sobstvennym funkciØm periodiqeskoæ zadaqi, perepixetsØ v forme uravneniØ na k so sledu¸weæ asimptotikoæ po d

(λ − d^2_1φ^2_{1n})(λ − d^2φ^2_n) = d^4_1d^4_2φ^2_{1n}φ^2_n(∂^2G^{ext}/∂n_1∂n_2)^2, λ = 2 π (k^2_0 − k^2), (22)

gde analitiqeskiæ harakter zavisimosti pravoæ qasti ot k sleduet iz analitiqnosti po k vnutrennneæ i vnexneæ funkciæ Grina uravneniØ (4) i ocenok razreximosti sistemy (16–17). Ots¸da nemedlenno vytekaet suwestvovanie pri dostatoqno malyh d rexeniæ λ(d) vida

λ_{1,2} ≈ d^2_{1,2}φ^2_{1,2n}. (23)

Pri fftom (15), obespeqiva¸wee dopustimost~ zameny vhodØwih v (16–17) Øder ih vewestvennymi qastØmi i ffksponencial~noe ubyvanie rexeniØ pri udalenii ot granicy, primet formu usloviØ (24) svØzyva¸wego znaqeniØ normal~nyh proizvodnyh sobstvennyh funkciæ rezonatorov v seredinah weleæ:

d_1φ_{1n} ≈ d_2φ_{2n}. (24)

Teorema 4. Esli (24) vypolneno, to pri pri dostatoqno malyh

d dostatoqno malym izmeneniem razmerov odnoæ iz weleæ moßno dobit~sØ vypolneniØ usloviæ (14–15) pri nekotorom znaqenii k s asimptotikoæ (23).

Dokazatel~stvo. (14–15) svoditsØ k sledu¸weæ zadaqe dlØ ma-

tric 2 × 2:

Ax = λx, < x, g >=0 (25)

O REXENI˚H URAVNENI˚ GEL^MGOL^CA 93 qto ffkvivalentno sisteme (26) < A~g, g >=0, λ = < A~g, g > < ~g, g > gde

~g ⊥ g (26)

i moßet byt~ vybrano, naprimer, iz usloviØ g_1 = 1. V fftom sluqae g_2 ≈ −^{d21φ1n}_d2_{φ2n} , i v nevyroßdennom sluqae neravnyh nul¸ normal~nyh proizvodnyh verno asimptotiqeskoe ravenstvo

< A~g, g >≈d^2_1φ^2_{1n} − d^2φ^2_n. Posle zameny funkciæ Grina, vhodØ-

wih v (12), ih vewestvennymi qastØmi razreximost~ pervogo iz uravneniæ (26) pri fiksirovannom k sleduet iz asimptotiki

< A~g, g > i nepreryvnosti po parametru α, gde d_2 = αd, d_1 = d

pravoæ qasti (26). Primenenie principa sßatyh otobraßeniæ s ispol~zovaniem analitiqnosti po k razrexa¸wego operatora Q i ego asimptotiki na funkciØh vida (0, ψ_2) ili (ψ_1, 0) pozvolØet sdelat~ vyvod o suwestvovanii pri dostatoqno malyh d rexeniæ

k(d), α(d) sistemy (26) ffkvivalentnoæ (14–15). •

Iz teoremy (4) sleduet suwestvovanie sobstvennogo znaqeniØ periodiqeskoæ zadaqi (4–5) pri dostatoqno malyh d v oblasti, poluqennoæ dostatoqno malym izmeneniem dliny odnoæ iz weleæ iz sistemy rezonatorov, udovletvorØ¸wih uslovi¸, d_1φ_{1n} =

d_2φ_{2n} pri k_0 ≤ 1. Legko ubedit~sØ, qto v sluqae nekongruffntnyh

rezonatorov ffto sobstvennoe znaqenie prinadleßit nepreryvnomu spektru operatora −Δ na cilindre s vozmuwennoæ nißneæ graniceæ (nekongruffntnost~ rezonatorov ne pozvolØet raswepit~ zadaqu na dve dlØ qetnyh i neqetnyh funkciæ), t.e. primer sobstvennogo znaqeniØ na nepreryvnom spektre ØvlØetsØ netrivial~nym. OstaetsØ pokazat~, qto ffto uslovie deæstvitel~no moßet byt~ realizovano dlØ sistemy rezonatorov pokazannoæ na ris. 1v. Poskol~ku req~ idet o standartnoæ spektral~noæ zadaqe dlØ ograniqennoæ oblasti, to udobno vospol~zovat~sØ anzacem dlØ oblasti soedinennoæ s kanalom xirina kotorogo mnogo men~xe razmerov oblasti. �tot anzac imeet vid

φ_0(x, y) = φ_{00}(x_0, y_0)C_0 exp(−(y − y_0)/d) sin(π(x − x_0)/D) (27)

dlØ toqek vnutri kanala. �ta asimptotika moßet byt~ opravdana podstanovkoæ qasti sootvetstvu¸wego asimptotiqeskogo rØda v uravnenie (4) s dal~neæxim primeneniem standartnyh ocenok dlØ fflliptiqeskih uravneniæ ili primeneniem vyxeopisannoæ tehniki integral~nyh uravneniæ k sluqa¸ kanala. Vozmoßno takße primenenie variacionnyh ocenok. Iz (27) sleduet, qto

94 V. ı. GOTLIB vyborom veliqin d ≪ D_1, D_2 ≪ 1, a takße L_1, L_2 moßno dobit~sØ vypolneniØ usloviØ (24). Sloßnost~ konstrukcii, privedennoæ na ris. 1v, opredelØetsØ tem obstoØtel~stvom, qto dlØ zadaqi Dirihle uslovie K_0 ≺ 1 ne moßet byt~ realizovano dlØ oblasti tipa 1a.

Takim obrazom, dlØ zadaqi Dirihle postroen primer ubyva- ¸wih rexeniæ, realizu¸wiæ vozmoßnost~ poØvleniØ sobstvennyh znaqeniæ na nepreryvnom spektre operatora Laplasa pri vvedennyh vyxe ograniqeniØh na k. Moßno pokazat~, qto ffti ograniqeniØ moßno smØgqit~ cenoæ vvedeniØ bolee sloßnoæ sistemy rezonatorov (3 i bolee xtuk na periode). Pereædem teper~ k sluqa¸ mØgkogo kraevogo usloviØ (zadaqi Neæmana). V fftom sluqae, kak bylo ukazano vyxe, otsutstvu¸t ograniqeniØ, svØzyva¸wie naimen~xee sobstvennoe qislo nevozmuwennogo rezonatora s ego razmerami. Pofftomu izmeneniem razmerov weleæ moßno dobit~sØ poØvleniØ sobstvennyh qastot u praktiqeski l¸boæ sistemy rezonatorov, svØzannyh s verneæ poluploskost~¸. Odnako vvedenie integral~nyh uravneniæ tipa (9–10) stalkivaetsØ s rØdom trudnosteæ, svØzannyh s naliqiem indeksa defekta u operatora Laplasa v W^2 v oblasti s ostriØmi. Neobhodimost~ vvedeniØ dopolnitel~nyh funkciæ, ne prinadleßawih osnovnomu klassu, usloßnØet proceduru i privodit k izmeneni¸ haraktera asimptotiki rexeniæ pri malyh d. V otliqie ot zadaqi Dirihle, gde otsutstvie ploskogo uqastka na nevozmuwennoæ granice ne privodit k osloßneniØm, krivolineænaØ granica v zadaqe Neæmana trebuet dopolnitel~nogo rassmotreniØ, pofftomu ograniqimsØ sluqaem ris. 1b. VvodØ vmesto iskomoæ funkcii u ee proizvodnu¸ u_y, sovpada¸wu¸ na qasti granicy parallel~noæ osi s sootvetstvu¸weæ normal~noæ proizvodnoæ, poluqim dlØ veliqiny q(s) = u_y(s) na welØh sistemu integral~nyh uravneniæ s Ødrami, u kotoryh singulØrnost~ i glavnyæ qlen asimptotiki pri malyh d sovpada¸t s Ødrami integral~nyh uravneniæ (9–10), qto vleqet za soboæ te ße ocenki razreximosti v C ili v L_2(−∞, ∞) (v peremennyh t). Sleduet odnako otmetit~, qto rexenie u(x, y), vosstanovlennoe po formulam, analogiqnym (11–12), moßet imet~ razryv [u] na S_1 i

S_2. S uqetom nepreryvnosti veliqiny u_y i vseh ee proizvodnyh

pri perehode qerez S_1, S_2, fftot razryv udovletvorØet na S_1, 2

O REXENI˚H URAVNENI˚ GEL^MGOL^CA 95 obyknovennomu differencial~nomu uravneni¸ vtorogo porØdka

[u]_{xx} + k^2 [u] = 0. (28)

Togda dlØ nepreryvnosti u(x, y) neobhodimo i dostatoqno obraweniØ [u] v nul~ na koncah weleæ

[u] (x_{0i} ± d) = 0. (29)

PoØvlenie dopolnitel~nyh usloviæ (29 ) s uqetom odnoznaqnoæ razreximosti neodnorodnoæ sistemy (9–10) v C(S_1) ⊕ C(S_2) privodit k neobhodimosti rasxirit~ klass funkciæ, v kotorom iwetsØ rexenie, dobaviv k nemu dvumernoe lineænoe prostranstvo neograniqennyh rexeniæ (9–10). OpisannaØ konstrukciØ vyraßaet tot fakt, qto operator −Δ v klasse W^2 v oblasti s n ostriØmi imeet indeks defekta (n, n) i dlØ poluqeniØ samosoprØßennogo rasxireniØ ego oblast~ opredeleniØ neobhodimo dopolnit~ n funkciØmi s osobennostØmi dist(x, ∂S_n)^{1/2}. Takimi funkciØmi v terminah peremennoæ (t) ØvlØ¸tsØ dlØ glavnyh qasteæ (16), (17) funkcii exp(±t/2), rastuwie medlennee, qem ubyvaet Ødro v (16, 17). Suwestvovanie u vozmuwennoæ zadaqi netrivial~nyh rexeniæ vida exp(±t/2)(1 + O(d)) prØmo sleduet iz ocenok (18), (20) Øder (16–17). PrØmye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto imenno ffti funkcii, a takße usloviØ (29) i da¸t osnovnoæ vklad v asimptotiku rexeniØ. V qastnosti legko pokazat~ naliqie sobstvennyh funkciæ sootvetstvu¸wih nulevoæ mode k^2 = 0 rezonatorov pri sootnoxeniØh dlin weleæ

S_1 ( − π 2 ln d_1 + G_1 ) = S_2 ( − π 2 ln d_2 + G_2 ) , (30)

gde postoØnnye G_i zavisØt ot formy rezonatorov Ω_i. Pri fftom sobstvennaØ qastota neizluqa¸weæ mody imeet asimptotiku

k_0 ≈ 1 √ S_i(−^{π ln di}_2 + G_i)

. (31)

Znaqenie i s uqetom (30) nesuwestvenno. Na vozmoßnost~ suwestvovaniØ takogo roda mod v sheme s toqeqnym vzaimodeæstviem ukazano v rabote [7] na osnovanii teorii rasxireniæ.

Avtor blagodarit V. M. Babiqa i B. S. Pavlova za plodotvornye diskussii po dannomu voprosu.

96 V. ı. GOTLIB Literatura 1. I. M. Glazman, PrØmye metody kaqestvennogo spektral~nogo analiza

singulØrnyh differencial~nyh operatorov. M. (1963).

2. R. R. Gadyl~xin, Ob amplitude kolebaniæ dlØ rezonatora Gel~mgol~ca.

— DAN SSSR 310, No. 5 (1990), 1094–1097.

3. V. ı. Gotlib, RasseØnie na kruglom rezonatore s uzkoæ wel~¸ kak zadaqa

teorii vozmuweniæ. — DAN SSSR 287, vyp. 5 (1986), 1109–1113.

4. A. N. Popov, O suwestvovanii sobstvennyh kolebaniæ rezonatora ot-

krytogo v volnovod. — ȷTF 56, vyp. 10 (1986), 1916–1922.

5. B. S. Pavlov, M. D. Faddeev, O rasseØnii na polom rezonatore s malym

otverstiem. — Zap. nauqn. semin. LOMI 126 (1983), 160–176.

6. V. ı. Gotlib., O rffleevskoæ asimptotike diffrakcionnyh zadaq. — Zap.

nauqn. semin. LOMI 62 (1976), 52–59.

7. B. S. Pavlov, I. ı. Popov, AkustiqeskaØ model~ weleæ nulevoæ xiriny

i gidrodinamiqeskaØ ustoæqivost~ pograniqnogo sloØ. — TMF 86, No. 3

(1991), 391–401.

Gotlib V. Yu. Helmgoltz equation solutions concentrated near periodical boundary.

Existence of solutions of Helmholtz equation exponentially decaying away from a periodical boundary in the upper half-plane is proved. These solutions can exist for special form of the boundary under Dirichlet or Neumann boundary conditions. In both cases the boundary has a form of the resonator chain connected by narrow splits with the upper half-plane.

Postupilo 19 sentØbrØ 1997 S.-Peterburgskiæ filial Instituta Okeanologii im. P. P. Xirxova RAN