Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 250, 1998 g.

V. V. Luk~Ønov

RASPROSTRANENIE VOLN VDOL^ SLABO IZOGNUTOGO P^EZO�LEKTRIQESKOGO STERȷN˚

Vvedenie

Process rasprostraneniØ voln vdol~ p~ezofflektriqeskogo sterßnØ issleduetsØ prostranstvenno-luqevym metodom. PredpolagaetsØ, qto na rasstoØniØh porØdka dliny volny svoæstva sredy menØ¸tsØ vdol~ sterßnØ slabo.

Kak i v [1] ffnergetiqeskie sootnoxeniØ pozvolØ¸t poluqit~ formulu dlØ amplitudy volny. Poluqeno vyraßenie dlØ fazy volny. Pokazano, qto pri rasprostranenii voln vdol~ p~ezofflektriqeskogo sterßnØ voznikaet analog fazy Berri.

Metody, ispol~zuemye v rabote, pohoßi na metody, razvitye v [1–9], no special~no prisposobleny k zadaqe o rasprostranenii voln v p~ezofflektriqeskoæ srede.

Avtor vyraßaet gluboku¸ priznatel~nost~ V. M. Babiqu za postanovku zadaqi i postoØnnoe vnimanie k rabote.

1. Postanovka zadaqi

Rassmotrim volnovod, ime¸wiæ vid p~ezofflektriqeskogo sterßnØ. Vse dal~neæxie postroeniØ budem vesti v krivolineænoæ sisteme koordinat, estestvenno svØzannoæ so sterßnem. Opixem fftu sistemu koordinat. Pust~ vnutri sterßnØ est~ nekotoraØ vydelennaØ krivaØ Υ. PervaØ koordinata q^1 otsqityvaetsØ ot fiksirovannoæ toqki na krivoæ Υ. VtoraØ i tret~Ø koordinaty

q^2, q^3 otsqityva¸tsØ sootvetstvenno po normali i binormali k

krivoæ Υ. Radius-vektor proizvol~noæ toqki imeet vid

R (q^1, q^2, q^3) = r(q^1) + q^2n(q^1) + q^3b(q^1), (1.1)

gde R = r(q^1) pri q^2 = q^3 = 0 est~ uravnenie krivoæ Υ, n(q^1), b(q^1) – sootvetstvenno normal~ i binormal~ k krivoæ Υ v toqke q^1.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Fonda Sorosa

ISSEP No. s97-1828. 191

192 V. V. LUK^˚NOV

Predpoloßim, qto sterßen~ slabo izognut. �to vyraßaetsØ v tom, qto uravnenie krivoæ Υ imeet vid

r(q^1) = r_0(q^{1′}) ε , q^{1′} = εq^1, (1.2)

normal~ i binormal~ k krivoæ Υ slabo menØ¸tsØ vdol~ Υ, to est~ n(q^1) = n_0(q^{1′}), b(q^1) = b_0(q^{1′}), (1.3)

a pereseqenie ploskosti, perpendikulØrnoæ k krivoæ Υ v toqke

(q^{1′}, 0, 0), s graniceæ sterßnØ Σ zadaetsØ uravneniem

Φ(q^{1′}, q^2, q^3) = 0. (1.4)

Zdes~ ε malyæ parametr, a r_0, n_0, b_0 differenciruemye vektorfunkcii. Granicy razdela Σ_r, r = 1, . . . , N v koordinatah q^1, q^2,

q^3 ime¸t uravneniØ

Φ_r(q^{1′}, q^2, q^3) = 0, r = 1, . . . , N. (1.5)

N est~ qislo granic razdela. My takße budem predpolagat~, qto svoæstva sredy menØ¸tsØ slabo vdol~ sterßnØ, to est~ komponenty tenzora moduleæ uprugosti, difflektriqeskogo tenzora, p~ezofflektriqeskogo tenzora i plotnosti ime¸t sootvetstvenno vid λ^{ijkl} = λ^{ijkl}(q^{1′}, q^2, q^3), ε^{jl} = εjl(q^{1′}, q^2, q^3), e^{jkl} = e^{jkl}(q^{1′}, q^2, q^3), ρ = ρ(q^{1′}, q^2, q^3).

(1.6)

Na granicah razdela funkcii ρ, λ^{ijkl}, ε^{jl}, e^{jkl} mogut imet~ skaq- ki. Pust~ G_{ij} – komponenty metriqeskogo tenzora v koordinatah

q^1, q^2, q^3. Iz (1.2), (1.3) sleduet, qto

G_{ij} = δ_{ij} + f_{ij} (q^{1′}) ε + O(ε^2), (1.7)

gde δ_{ii} = 1, i = 1, 2, 3; δ_{ij} = 0 i ≠ j; f_{11} = −^{2q2}_R ; f_{12} = f_{21} = q3 T ; f_{13} = f_{31} = −^{q2}_T ; f_{ij} = 0 v ostal~nyh sluqaØh. Zdes~ R, T sootvetstvenno radius krivizny i kruqenie krivoæ Υ.

Pust~ u^1, u^2, u^3, φ opisyva¸t volnovoe pole, gde u^1, u^2, u^3 est~ komponenty vektora smeweniæ, a φ – potencial fflektriqeskogo polØ. UravneniØ dvißeniØ p~ezofflektriqeskoæ sredy [10]

RASPROSTRANENIE VOLN 193 dopuska¸t zapis~ v variacionnoæ forme δ t2∫ t1 ∫ q L dΩ dt = 0, (1.8)

gde L = E_c − E_p – lagranßeva plotnost~, dΩ = √ G dq^1 dq^2 dq^3 –

fflement ob¨ema, G = det(G_{ij}),

E_c = ρ 2 G_{mn} ∂u^m ∂t ∂u^n ∂t , E_p = 1 2 σ^{ij} u_{ij} + 1 8π D^j ∂φ ∂q^j . (1.9)

Zdes~ E_c – kinetiqeskaØ ffnergiØ uprugoæ sredy, σ^{ij} = λ^{ijkl} u_{kl} − e^{kij} ∂φ ∂q^k (1.10)

– tenzor deformaciæ,

D = (D^1, D^2, D^3), D^j = −ε^{jl} ∂φ ∂q^l − 4πe^{jkl} u_{kl} (1.11) – vektor fflektromagnitnoæ indukcii. V [10] vyraßeniØ dlØ L,

σ^{ij}, D^j dany v dekartovoæ sisteme koordinat, no zdes~ oni pere-

pisany v koordinatah q^1, q^2, q^3.

Izvestno [1, 3], qto kovariantnye koordinaty u_{kl} tenzora deformaciæ v krivolineænoæ sisteme koordinat q^1, q^2, q^3 ime¸t vid u_{kl} = 1 2 ( ∂G_{kl} ∂q^n u^n + G_{nk} ∂u^n ∂q^l + G_{nl} ∂u^n ∂q^k ) . (1.12)

UqityvaØ sootnoxeniØ (1.8)–(1.11) i vvodØ oboznaqenie u^4 = φ, imeem t2∫ t1 ∫ q L dΩ dt = t2∫ t1 ∫ q ( 1 2 A^{00}_{mn} ∂u^m ∂t ∂u^n ∂t + 1 2 A^{jl}_{mn} ∂u^m ∂q^j ∂u^n ∂q^l +

+A^j_{mn} ∂u^m ∂q^j u^n + 1 2 A_{mn} u^m u^n ) dq dt, (1.13)

194 V. V. LUK^˚NOV gde A^{00}_{mn} = ρG_{mn} √ G, A^{jl}_{mn} = −λ^{ijkl} G_{mi} G_{nk} √ G, A^{jl}_{4n} = A^{lj}_{n4} = e^{jkl} G_{nk} √ G, A^{jl}_{44} = 1 4π ε^{jl} √ G, A^j_{mn} = − 1 2 λ^{ijkl} G_{mi} ∂G_{kl} ∂q^n √ G, A^j_{4n} = 1 2 e^{jkl} ∂G_{kl} ∂q^n √ G, A_{mn} = − 1 4 λ^{ijkl} ∂G_{ij} ∂q^m ∂G_{kl} ∂q^n √ G, m, n, j, l = 1, 2, 3 (1.14)

i A^{jl}_{mn} = 0, A^j_{mn} = 0, A_{mn} = 0 dlØ drugih znaqeniæ indeksov

(m, n = 1, 2, 3, 4, j, l = 1, 2, 3). UravneniØ dvißeniØ p~ezofflektri-

qeskoæ sredy est~ uravneniØ �ælera dlØ funkcionala (1.13) A^{00}_{mn} ∂^2u^n ∂t^2 + ∂ ∂q^j ( A^{jl}_{mn} ∂u^n ∂q^l +A^j_{mn} u^n ) −A^j_{nm} ∂u^n ∂q^j −A_{mn} u^n = 0. (1.15)

Na poverhnosti sterßnØ vypolnØetsØ uslovie svobodnoæ granicy, kotoroe ØvlØetsØ estestvennym graniqnym usloviem dlØ funkcionala (1.13) ( A^{jl}_{mn} ∂u^n ∂q^l + A^j_{mn} u^n ) ∂Φ ∂q^j = 0, m = 1, 2, 3. (1.16)

PredpolagaetsØ takße, qto potencial fflektriqeskogo polØ raven nul¸ na poverhnosti sterßnØ

u^4 = 0. (1.17)

Na granicah razdela vypolnØetsØ uslovie ßestkogo kontakta, kotoroe oznaqaet, qto koordinaty vektora smeweniæ i potencial fflektriqeskogo polØ nepreryvny na granicah razdela

[ u^n ] = 0, n = 1, 2, 3, 4, (1.18)

i skaqki koordinat vektora poverhnostnyh sil ravny nul¸. Esli vypolnØ¸tsØ ravenstva (1.18), to poslednee uslovie est~ estestvennoe graniqnoe uslovie dlØ funkcionala (1.13) [ A^{jl}_{mn} ∂u^n ∂q^l + A^j_{mn} u^n ] ∂Φ_r ∂q^j = 0. (1.19)

RASPROSTRANENIE VOLN 195

2. Uravnenie ffækonala i perenosa

Rexenie uravneniæ (1.15) s graniqnymi usloviØmi (1.16)– (1.19) budem iskat~ v vide u^n = e^{iε θ(t0,q10)} · ∞∑ p=0 U^n_p (t^′, q^{1′}, q^2, q^3)(iε)^p , n = 1, 2, 3, 4, (2.1)

gde t^′ = εt, q^{1′} = εq^1. RazlagaØ vyraßenie (2.1) v rØd po stepenØm ε v okrestnosti toqki (t^′_0, q^1_0^′), poluqim v pervom priblißenii plosku¸ volnu

u^n = U^n_0 (t^′_0, q^1_0^′, q^2, q^3) · e^{iε θ(t0,q10 0)} · e^{−iω(t−t0)+ikq(q1−q10 )}, (2.2)

gde ω = −^{∂θ}_{∂t0} , k_1 = −^{∂θ}_{∂q1}0 , pri t^′ = t^′_0, q^{1′} = q^1_0^′.

RazlagaØ kofffficienty A^{00}_{mn}, A^{jl}_{mn}, A^j_{mn}, A_{mn} po stepenØm ε, poluqim

A^{00}_{mn} = a^{00}_{mn} + ε b^{00}_{mn} + O(ε^2), A^{jl}_{mn} = a^{jl}_{mn} + ε b^{jl}_{mn} + O(ε^2), A^j_{mn} = ε b^j_{mn} + O(ε^2), A_{mn} = O(ε^2),

(2.3) gde a^{00}_{mn} = ρδ_{mn}, b^{00}_{mn} = ρ ( δ_{mn}f + f_{mn} ) , f = − q^2 R , a^{jl}_{mn} = −λ^{ijkl} δ_{mi}δ_{nk}, b^{jl}_{mn} = −λ^{ijkl} ( δ_{mi} δ_{nk} f + δ_{mi} f_{nk} + f_{mi}δ_{nk} ) , a^{jl}_{4n} = a^{lj}_{n4} = e^{jkl} δ_{nk}, b^{jl}_{4n} = b^{lj}_{n4} = e^{jkl} ( δ_{nk} f + f_{nk} ) , a^{jl}_{44} = 1 4π ε^{jl}, b^{jl}_{44} = 1 4π ε^{jl} f, (2.4) b^j_{m1} = 0, b^j_{m2} = λ^{ij11} δ_{mi} 1 R + λ^{ij13} 1 T , b^j_{m3} = λ^{ij12} δ_{mi} 1 T , b^j_{41} = 0, b^j_{42} = − e^{j11} R − e^{j13} T , b^j_{43} = − e^{j12} T , m, n, j, l = 1, 2, 3. PodstavlØØ vyraßenie (2.1) v (1.16) i priravnivaØ kofffficienty pri odinakovyh stepenØh ε, poluqim rekurrentnu¸ sistemu uravneniæ

W_0U_p + W_1U_{p−1} + W_2U_{p−2} = 0, U_p = ( U^1_p , U^2_p , U^3_p , U^4_p ) , p = 0, 1, 2, . . . , U_{−1} = U_{−2} = 0,

(2.5)

196 V. V. LUK^˚NOV gde W_0, W_1, W_2 – differencial~nye operatory po peremennym

t^′, q^{1′}, q^2, q^3

(W_0U)_m = −a^{00}_{mn} θ^2_0 U^n − d_j ( a^{jl}_{mn} d_l U^n ) , m = 1, 2, 3, (W_1U)_m = a^{00}_{mn} θ_0 ∂U^n ∂t^′ + a^{00}_{mn} ∂ ∂t^′ (θ_0 U^n) + ∂ ∂q^{1′} ( a^{1l}_{mn} d_l U^n ) +

+d_j ( a^{j1}_{mn} ∂U^n ∂q^{1′} ) +ib^{00}_{mn} θ^2_0 U^n+id_j ( b^{jl}_{mn} d_l U^n ) +d_j ( b^j_{mn} U^n ) −b^j_{nm} d_j U^n, m = 1, 2, 3, (W_0U)_4 = (W_1U)_4 = 0,

gde U = (U^1, U^2, U^3, U^4), θ_0 =^{∂θ}_{∂t0} , θ_1 =^{∂U n}_{∂q1}0 (vyraßenie dlØ operatora W_2 ne vypisyvaetsØ, tak kak ono ne ispol~zuetsØ v dal~- neæxem).

d_j = θ_1, j = 1, 1 i d dq^j , j = 2, 3. (2.6)

PodstavlØØ vyraßenie (2.1) v (1.6), (1.19) i priravnivaØ kofffficienty pri odinakovyh ε, poluqim

w_0U_p + w_1 U_{p−1} + w_2 U_{p−2} = 0 na Σ, (2.7) [ w_0 U_p + w_1 U_{p−1} + w_2 U_{p−2} ] = 0 na Σ_r, r = 1, . . . , N, p = 0, 1, 2, . . . , (2.8) gde (w_0U)_m = a^{αl}_{mn} id_l U^m ∂Φ_r ∂q^α ,

(w_1U)_m = −ia^{α1}_{mn} ∂U^n ∂q^{1′} ∂Φ_r ∂q^α + b^{αl}_{mn} d_l U^n ∂Φ_r ∂q^α −

−ib^α_{mn} U^n ∂Φ_r ∂q^α + a^{1l}_{mn} d_l U^n ∂Φ_r ∂q^{1′} , m = 1, 2, 3, 4 (vyraßenie dlØ operatora w_2 ne vypisyvaetsØ, tak

kak ono ne ispol~zuetsØ v dal~neæxem).

RASPROSTRANENIE VOLN 197

3. Svedenie uravneniØ ffækonala k sisteme obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ

PolagaØ p = 0 v (2.5), (2.7), (2.8), poluqim

W_0U_0 = 0,

(w_0U_0)_m = 0, U^4_0 = 0 na Σ,

[w_0U_0] = 0, [U_0] = 0 na Σ_r, r = 1, . . . , N.

(3.1)

Zadaqa (3.1) est~ dvumernaØ kraevaØ zadaqa, zavisØwaØ ot q^{1′} kak ot parametra, tak kak operatory W_0, w_0 soderßat proizvodnye tol~ko po peremennym q^2, q^3. Pri fiksirovannyh θ_1, q^{1′} poluqim zadaqu (3.1) na otyskanie sobstvennoæ vektor-funkcii U_0. θ^2_0 igraet rol~ sobstvennogo qisla. Netrudno dokazat~, qto zadaqa (3.1) ØvlØetsØ samosoprØßennoæ, a operator poloßitel~- no opredelennym. Sledovatel~no θ^2_0 > 0. Predpoloßim, qto sobstvennoe qislo θ_0 odnokratno i gladko zavisit ot q^{1′}, θ_1. V dal~- neæxem budem sqitat~, qto θ_0 < 0. Takim obrazom my moßem napisat~

θ_0 = −H ( θ_1, q^{1′} ) , (3.2)

gde H est~ differenciruemaØ poloßitel~naØ funkciØ. Ravenstvo (3.2) est~ uravnenie v qastnyh proizvodnyh otnositel~no ffækonala θ. Po forme ono ØvlØetsØ klassiqeskim uravneniem Gamil~tona–˚kobi. Izvestno, qto ego moßno rexit~, esli zadano naqal~noe znaqenie θ | t^0=0 = θ 0( q^{1′} ) . (3.3)

Naqal~noe uslovie (3.3) opredelØet θ | t^0=0. DlØ togo qtoby naæti

rexenie uravneniØ (3.2) s naqal~nym usloviem (3.3), neobhodimo prointegrirovat~ harakteristiqesku¸ sistemu dt^′ ds = 1, dq^{1′} ds = ∂H ∂θ_1 , dθ_0 ds = 0, dθ_1 ds = − ∂H ∂q^{1′} , dθ ds = −H + ∂H ∂θ_1 (3.4)

s naqal~nymi dannymi t^′ | s=0 = 0, q^{1′} | s=0 = γ^1, θ | s=0 = θ^0(γ^1), θ_1 | s=0 = θ^0_1(γ^1). (3.5)

198 V. V. LUK^˚NOV

Zadaqa Koxi (3.4), (3.5) opredelØet krivu¸ v prostranstvevremeni t^′, q^{1′}

t^′ = s, q^{1′} = q^{1′} (s, γ^1) (3.6)

(γ^1 fiksirovano). �tu krivu¸ my budem nazyvat~ prostranstvenno-vremennym luqom. Vektor V s kontravariantnoæ komponentoæ

V^1 = ∂H ∂θ_1 (3.7)

nazyvaetsØ gruppovoæ skorost~¸. V prostranstve q^{1′}, q^2, q^3 vektor gruppovoæ skorosti imeet komponenty (V^1, 0, 0). Ravenstvo (3.6) opredelØet krivolineænu¸ sistemu koordinat s, γ^1. Prostranstvenno-vremennoæ luq harakterizuetsØ parametrom

γ^1, a toqka na luqe harakterizuetsØ parametrom s. Predpolo-

ßim, qto krivolineænaØ sistema koordinat s, γ^1 regulØrna. �ta sistema koordinat est~ analog lagranßevyh koordinat v gidrodinamike i budet ispol~zovana pri rexenii uravneniæ pereno- sa. 4. Pervoe gidrodinamiqeskoe ravenstvo

Dalee nam potrebuetsØ neskol~ko ravenstv, svØzannyh s usredneniem. Pervoe ravenstvo, kotoroe budet ispol~zovano v dal~neæxem, imeet vid ∫∫ Π ⟨ L ⟩ dq^2 dq^3 = 0, (4.1)

gde Π popereqnoe seqenie sterßnØ, a ⟨ . . . ⟩ oznaqaet usrednenie sootvetstvu¸weæ veliqiny. Pro usrednenie sm. [1]. Spravedlivost~ ravenstva (4.1) ustanavlivaetsØ temi ße metodami, qto i v [4, 6].

DlØ togo qtoby poluqit~ sledu¸wee ravenstvo, umnoßim (1.15) na^{∂um}_{∂t} i prosummiruem po m (m = 1, 2, 3, 4). Posle preobrazovaniæ poluqim ∂E ∂t + div S = 0, (4.2) gde E = E_c + E_p (4.3)

RASPROSTRANENIE VOLN 199 – plotnost~ ffnergii, a

S = (S^1, S^2, S^3), S^i = −σ^{ij} ∂u^n ∂t G_{jn} − 1 4π ∂φ ∂t D^j (4.4)

– vektor potoka ffnergii.

Podstaviv vewestvennu¸ qast~ ploskoæ volny (2.2) v (4.3), (4.4), ostavim tol~ko glavnye po ε qleny. Budem imet~ ∫∫ Π ⟨ E ⟩ dq^2 dq^3 = θ^2_0 2 ∫∫ Π a^{00}_{mn} U^n_0 U^m_0 dq^2 dq^3, (4.5) ∫∫ Π ⟨ S^i ⟩dq^2 dq^3 = θ_0 2 Re ∫∫ Π a^{il}_{mn}d_lU^n_0 U^m_0 dq^2dq^3. (4.6)

DifferenciruØ (4.1) po θ_1, poluqim ∫∫ Π ⟨ S ⟩ dq^2 dq^3 = V ∫∫ Π ⟨ E ⟩ dq^2 dq^3, (4.7)

gde V = (V^1, 0, 0) est~ gruppovaØ skorost~. �to ravenstvo nazovem pervym gidrodinamiqeskim ravenstvom. Ono budet ispol~- zovano pri integrirovanii uravneniæ perenosa.

5. Rexenie uravneniæ perenosa

PolagaØ p = 1 v (2.5), (2.7), (2.8), poluqim neodnorodnu¸ kraevu¸ zadaqu dlØ nahoßdeniØ U_1

W_0U_1 = −W_1 U_0,

(w_1U_1)_m = −(w_0 U_0)_m, U^4_1 = 0 na Σ, (5.1)

[w_1U_1] = −[w_0 U_0], [U_1] = 0 na Σ_r, r = 1, . . . , N.

Sootvetstvu¸waØ odnorodnaØ zadaqa (3.1) imeet netrivial~- noe rexenie U_0. Horoxo izvestno, qto rexenie neodnorodnoæ zadaqm suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda vypolnØ¸tsØ nekotorye sootnoxeniØ ortogonal~nosti. Oni nalaga¸t ograniqeniØ na U_0 i da¸t svØz~ meßdu fazoæ θ i amplitudoæ U_0. Opixem kak poluqit~ ffto sootnoxenie. Umnoßim pervoe ravenstvo v (5.1) na U^m_0 i prointegriruem po popereqnomu seqeni¸ sterßnØ Π (napomnim, qto poloßenie popereqnogo seqeniØ sterßnØ opredelØet znaqenie q^{1′}, t.e. Π = Π(q^{1′})) ∫∫ Π (W_0 U_0)_m U^m_0 dq^2 dq^3 = − ∫∫ Π (W_1 U_0)_m U^m_0 dq^2 dq^3. (5.2)

200 V. V. LUK^˚NOV IntegriruØ po qastØm i uqityvaØ graniqnye usloviØ iz (3.1), (5.1), poluqim (zdes~ opuweny dovol~no gromozdkie vykladki) ∂ ∂t^′ ∫∫ Π a^{00}_{mn} θ_0 U^n_0 U^m_0 dq^2 dq^3 + ∂ ∂q^{1′} ∫∫ Π a^{1l}_{mn} d_l U^n_0 U^m_0 dq^2 dq^3+

+i ∫∫ Π ( Im ( 2a^{00}_{mn} θ_0 ∂U^n_0 ∂t^′ U^m_0 ) + Im ( 2a^{j1}_{mn} ∂U^n_0 ∂q^{1′} d_j U^m_0 ) + +b^{00}_{mn} θ^2_0 U^n_0 U^m_0 + b^{jl}_{mn} d_l U^n_0 d_j U^m_0 +

+ Im ( 2b^j_{mn} U^n_0 d_j U^m_0 )) dq^2 dq^3 = 0. (5.3)

Formula (5.3) i est~ uslovie razreximosti neodnorodnoæ kraevoæ zadaqi (5.1). �to oznaqaet, qto esli ravenstvo (5.3) vypolneno, to zadaqa (5.1) razrexima.

Pust~ U_{00} – fiksirovannoe rexenie odnorodnoæ kraevoæ zadaqi (3.1). Togda obwee rexenie fftoæ zadaqi imeet vid

U_0 ( t^′, q^{1′}, q^2, q^3 ) = ψ_0 ( t^′, q^{1′} ) U_{00} ( t^′, q^{1′}, q^2, q^3 ) . (5.4)

Naædem takoe ψ_0, qtoby U_0 udovletvorØlo ravenstvu (5.3). Pri fftom neodnorodnaØ zadaqa (5.1) budet razrexima.

VydelØØ vewestvennu¸ qast~ (5.3) i uqityvaØ (4.5)–(4.6), poluqim ∂ ∂t^′ ( ∫∫ Π ⟨ E ⟩ dq^2 dq^3 ) + ∂ ∂q^{1′} ( ∫∫ Π ⟨ S^1 ⟩ dq^2 dq^3 ) = 0. (5.5)

Ravenstvo (5.5) budem nazyvat~ vtorym gidrodinamiqeskim toßdestvom. Ono imeet vid gidrodinamiqeskogo uravneniØ nerazryvnosti. S uqetom ravenstva (4.7) zapixem ego v lagranßevyh koordinatah s, γ_1, kotorye opredeleny ravenstvom (3.6) ( ∫∫ Π ⟨ E ⟩ dq^2 dq^3 ) X0 = ( ∫∫ Π ⟨ E ⟩ dq^2 dq^3 dq^{1′} dγ^1 ) X . (5.6)

Zdes~ toqki X_0, X prinadleßat odnomu i tomu ße prostranstvenno-vremennomu luqu. Podstavka (5.4) v (5.6) daet

| ψ_0(t^′, q^{1′}) |= χ_0(γ^1) √∫∫ Π ⟨ E_{00} ⟩ dq^2 dq^3 √ J , J = dq^{1′} dγ^1 , (5.7)

RASPROSTRANENIE VOLN 201 gde funkciØ χ_0(γ^1) zavisit tol~ko ot prostranstvenno-vremen-nogo luqa, E_{00} – plotnost~ ffnergii, sootvetstvu¸waØ rexeni¸ U_{00}.

PodstavlØØ ψ_0 = |ψ_0|e^{iτ} v (5.3), sokrawaØ na e^{iτ} i vydelØØ mnimu¸ qast~, poluqim

τ = τ_0 − θ_0 4 s∫ 0 Im Q ∫∫ Π ⟨ E_{00} ⟩ dq^2 dq^3 ds, (5.8) gde Q = ∂ ∂t^′ ∫∫ Π a^{00}_{mn} θ_0 U^n_{00} U^m_{00} dq^2 dq^3 + ∂ ∂q^{1′} ∫∫ Π a^{1l}_{mn} d_l U^n_{00} U^m_{00} dq^2 dq^3+

+i ∫∫ Π ( Im ( 2a^{00}_{mn} θ_0

∂U^n_{00} ∂t^′ U^m_{00} ) + Im ( 2a^{j1}_{mn} ∂U^n_{00} ∂q^{1′} d_j U^m_{00} ) +

+b^{00}_{mn} θ^2_0 U^n_{00} U^m_{00} + b^{jl}_{mn} d_l U^n_{00} d_j U^m_{00}+

+ Im ( 2b^j_{mn} U^n_{00} d_j U^m_{00} )) dq^2 dq^3. (5.9)

V sootvetstvii s rabotoæ [8] integral, vhodØwiæ v (5.8), moßno nazvat~ fazoæ Berri.

Takim obrazom, poluqaem okonqatel~nyæ rezul~tat

u = e^{iε θ} | ψ_0 | e^{iτ} U_{00} + O(ε), (5.10)

gde ffækonal θ opredelØetsØ zadaqeæ Koxi (3.6)–(3.7), | ψ_0 | i τ – ravenstvami (5.7), (5.8).

Literatura

1. V. M. Babiq, O rasprostranenii voln vdol~ slabo neodnorodnogo v gorizontal~nom napravlenii i slabo izognutogo anizotropnogo uprugogo sloØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 239 (1997), 12–32.

2. V. M. Babiq, B. A. Qihaqev, Rasprostranenie voln LØva i ReleØ v slaboneodnorodnoæ sloistoæ srede. — Vestn. LGU No. 1 (1975), 2–7.

3. V. M. Babiq, B. A. Qihaqev, T. B. ˚novskaØ, Poverhnostnye volny v vertikal~no-neodnorodnom uprugom poluprostranstve so slaboæ gorizontal~noæ neodnorodnost~¸. — Izv. AN SSSR, Fizika Zemli 4 (1976), 24–31.

202 V. V. LUK^˚NOV 4. V. M. Babiq, V. S. Buldyrev, I. A. Molotkov, Prostranstvenno-vre-mennoæ luqevoæ metod. Lineænye i nelineænye volny. Izd. LGU, L., 1985, 270 s.

5. V. M. Babiq, N. S. Grigor~eva, Prostranstvenno-vremennoæ luqevoæ metod v slabo neodnorodnoæ sloistoæ srede. — Zap. nauqn. semin. LO- MI 99 (1980), 5–18.

6. F. P. Bretherton, Propagation in slowly varying waveguides. — Proc. Roy. Soc.

A. 302 (1968), 555–576.

7. J. Tromp, F. A. Dahlen, Surface wave propagation in slowly varying anisotropic waveguide. — Geophys. J. Int. 113 (1993), 239–249.

8. J. Tromp, F. A. Dahlen, The Berry phase of a slowly varying waveguide. — Proc.

R. Soc. Lond. A. 437 (1992), 329–342.

9. J. H. Woodhouse, Surface waves in laterally varying layered structures. — Geophys. J. R. Astr. Soc. 37 (1974), 461–490.

10. L. D. Landau, E. M. Lifxic, �lektrodinamika sploxnyh sred. M., 1982, 620 s.

Lukynov V. V. Propagation of waves along a slowly bent piezoelectric rod.

The waveguide modes of a curved piezoelectric rod are considered. The propagation of the waves along the rod is studied by the ray method. The transport equations, which describe change of the intensity along the rays, are solved.

Postupilo 16 oktØbrØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet