Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 250, 1998 g.

V. V. Luk~Ønov, A. I. Nazarov

REXENIE ZADAQI VENTCEL˚ DL˚ URAVNENI˚ LAPLASA I GEL^MGOL^CA S POMOW^ı POVTORNYH POTENCIALOV

Graniqnoe uslovie VentcelØ dlØ fflliptiqeskih uravneniæ vtorogo porØdka vpervye bylo postavleno v rabote [1] pri issledovanii zadaq diffuzii. �to uslovie predstavlØet soboæ zadanie na granice oblasti fflliptiqeskogo operatora po kasatel~- nym peremennym v kombinacii s normal~noæ proizvodnoæ. Rassmotrim prosteæxu¸ mehaniqesku¸ zadaqu, v kotoroæ voznikaet ffto uslovie.

Pust~ uprugaØ izotropnaØ membrana soverxaet malye vertikal~nye kolebaniØ, priqem kraæ ee proxit kordom (strunoæ), kotoraØ, v svo¸ oqered~, moßet kolebat~sØ v vertikal~nom napravlenii. Pol~zuØs~ principom Gamil~tona–Ostrogradskogo, legko vyvesti, qto standartnoe uravnenie kolebaniæ ρ(x)u_{tt} − div(T (x)∇u) = f(x, t) (0.1) budet soprovoßdat~sØ takim graniqnym usloviem: ρ_1(x)u_{tt} − ∂ ∂τ ( T_1(x) ∂u ∂τ ) + T (x) ∂u ∂n = f1(x, t). (0.2)

Zdes~ ρ i ρ_1 – sootvetstvenno, poverhnostnaØ plotnost~ membrany i lineænaØ plotnost~ struny; T i T_1 – ih kofffficienty natØßeniØ; f i f_1 – plotnosti raspredeleniØ priloßennyh k nim vnexnih sil; τ i n – sootvetstvenno, kasatel~noe i normal~noe napravlenie na granice oblasti.

V sluqae odnorodnyh membrany i struny rassmotrenie statiqeskoæ zadaqi (0.1)–(0.2) privodit k zadaqe VentcelØ dlØ uravneniØ Laplasa, a rassmotrenie stacionarnoæ zadaqi – k sootvetstvu¸weæ zadaqe dlØ uravneniØ Gel~mgol~ca.

Rabota podderßana federal~noæ celevoæ programmoæ “IntegraciØ” 326.53. 203

204 V. V. LUK^˚NOV, A. I. NAZAROV

V nastoØwee vremØ issledovani¸ zadaqi VentcelØ dlØ lineænyh i nelineænyh uravneniæ posvØweno uße nemalo rabot (qastiqnyæ istoriqeskiæ obzor sm. [2, 3]). V fftih rabotah ispol~- zuetsØ obwaØ tehnika rexeniØ fflliptiqeskih zadaq v prostranstvah Gel~dera i Soboleva. ȷelanie poluqit~ rexenie zadaqi pri nepreryvnyh graniqnyh dannyh privodit k idee ispol~zovaniØ integral~nyh uravneniæ teorii potenciala.

Stat~Ø razdelena na qetyre paragrafa. V §1 daetsØ postanovka vnutrenneæ i vnexneæ zadaqi VentcelØ i dokazyva¸tsØ teoremy edinstvennosti dlØ nih, a takße neobhodimye usloviØ razreximosti. V §2 izuqa¸tsØ svoæstva povtornyh potencialov prostogo i dvoænogo sloØ. V §3 zadaqi (W_i) i (W_e) svodØtsØ k integral~nym uravneniØm, posle qego dokazyvaetsØ ih razreximost~. §4 posvØwen primeneni¸ povtornyh potencialov k rexeni¸ drugih kraevyh zadaq s graniqnymi usloviØmi vysokogo porØdka.

OboznaqeniØ.

S – zamknutaØ gladkaØ poverhnost~ v R^m (v §§2 i 3 my sqitaem, qto S ∈ C^2); n – ediniqnyæ vektor vnexneæ normali k poverhnosti S; Ω_i – oblast~, ograniqennaØ poverhnost~¸ S; Ω_e = R^m \ Ω_i;

S_δ – parallel~naØ poverhnost~ k S; Ω_δ – oblast~, ograniqennaØ

poverhnost~¸ S_δ; χ_m =^{2πm/2}_{Γ( m2 )} – plowad~ ediniqnoæ sfery v R^m;

B_R(x) – xar radiusa R s centrom v toqke x; B_R = B_R(0).

G_k(x) – fundamental~noe rexenie operatora – (Δ + k^2), k ¿ 0:

−(Δ + k^2)G_k = δ(x), G_k = G_k(|x|),

udovletvorØ¸wee uslovi¸ izluqeniØ na beskoneqnosti. My ispol~zuem sledu¸wie oboznaqeniØ dlØ potencialov prostogo i dvoænogo sloØ:

V^μ_k (x) = ∫ S μ(y)G_k(x − y)dS_y , W^μ_k (x) = ∫ S μ(y) ∂ ∂n_y G_k(x − y)dS_y . Povtornymi potencialami prostogo i dvoænogo sloØ budem nazyvat~ sootvetstvenno funkcii

V^μ_{k1,k2} (x) = V^V μ k2 k_1 (x), W μ k_1,k_2 (x) = W V^μ_{k2} k_1 (x).

REXENIE ZADAQI VENTCEL˚ 205 V sluqae, kogda nam bezrazliqny znaqeniØ k_1 i k_2, my budem oboznaqat~ povtornye potencialy prosto V^μ_{(2)}, W^μ_{(2)}.

Δ̃ – operator Bel~trami na poverhnosti S: Δ̃u = Δu|_S − 1√ g ∂ ∂n ( √ g ∂u ∂n ) , gde g – opredelitel~ metriqeskogo tenzora poverhnosti S. Poskol~ku dalee budut rassmatrivat~sØ funkcii, nedostatoqno gladkie v Ω (Ω = Ω_i ili Ω = Ω_e), vvedem ponØtie pravil~nogo operatora Bel~trami na S (analogiqnoe ponØti¸ pravil~- noæ normal~noæ proizvodnoæ). Pust~ u ∈ C^2(Ω_i) ∩ C^1(Ω_i). Esli suwestvuet ravnomernyæ predel

lim_{δ→} 0 Δ̃u(x − δn_x), x ∈ S, (zdes~ pod znakom predela stoit operator Bel~trami na poverhnosti S_δ ), to fftot predel my budem nazyvat~ znaqeniem vnutrennego pravil~nogo operatora Bel~trami ot funkcii u na S i oboznaqat~^~Δ_iu. Analogiqno vvoditsØ vnexniæ pravil~nyæ operator Bel~trami, kotoryæ oboznaqim^~Δ_eu.

§1. Postanovka zadaqi

TrebuetsØ naæti funkci¸ u ∈ C^2(Ω) ∩ C^1(Ω) (Ω = Ω_i ili

Ω = Ω_e), udovletvorØ¸wu¸ uravneni¸ Gel~mgol~ca (pri k = 0

– uravneni¸ Laplasa)

Δu + k2u = 0 v Ω, (1.1)

ime¸wu¸ na S pravil~nyæ operator Bel~trami i udovletvorØ- ¸wu¸ graniqnomu uslovi¸: dlØ Ω = Ω_i Δ̃_iu − α ( ∂u ∂n ) i + βk2u = f na S, α, β ∈ R+, f ∈ C(S), (1.2) dlØ Ω = Ω_e

Δ̃_eu + α ( ∂u ∂n ) i + βk2u = f na S, α, β ∈ R+, f ∈ C(S). (1.3) V sluqae Ω = Ω_e nalaga¸tsØ dopolnitel~nye usloviØ na beskoneqnosti (usloviØ izluqeniØ): pri |x| → ∞ u(x) = O ( |x|^1 �m_2 ) , ∂u(x) ∂|x| + iku(x) = o ( |x|^1 �m_2 ) , k > 0;

206 V. V. LUK^˚NOV, A. I. NAZAROV u(x) = O ( |x|^{2−m} ) , k = 0. (1.4)

Zadaqu dlØ Ω = Ω_i, Ω = Ω_e budem nazyvat~ sootvetstvenno vnutrenneæ i vnexneæ zadaqeæ VentcelØ i oboznaqat~ (W_i), (W_e).

Lemma 1.1. OdnorodnaØ zadaqa (We) imeet tol~ko nulevoe rexe-

nie. Iskl¸qeniem ØvlØetsØ sluqaæ m = 2, k = 0. V fftom sluqae u = const – rexenie odnorodnoæ zadaqi (W_e), a neobhodimym usloviem razreximosti zadaqi (1.1), (1.3), (1.4) budet uslovie ∫ S f dS = 0. (1.5)

Dokazatel~stvo analogiqno teoreme edinstvennosti dlØ zadaq

Dirihle i Neæmana ([4], p. 131).

Lemma 1.2. OdnorodnaØ zadaqa (Wi) imeet tol~ko trivial~noe

rexenie pri vseh k^2 ∈ R_+ \ σ, gde σ = {k^2_0 = 0 < k^2_1 < k^2 < . . . } – sqetnoe mnoßestvo s edinstvennoæ predel~noæ toqkoæ +∞. Mnoßestvo σ nazovem spektrom zadaqi (W_i).

Pri k^2 ∈ σ odnorodnaØ zadaqa (W_i) imeet koneqnoe qislo lineæno nezavisimyh rexeniæ {v_p}, p = 1, . . . , l (v qastnosti, pri k = 0 – odno rexenie u = const). V fftom sluqae neobhodimoe uslovie razreximosti zadaqi (1.1), (1.2): ∫ S f v_p dS = 0, p = 1, . . . , l. (1.6) Dokazatel~stvo. Vvedem v prostranstve H = L2(Ωi) × L2(S) ska-

lØrnoe proizvedenie

((u1, u2), (v1, v2)) = ∫ Ω_i

u_1v_1∂Ω + β α ∫ S u_2v_2 dS.

Pust~ operator A s oblast~¸ opredeleniØ

D(A) = {w = (u_1, u_2) : u_1 ∈ C^2(Ω_i), u_2 = u_1 | S } deæstvuet po sledu¸wemu pravilu: Aw = ( −Δu_1, − 1 β Δ̃u2 + α β ( ∂u_1 ∂n ) | | S ) .

REXENIE ZADAQI VENTCEL˚ 207 Togda σ sovpadaet s toqeqnym spektrom operatora A.

IntegriruØ po qastØm, poluqaem, qto operator A neotricatel~no opredelen, priqem Aw = 0 ⇐⇒ w = const. Dalee, prostranstvo H_A sovpadaet s prostranstvom

{(u_1, u_2) ∈ W^1_2 (Ω_i) × W^1_2 (S), u_1 | S = u2} (normy ffkvivalentny). Poskol~ku H_A kompaktno vloßeno v H, to iz ([5], gl. 5) sleduet diskretnost~ spektra operatora A.

Primer. Rassmotrim zadaqu (Wi) v sluqae, kogda S – sfera ra-

diusa R. Togda sobstvennye qisla i sobstvennye funkcii ime¸t vid k^2_{nl} = ξ^2_{nl} R^2 , v_{pnl} = r^{− m} �2_2

J_{n+} m�2_2 ( ξ_{nl} r R ) Y^p_{n,m}(Θ), gde Y^p_{n,m}(Θ) – sferiqeskie funkcii porØdka n, J_ν – funkciØ BesselØ pervogo roda porØdka ν, a ξ_{nl} – korni transcendentnogo uravneniØ

αξRJ^′_{n+} m�2_2 (ξ) + ( n(n + m − 2) − α (m − 2) 2 R − βξ^2 ) J_{n+} m�2_2 (ξ) = 0.

§2. Svoæstva povtornyh potencialov

Lemma 2.1. Esli μ ∈ C(S), to povtornyæ potencial W^μ_{(2)} ime-

et pravil~nu¸ vnutrenn¸¸ i vnexn¸¸ normal~nu¸ proizvodnu¸, priqem ( ∂W^μ_{(2)} ∂n_x ) i.e (x) = − 1 4 μ(x) + (P_{i,e}μ)(x), x ∈ S, gde P_{i,e} – operatory so slaboæ osobennost~¸ na S.

Zameqanie. Poskol~ku funkciØ Gk(x) imeet odinakovye osoben-

nosti v nule pri vseh k, to fftu lemmu, tak ße kak i sledu¸wu¸, dostatoqno dokazat~ pri k_1 = k_2 = 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ x^′ ∈ Ωi. Oboznaqim ρ(y) = V^μ_0 (y). Togda

po formule Grina ∫ S_δ ρ(y) ∂ ∂n_y G_0(x^′ − y)dS_y = −ρ(x^′) + ∫ S_δ G_0(x^′ − y) ∂ρ(y) ∂n_y dS_y.

208 V. V. LUK^˚NOV, A. I. NAZAROV UstremlØØ δ k nul¸, poluqaem

W^ρ_0 (x^′) = −ρ(x^′) + ∫ S G_0(x^′ − y) ( ∂ρ ∂n_y ) i (y) dS_y . (2.1)

UqityvaØ sootnoxenie ( ∂ρ ∂n_y ) i (y) = 1 2 μ(y) + ∂V^μ_0 (y) ∂n_y , y ∈ S (poslednee slagaemoe ponimaetsØ v smysle prØmogo znaqeniØ), ravenstvo (2.1) moßno perepisat~ v vide

W^μ_{0,0}(x^′) = − 1 2 V^μ_0 (x^′) + V ∂V μ0 ∂n 0 (x^′). (2.2)

Tak kak vse slagaemye v pravoæ qasti ravenstva (2.2) ime- ¸t pravil~nu¸ vnutrenn¸¸ normal~nu¸ proizvodnu¸, to suwestvuet i pravil~naØ vnutrennØØ normal~naØ proizvodnaØ povtoronogo potenciala W^μ_{0,0}, priqem ( ∂W^μ_{0,0} ∂n_x ) i (x) = − 1 4 μ(x) + ∂V ∂V μ0 ∂n 0 (x) ∂n_x , x ∈ S, gde poslednee slagaemoe predstavlØet soboæ operator so slaboæ osobennost~¸.

VyqisleniØ dlØ vnexneæ oblasti provodØtsØ analogiqno. Zametim, qto pri k_1 = 0 naliqie vnexneæ pravil~noæ normal~noæ proizvodnoæ u W^μ_{(2)} sleduet i iz teorem LØpunova [6].

Sledstvie. Potencial dvoænogo sloØ W^μ_0 s plotnost~¸ μ imeet

pravil~nu¸ vnutrenn¸¸ (ili vnexn¸¸) normal~nu¸ proizvodnu¸ togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet funkciØ ν ∈ C(S) takaØ, qto μ = V^ν_0 | S . Dokazatel~stvo. PervaØ qast~ utverßdeniØ dokazana v teore-

me 2.1. Dokaßem vtoru¸. Pust~ W^μ_0 imeet pravil~nu¸ vnutrenn¸¸ normal~nu¸ proizvodnu¸ (po teoreme LØpunova ffto ravnosil~no tomu, qto W^μ_0 imeet pravil~nu¸ vnexn¸¸ normal~nu¸ proizvodnu¸). Togda W^μ_0 ØvlØetsØ rexeniem sledu¸weæ zadaqi Neæmana: {_Δ

u = 0 v Ω_i, (_{∂u} ∂n^)i^= (_{∂W μ0} ∂n ) i na S.

REXENIE ZADAQI VENTCEL˚ 209 Pofftomu W^μ_0 predstavima v vide ponetciala prostogo sloØ, to est~ suwestvuet takaØ funkciØ ν_1 ∈ C(S), qto W^μ_0 ≡ V^{ν1}_0 v Ω_i. Analogiqno, suwestvuet takaØ funkciØ ν_2 ∈ C(S), qto W^μ_0 ≡ V^{ν2}_0 v Ω_e. Sledovatel~no,

μ = (W^μ_0 )_e − (W^μ_0 )_i = V^ν_0 | S , gde ν = ν_1 − ν_2.

Lemma 2.2. Pust~ ρ ∈ C(S), F (x, x^′) = ∂ ∂n_x ( ∂ ∂n_x V^ρ_{(1)}(x^′) + W^ρ_{(1)}(x^′) ) , x ∈ S, xx^′‖n_x (2.3) (esli x^′ = x, to vse proizvodnye ponima¸tsØ v smysle prØmogo znaqeniØ).

Togda 1) F (x, x) nepreryvna na S; 2) spravedlivo sootnoxenie lim δ→±0 F (x, x + δn_x) − F (x, x) = ∓ 1 2 ρ(x)H(x), (2.4) gde H(x) – srednØØ krivizna poverhnosti S v toqke x otnositel~- no vnexneæ normali.

Dokazatel~stvo. Budem sqitat~, qto δ > 0. Sluqaæ δ < 0 ras-

smatrivaetsØ analogiqno.

Vyraßenie (2.3) moßno zapisat~ v vide F (x, x^′) = ∫ S R(x, x^′, y)ρ(y)dS_y , x ∈ S, (2.5) gde R(x, x^′, y) = 1 χ_m ( (n_x, n_y) − 1 |x^′ − y|^m + m (x^′ − y, n_x)(x^′ − y, n_x − n_y) |x^′ − y|^{m+2} ) . Iz svoæstv poverhnosteæ klassa C^2 ([5], gl. 18) vidno, qto |R(x, x, y)| = O ( 1 |x − y|^{m−2} ) , y → x, x, y ∈ S. (2.6) Takim obrazom, integral (2.5) pri x^′ = x imeet slabu¸ osobennost~, otkuda F (x, x) nepreryvna na S. Utverßdenie 1) dokazano.

210 V. V. LUK^˚NOV, A. I. NAZAROV

DlØ vyqisleniØ skaqka (2.4) dostatoqno issledovat~

lim_{δ→} 0 ∫ u_ε R(x, x + δn_x, y)ρ(y)dS_y , gde u_ε = S ∩ B_ε(x) (integral po S \ u_ε nepreryven pri δ = 0).

Iz ravenstva (2.6) imeem R(x, x + δn_x, y) = m χ_m δ (x − y, n_x − n_y) |x − y|^{m+2} + O ( 1 |x − y|^{m−2} ) , y → x. (2.7) Dalee, esli v mestnoæ sisteme koordinat s naqalom v toqke x vektor a imeet koordinaty (a_1, . . . , a_m), to qerez a^Π budem oboznaqat~ vektor s koordinatami (a_1, . . . , a_{m−1}).

Izvestno ([7], §15), qto

(n_y)Π = (n_x)Π + A(x)(y − x)Π + o(|(y − x)Π|), x, y ∈ S, y → x, (2.8)

gde A(x) – matrica operatora Vaængartena poverhnosti S. Iz (2.7) s uqetom (2.8) poluqaem, qto R(x, x + δn_x, y)ρ(y) = m χ_m (A(x)(x − y)Π, (x − y)Π) (|(x − y)Π|2 + δ2)^{m+22} ρ(x)+

+o(1) δ |x − y|^m + O ( 1 |x − u|^{m−2} ) , y → x, y ∈ S, priqem ([5], gl. 18) integral ot poslednih dvuh slagaemyh ravnomerno shoditsØ v toqke x, i potomu nepreryven pri δ = 0.

PerehodØ k integrirovani¸ po kasatel~noæ ploskosti i otbrasyvaØ nepreryvnye pri δ = 0 slagaemye, prihodim k integralu ρ(x) m χ_m δ ∫ ω_ε (A(x)(x − y)Π, (x − y)Π) (|(x − y)Π|2 + δ2)^{m+2}2 dy^Π, (2.9)

gde ω_ε – proekciØ u_ε na kasatel~nu¸ ploskost~ k poverhnosti S v toqke x. Zamena peremennoæ v integrale (2.9) z =^{(y−x)Π}_δ i predel~nyæ perehod pri δ → 0 da¸t integral ρ(x) m χ_m ∫ R^{m�1} (A(x)z, z) (|z|2 + 1)^{m+22} dz.

REXENIE ZADAQI VENTCEL˚ 211 Pol~zuØs~ tem, qto sobstvennye qisla matricy −A(x) est~ glavnye krivizny poverhnosti S v toqke x otnositel~no normali n_x, poluqaem m χ_m ∫ R^{m�1} A(x)z, z) (|z|2 + 1)^{m+22} dz = − 1 2 H(x) i utverßdenie 2) lemmy dokazano.

Teorema 2.1. Esli μ ∈ C(S), to povtornyæ potencial V^μ_{(2)} imeet

vtoru¸ pravil~nu¸ vnutrenn¸¸ i vnexn¸¸ normal~nu¸ proizvodnu¸, priqem ( ∂^2V^μ_{(2)} ∂n^2_x ) i,e (x) = 1 4 μ(x) + (Q^{(2)}_{i,e} μ)(x), x ∈ S, (2.10)

gde Q^{(2)}_i , Q^{(2)}e – operatory so slaboæ osobennost~¸.

Dokazatel~stvo. Zapixem vtoru¸ proizvodnu¸ povtornogo po-

tenciala v vide

∂^2V^μ_{(2)}(x^′)

∂n^2_x = ∂ ∂n_x ( ∂ ∂n_x V^μ_{(2)}(x^′) + W^μ_{(2)}(x^′) ) − ∂ ∂n_x W^μ_{(2)}(x^′), x^′ ∉ S.

Iz lemm 2.1, 2.2 sleduet, qto pervoe i vtoroe slagaemoe ime¸t predely pri δ → 0, x^′ = x ± δn_x, i spravedliva formula (2.10).

Sledstvie. Pust~ m = 2, S – zamknutyæ C^2-gladkiæ kontur. To-

gda povtornyæ logarifmiqeskiæ potencial otobraßaet C(S) na C^2(S).

�to sleduet iz teoremy 2.1 i iz togo fakta, qto dlØ garmoniqeskoæ v ploskoæ oblasti funkcii suwestvovanie vtoroæ normal~noæ i vtoroæ kasatel~noæ proizvodnyh ravnosil~ny.

§3. Svedenie vnexneæ i vnutrenneæ zadaq VentcelØ k integral~nym uravneniØm i ih issledovanie Budem iskat~ rexenie zadaq (W_i) i (W_e) v vide povtornogo potenciala

u(x) = V^μ_{k,0}(x), (3.1)

212 V. V. LUK^˚NOV, A. I. NAZAROV gde μ ∈ C(S). S uqetom togo, qto u ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (1.1), graniqnye usloviØ (1.2), (1.3) moßno perepisat~ v vide − ( ∂^2u ∂n^2 ) i,e − ( ∂u ∂n ) i,e q + (β − 1)k^2u = f, (3.2)

gde q =^1√_g^{∂√g}_∂n + α dlØ zadaqi (W_i) i q =^1√_g^{∂√g}_∂n − α dlØ zadaqi (W_e). PodstavlØØ v ravenstvo (3.2) predstavlenie (3.1) i ispol~zuØ teoremu 2.1, poluqim integral~noe uravnenie na S otnositel~no neizvestnoæ funkcii μ:

−(1/4)μ + K_iμ = f dlØ zadaqi (W_i), (3.3)

−(1/4)μ + K_eμ = f dlØ zadaqi (W_e). (3.4)

Zdes~ K_i, K_e – operatory so slaboæ osobennost~¸. Pofftomu vse rexeniØ μ ∈ L_2(S) uravneniæ (3.3), (3.4) nepreryvny na S.

Lemma 3.1. Pust~ u opredelena ravenstvom (3.1), gde μ ∈ C(S), i

u ≡ 0 v R^m. Togda μ ≡ 0 na S.

Dokazatel~stvo. Izvestno, qto V^μ_0 (x) =^{( ∂u}_∂n^)_i (x) −^{( ∂u}_∂n^)_e (x),

x ∈ S. Tak kak u ≡ 0 v R^m, to V^μ_0 ≡ 0 na S. Iz svoæstv potenciala

prostogo sloØ ([5], gl. 18) sleduet, qto μ ≡ 0 na S.

Rassmotrim zadaqu (W_i). Esli μ est~ rexenie odnorodnogo uravneniØ (3.3), to funkciØ u, opredelØemaØ ravenstvom (3.1), rexaet odnorodnu¸ zadaqu (W_i). Rassmotrim dva sluqaØ.

1) Pust~ k^2 ∉ σ. Togda u ≡ 0 v Ω_i. Takim obrazom, funkciØ u ØvlØetsØ rexeniem odnorodnoæ vnexneæ zadaqi Dirihle dlØ uravneniØ Gel~mgol~ca. Po teoreme edinstvennosti dlØ fftoæ zadaqi ([4], p. 131) u ≡ 0 v Ω_e. Po lemme 3.1 μ ≡ 0 na S. Itak, odnorodnoe uravnenie (3.3) pri k^2 ∉ σ imeet tol~ko trivial~- noe rexenie. Sledovatel~no, uravnenie (3.3), a vmeste s nim i zadaqa (W_i), pri k^2 ∉ σ razreximy pri l¸boæ f ∈ C(S).

2) Pust~ k^2 ∈ σ. Togda V^μ_{k,0} | Ω_i est~ rexenie odnorodnoæ za-

daqi (W_i) i po lemme 1.2 ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ {v_p}, p = 1, . . . , l. Pust~ μ_1, . . . , μ_j – bazis Ker (−(1/4)I + K_i). Dokaßem, qto

V^{μ1}_{k,0}, . . . , V^{μj}_{k,0} lineæno nezavisimy. Sostavim lineænu¸ kombina-

ci¸:

d_1V^{μ1}_{k,0} + . . . + d_jV^{μj}_{k,0} ≡ 0 v R^m.

REXENIE ZADAQI VENTCEL˚ 213 Oboznaqiv ν = d_1μ_1 + . . . + d_jμ_j, poluqaem V^ν_{k,0} ≡ 0 v R^m. Po lemme 3.1 ν ≡ 0 na S. Tak kak μ_1, . . . , μ_j lineæno nezavisimy, to

d_1 = . . . = d_j = 0. Iz skazannogo vyxe poluqaem

dim Ker (−(1/4)I + K_i) 6 l. (3.5)

Oboznaqim

Φ = {f ∈ C(S) : zadaqa (W_i) razrexima}.

PonØtno, qto

Im(−(1/4)I + K_i) ⊂ Φ. (3.6)

Iz (3.6), (1.6) sleduet, qto

v_1, . . . , v_l ∈ Φ^⊥ ⊂ Ker (−(1/4)I + K^∗_i ). (3.7)

Iz (3.5), (3.7) poluqaem, qto

dim Φ^⊥ = dim Ker (−(1/4)I + K_i) = dim Ker (−(1/4)I + K^∗_i ) = l.

Takim obrazom, esli k^2 ∈ σ, to usloviØ (1.6) ØvlØ¸tsØ neobhodimymi i dostatoqnymi dlØ razreximosti zadaqi (W_i).

Rassmotrim teper~ zadaqu (W_e). Esli μ – rexenie odnorodnogo uravneniØ (3.4), to funkciØ u, opredelØemaØ ravenstvom (3.1), rexaet odnorodnu¸ zadaqu (W_e). Po lemme 1.1 u ≡ 0 v Ω_e. Ots¸da u | S = 0, i funkciØ u ØvlØetsØ rexeniem zadaqi Dirihle { −Δu = k^2u v Ω_i, u | S = 0. (3.8)

Rassmotrim dva sluqaØ.

1) Pust~ k^2 ne ØvlØetsØ sobstvennym qislom zadaqi Dirihle (3.8). Togda u ≡ 0 v Ω_i. Po lemme 3.1 μ ≡ 0 na S. Takim obrazom, v fftom sluqae odnorodnoe uravnenie (3.4) imeet tol~ko trivial~noe rexenie. Sledovatel~no, uravnenie (3.4), a vmeste s nim i zadaqa (W_e), razreximy pri l¸boæ f ∈ C(S).

2) Pust~ k^2 ØvlØetsØ sobstvennym qislom zadaqi Dirihle (3.8). Togda ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto 0 ∈ Ω_i, i budem iskat~ rexenie zadaqi (W_e) v vide summy povtornogo potenciala V^μ_{k,0} i dopolnitel~nogo slagaemogo – potenciala prostogo sloØ

Ṽ^τ_k (x) = ∫ ∂B_ε G_k(x − y)τ (y)dS_y .

214 V. V. LUK^˚NOV, A. I. NAZAROV Radius xara ε my vyberem pozße. Zametim, qto B_ε ⊂ Ω_i pri vseh dostatoqno malyh ε. FunkciØ

u(x) = V^μ_{k,0}(x) + Ṽ^τ_k (x), x ∈ R^m (3.9)

udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca v treh oblastØh:

Ω_e, Ω_i \ B_ε, B_ε. Budem iskat~ funkcii μ ∈ C(S) i τ ∈ C(∂B_ε) tak,

qtoby vypolnØlis~ graniqnye usloviØ (1.2) i ( ∂u ∂n^′ ) i = 0 na ∂B_ε (3.10)

(zdes~ n^′ – vnexnØØ normal~ k ∂B_ε). PodstavlØØ funkci¸ u, opredelennu¸ ravenstvom (3.9), v (1.2) i (3.10), poluqim { −(1/4)μ + K_eμ + D_1τ = f,

(1/2)τ + D2μ + D3τ = 0,

(3.11)

gde D_1, D_2, D_3 – operatory so slaboæ osobennost~¸.

Pust~ (μ, τ ) ∈ L_2(S) × L_2(∂B_ε) – rexenie odnorodnoæ sistemy (3.11). Togda (μ, τ ) ∈ C(S) × C(∂B_ε). Rassmotrim funkci¸, opredelennu¸ ravenstvom (3.9). V silu (3.11) ffta funkciØ udovletvorØet odnorodnym usloviØm (1.2) i (3.10). Po lemme 1.1

u ≡ 0 v Ω_e. Poskol~ku k^2 – sobstvennoe qislo zadaqi (3.8), to k^2 > 0. Pofftomu k^2 pri vseh dostatoqno malyh ε > 0 ne ØvlØet-

sØ sobstvennym qislom zadaqi Neæmana v xare B_ε i, sledovatel~no, u ≡ 0 v B_ε. Takim obrazom, u ØvlØetsØ rexeniem zadaqi Dirihle dlØ uravneniØ Gel~mgol~ca v Ω \ B_ε. V silu diskretnosti spektra zadaqi Dirihle moßno vybrat~ ε tak, qtoby k^2 ne ØvlØlos~ sobstvennym qislom fftoæ zadaqi. Togda u ≡ 0 v Ω \ B_ε. Takim obrazom, poluqaem, qto u ≡ 0 v R^m. Iz svoæstv potenciala prostogo sloØ τ ≡ 0 na ∂B_ε. Po lemme 3.1 μ ≡ 0 na S. Takim obrazom, odnorodnaØ sistema (3.11) imeet tol~ko trivial~noe rexenie. Sledovatel~no, sistema (3.11), a vmeste s neæ i zadaqa

(W_i), razreximy pri l¸boæ f ∈ C(S).

Osobym dlØ zadaqi (W_e) ØvlØetsØ sluqaæ m = 2, k = 0. �to svØzano s tem, qto potencial V^μ_{0,0}, voobwe govorØ, ne imeet pravil~nogo povedeniØ na beskoneqnosti. Odnako pri vypolnenii usloviØ (1.5) nesloßno poluqit~, qto ∫ S μdS_y = 0, i dal~neæxiæ

analiz pokazyvaet, qto ffto uslovie ØvlØetsØ dostatoqnym dlØ razreximosti zadaqi (W_e).

Sformuliruem poluqennye rezul~taty v vide dvuh teorem.

REXENIE ZADAQI VENTCEL˚ 215

Teorema 3.1. 1) Esli k^2 ne prinadleßit spektru zadaqi (Wi),

to rexenie zadaqi (W_i) suwestvuet i edinstvenno pri l¸boæ f ∈ C(S). 2) Esli k2 prinadleßit spektru zadaqi (W_i) i v1, . . . , v_l – sootvetstvu¸wie rexenie odnorodnoæ zadaqi, to zadaqa (W_i) razrexima togda i tol~ko togda, kogda vypolnØ¸tsØ usloviØ (1.6).

Pri fftom v oboih sluqaØh rexenie zadaqi (W_i) predstavimo v vide povtornogo potenciala V^μ_{k,0} s nepreryvnoæ plotnost~¸.

Teorema 3.2. Rexenie zadaqi (We) suwestvuet i edinstvenno pri

l¸boæ f ∈ C(S), krome sluqaØ m = 2, k = 0. V sluqae m = 2, k = 0 neobhodimym i dostatoqnym usloviem razreximosti zadaqi (W_e) ØvlØetsØ uslovie (1.5).

§4. Nekotorye obobweniØ NarØdu s potencialami V^μ_{k1,k2} i W^μ_{k1 ,k2} moßno rassmotret~ tret~i povtornye potencialy V^μ_{k1,k2,k3} = V^V μ k2,k3 k_1 , W μ k_1,k_2,k_3 = W V^μ_{k2,k3} k_1 ,

i, analogiqno, povtornye potencialy l¸bogo porØdka.

Teorema 4.1. Pust~ r ∈ N,

S ∈ C^{r+ϵ} pri neqetnom r, 0 < ϵ < 1, S ∈ C^r pri qetnom r,

i μ ∈ C(S). Togda povtornyæ potencial prostogo sloØ porØdka r V^μ_{(r)} imeet na S pravil~nu¸ normal~nu¸ proizvodnu¸ porØdka r, priqem ( ∂^rV^μ_{(r)} ∂n^r ) i,e (x) = (±1)^r · μ(x) 2^r

+ (Q(^r)_{i,e} μ)(x), x ∈ S, (4.1)

gde Q^{(r)}_{i,e} – kompaktnye operatory v C(S).

Zameqanie. My ograniqimsØ dokazatel~stvom dlØ Ωi (vtoraØ

formula iz (4.1) poluqaetsØ analogiqno). Krome togo, tak ße, kak i v §2, moßno pri dokazatel~stve sqitat~, qto k_1 = k_2 = . . . =

= k_r = 0.

216 V. V. LUK^˚NOV, A. I. NAZAROV

Dokazatel~stvo provedem indukcieæ po r. Pri r = 1 utver-

ßdenie teoremy horoxo izvestno; sluqaæ r = 2 razobran v §2.

Pust~ r > 2. Predpoloßim snaqala, qto S ∈ C^r i oboznaqim

ρ = V^μ_{(r−1)}. Togda ([5], gl. 7) ρ ∈ C^{r−2+γ} (Ω_i) pri l¸bom γ < 1.

Pust~ x ∈ S, x^′ ∈ Ω_i. Imeem

∂^2V^μ_{(r)}(x^′) ∂n^2_x = ∫ S n_i(x)n_k(x)

∂^2G_0(x^′ − y) ∂y_i∂y_k ρ(y)dS_y =

= ∫ S ν_i(y)ν_k(y) ∂^2G_0(x^′ − y) ∂y_i∂y_k ρ(y)dS_y −

− ∫ S n_i(y)ν_k(x)

∂^2G_0(x^′ − y) ∂y_i∂y_k ρ(y)dS_y +

+ ∫ S n_i(x)n_k(y)

∂^2G_0(x^′ − y) ∂y_i∂y_k ρ(y)dS_y , (4.2)

gde ν(y) = n(y)−n(x), y ∈ S. Oboznaqim slagaemye v pravoæ qasti (4.2) I_1, I_2, I_3.

Oqevidno, integral I_1 imeet slabu¸ (porØdka m − 2) osobennost~ pri x^′ = x = y ∈ S, pofftomu I_2 ∈ C^{r−2+γ} (Ω_i), i, takim obrazom, suwestvuet ( ∂^{r−2}I_1 ∂n^{r−2} ) i ∈ C^γ (S). Dalee, oqevidno,

I_3(x^′) = − ∂W^ρ_0 ∂n_x (x^′). Iz formuly (2.2) po indukcionnomu predpoloßeni¸ poluqaem, qto W^ρ_0 imeet pravil~nu¸ normal~nu¸ proizvodnu¸ porØdka

r − 1. Pofftomu suwestvuet ( ∂^{r−2}I_3 ∂n^{r−2} ) i (x) = μ(x) 2^r + Φ(x), x ∈ S, priqem Φ ∈ C^γ (S).

REXENIE ZADAQI VENTCEL˚ 217 Teper~ rassmotrim integral I_2. Budem sqitat~, qto vektornoe pole ν(y) prodolßeno vnutr~ Ω, priqem v Ω \ Ω_δ ono postoØnno vdol~ normali. Togda integrirovanie po qastØm daet (pri

x^′ ∈ Ω \ Ω_δ)

I_2(x^′) = ∫ S (ρ_{yi} (y)n_k(y) − ρ_{yk} (y)n_i(y))ν_k(y) ∂ ∂y_i G_0(x^′ − y)dS_y +

+2 m − 1 m H(x^′)ρ(x^′) + ∫ S ρ(y)H(y)n_i (y) ∂ ∂y_i G_0(x^′ − y)dS_y (4.3)

(zdes~ H(x^′) – srednØØ krivizna parallel~noæ poverhnosti, prohodØweæ qerez toqku x^′). Preobrazovav posledniæ integral v (4.3) v summu ∫ S (ρ(y) − ρ(x))H(y)n_i(y) ∂ ∂y_i G_0(x^′ − y)dS_y + ρ(x)W^H_0 (x^′),

nesloßno uvidet~, qto vse slagaemye, krome poslednego, ime¸t normal~nu¸ proizvodnu¸ porØdka r − 2, prinadleßawu¸ C^γ (S).

Zametim, nakonec, qto H ∈ C^{r−2}(S), otkuda predel~noe znaqenie (W^H_0 )_i ∈ C^{r−2}(S). V silu uravneniØ Laplasa normal~- nye proizvodnye qetnogo porØdka vyraßa¸tsØ qerez kasatel~- nye proizvodnye togo ße porØdka (i mladxie proizvodnye). Pofftomu pri qetnom r W^H_0 takße imeet pravil~nu¸ normal~- nu¸ proizvodnu¸ porØdka r − 2. A vot pri neqetnom r usloviØ

H ∈ C^{r−2}(S) dlØ fftogo nedostatoqno. Esli ße S ∈ C^{r+ϵ}, to ffto

verno i dlØ neqetnogo r.

Takim obrazom, pri vypolnenii usloviæ teoremy vse slagaemye v (4.2) ime¸t pravil~nu¸ normal~nu¸ proizvodnu¸ porØdka r−2. Iz vyxeskazannogo sleduet formula (4.1). Kompaktnost~ operatora Q^{(r)}_i sleduet iz kompaktnosti vloßeniØ C^γ (S) v C(S). Teorema dokazana.

Zameqanie. Uslovie S ∈ C^{r+ϵ} pri neqetnom r moßno oslabit~,

potrebovav, naprimer, qtoby proizvodnye porØdka r udovletvorØli uslovi¸ Dini.

Teorema 4.1 pozvolØet ispol~zovat~ povtornye potencialy pri rexenii kraevyh zadaq dlØ uravneniæ Laplasa i Gel~m-

218 V. V. LUK^˚NOV, A. I. NAZAROV gol~ca s graniqnymi operatorami, kotorye mogut byt~ zapisany v vide ∂^ru ∂n^r + operator porØdka (r − 1).

Takie kraevye uslovie vstreqa¸tsØ, naprimer, v zadaqah akustiki.

Literatura

1. A. D. Ventcel~, O graniqnyh usloviØh dlØ mnogomernyh diffuzionnyh processov. Teor. veroØtn. i ee primen. 4, vyp. 2 (1959), 172–185.

2. D. E. ApuxkinskaØ, A. I. Nazarov, Naqal~no-kraevaØ zadaqa s graniqnym usloviem VentcelØ dlØ nedivergentnyh paraboliqeskih uravneniæ. Algebra i analiz 6, No. 6 (1994), 1–29.

3. D. E. ApuxkinskaØ, A. I. Nazarov, Gel~derovskie ocenki rexeniæ vyroßdennyh graniqnyh zadaq VentcelØ dlØ paraboliqeskih i fflliptiqeskih uravneniæ nedivergentnogo vida. Probl. mat. anal., vyp. 17 (1977), 3–19.

4. V. I. Smirnov, Kurs vysxeæ matematiki. t. 4, q. 2, M., 1981. 5. S. G. Mihlin, Lineænye uravneniØ v qastnyh proizvodnyh. M., 1977. 6. A. M. LØpunov, Sobr. soq.. t. 1, M., 1954.

7. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Vvedenie v rimanovu geometri¸. SPb., Nauka, 1994.

Lukyanov V. V., Nazarov A. I. Solving of Vent’sel boundary-value problem for Laplace and Helmholtz equations by iterated potentials.

Using the properties of iterated potentials we transform Vent’sel problem for Laplace and Helmholtz equations to Fredholm equation. The possibility of application of iterated potentials to investigation of the Helmholtz equation with high order boundary condition is shown.

Postupilo 27 noØbrØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet