Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 250, 1998 g.

L. A. Molotkov O METODAH VYVODA URAVNENI`, OPISYVAıWIH �FFEKTIVNYE MODELI SLOISTYH SRED

PredlagaemaØ rabota posvØwena metodam ustanovleniØ uravneniæ, opisyva¸wih volnovye processy v ffffektivnyh modelØh sloistyh sred, kotorye mogut soderßat~, v qastnosti, uprugie, ßidkie i poristye sloi. OstanovimsØ na kratkoæ istorii razvitiØ metodov vyvoda uravneniæ ffffektivnyh modeleæ ili osredneniØ sloistyh struktur. Zadaqa ob osrednenii periodiqeskih sloistyh uprugih sred s ßestkim kontaktom na granicah rexalas~, soglasno nauqnoæ literature, v teqenie neskol~kih desØtiletiæ i byla vpervye polnost~¸ rexena Beækusom v 1962 g. [1]. ObwaØ teoriØ osredneniØ differencial~nyh uravneniæ, opisyva¸wih periodiqeskie sloistye sredy s sil~noæ oscillØcieæ parametrov, byla razrabotana v knigah Sanqes Palensia [2] i N. S. Bahvalova i G. P. Panasenko [3].

Predloßennyæ avtorom v 1979 g. metod osredneniØ periodiqeskih uprugih, ßidkih i uprugo-ßidkih sloistyh struktur [4] ØvilsØ obobweniem metoda Beækusa i okazalsØ v polnom sootvetstvii s teorieæ N. S. Bahvalova. �tim metodom, po-vidimomu, vpervye byli poluqeny uravneniØ ffffektivnyh modeleæ sreh s qeredu¸wimisØ uprugimi i ßidkimi sloØmi, a takße sloistyh uprugih sred s kontaktom proskal~zyvaniØ na granicah. Krome togo, v ukazannoæ rabote byla proizvedena qastotnaØ ocenka oblasti primenimosti vyvedennyh ffffektivnyh modeleæ. Ispol~zuØ fftot podhod, legko ubedit~sØ, qto ffffektivnye modeli mogut byt~ ustanovleny takße i v sluqae otsutstviØ periodiqnosti, no v fftom sluqae oblast~ primenimosti ffffektivnoæ modeli sil~no sokrawaetsØ. V to ße vremØ sleduet ukazat~, qto predloßennyæ v rabote [4] podhod okazalsØ dovol~no sloßnym, poskol~ku on ispol~zoval rexeniØ uravneniæ teorii uprugosti i akustiki, a v sluqae osobyh graniqnyh usloviæ minornye matricy, opisyva¸wie uprugie sloi.

Po mere ustanovleniØ ukazannym podhodom ffffektivnyh mo- 219

220 L. A. MOLOTKOV

deleæ bolee sloßnyh sred proishodilo usoverxenstvovanie metoda, pri fftom vyvody provodilis~ s pomow~¸ bolee prostyh, no ne vsegda opravdannyh operaciæ. Qtoby opravdat~ i utoqnit~ nekotorye rezul~taty osredneniØ sloistyh struktur, avtorom byla napisana v 1991 godu rabota [5], odnako ffta rabota ne rexila vseh problem usoverxenstvovaniØ i opravdaniØ metodov poluqeniØ ffffektivnyh modeleæ. Osrednenie uprugih sloev podrobno issledovalos~ takße v rabote [6]. V nastoØwee vremØ v svØzi s bol~xim interesom k trewinovatym i poristym sredam, nasywennym vodoæ, neft~¸ ili gazom, i v svØzi s tem, qto vyvody iz teorii ffffektivnyh modeleæ podtverßda¸tsØ ffksperimental~no [7–10], bol~xoe vnimanie udelØetsØ ustanovleni¸ i issledovani¸ uravneniæ osrednennyh modeleæ. V to ße vremØ ne vse raboty v fftom napravlenii privodØt k pravil~nym, s naxeæ toqki zreniØ, rezul~tatam [11].

V svØzi s fftim cel~ predlagaemoæ stat~i sostoit v izloßenii dostatoqno prostogo i opravdannogo metoda ustanovleniØ uravneniæ ffffektivnyh modeleæ sloistyh sred. S fftoæ cel~¸ vnaqale s vysokoæ stepen~¸ strogosti rassmatriva¸tsØ obwie zadaqi osredneniØ uravneniæ, a zatem opredelØetsØ, v kakih zven~Øh vyvoda sloßnye operacii moßno zamenØt~ bolee prostymi i poluqat~ pri fftom pravil~nye rezul~taty. Osoboe vnimanie v rabote udelØetsØ sluqa¸ neobyqnyh graniqnyh usloviæ, kogda odna iz veliqin na granicah obrawaetsØ v nul~. Issledovanie fftogo sluqaØ pozvolØet opravdat~ ffffektivnu¸ model~, kogda poristyæ sloæ Bio [12] qereduetsØ ili s uprugim, ili s ßidkim sloem [13], a takße poluqit~ uravneniØ ffffektivnoæ modeli poristoæ sredy Bio, v kotoroæ meßdu tverdymi fazami imeet mesto kontakt s proskal~zyvaniem.

§1. Vyvod ffffektivnoæ modeli sloistoæ sredy v sluqae graniqnyh usloviæ, vyroßa¸wih nepreryvnost~ osnovnyh veliqin

Pust~ zadana nekotoraØ sloistaØ periodiqeskaØ sreda 0 6 z 6 H, soderßawaØ n periodov (ris. 1).

Kaßdyæ period imeet tolwinu h = H/n i sostoit iz dvuh odnorodnyh sloev 1 i 2 s tolwinami h_1 i h_2 (h_1 + h_2 = h). Volnovoe pole v sloe i harakterizuetsØ k + l_i veliqinami p^{(i)}_1 , p^{(i)}_2 , . . . , p^{(i)}_k , q^{(i)}_{k+1}, q^{(i)}_{k+2}, . . . , q^{(i)}_{k+li} (i = 1, 2) i kaßdaØ iz

O METODAH VYVODA URAVNENI` 221

Ris. 1.

fftih veliqin ØvlØetsØ ili sostavlØ¸weæ vektora smeweniæ, ili komponentoæ tenzora naprØßeniæ, pri fftom sloi mogut byt~ kak odnofaznymi, tak i soderßat~ neskol~ko faz. Funkcii p^{(i)}_1 , p^{(i)}_2 , . . . , p^{(i)}_k udovletvorØ¸t na vseh vnutrennih granicah usloviØm

p^{(1)}_1 = p^{(2)}_1 , p^{(1)}_2 = p^{(2)}_2 . . . , p^{(1)}_k = p^{(2)}_k , (1.1)

kotorye pozvolØ¸t rassmatrivat~ nepreryvnye v intervale 0 6

z 6 H (za iskl¸qeniem frontov) veliqiny p1, p2, . . . , pk, rav-

nye v sloØh 1 p^{(1)}_1 , p^{(1)}_2 , . . . , p^{(1)}_k i v sloØh 2 p^{(2)}_1 , p^{(2)}_2 , . . . , p^{(2)}_k . Funkcii q^{(i)}_1 , q^{(i)}_2 , . . . , q^{(i)}_{li} ne vhodØt v graniqnye usloviØ i na granicah ime¸t razryvy.

Volnovoe pole v sloe i opisyvaetsØ uravneniem

M_i ( ∂ ∂z p^{(i)}_1 , ∂ ∂z p^{(i)}_2 , . . . , ∂ ∂z p^{(i)}_k , q^{(i)}_{k+1}, q^{(i)}_{k+2}, . . . , q^{(i)}_{k+li} )_T = N_i ( p^{(i)}_1 , p^{(i)}_2 , . . . p^{(i)}_k )_T (i = 1, 2), (1.2)

v kotorom T – simvol transponirovaniØ, M_i – neosobennaØ kvadratnaØ matrica i N_i – prØmougol~naØ matrica s k + l_i strokami i s k stolbcami. Razliqie meßdu veliqinami p^{(i)}_1 , p^{(i)}_2 , . . . , p^{(i)}_k i q^{(i)}_{k+1}, q^{(i)}_{k+2}, . . . , q^{(i)}_{k+li} sostoit takße i v tom, qto v uravneniØ (1.2) vhodØt ne tol~ko p^{(i)}_j , no i ih proizvodnye po z ∂p^{(i)}_j /∂z

222 L. A. MOLOTKOV

(j = 1, 2, . . .k), a analogiqnye proizvodnye ot q^{(i)}_j otsutstvu¸t.

Sredy, opisyvaemye uravneniØmi (1.2) pri graniqnyh usloviØh (1.1) i l_1 = l_2, sootvetstvu¸t, v qastnosti, sluqaØm, kogda oba sloØ otliqa¸tsØ tol~ko parametrami i ØvlØ¸tsØ libo uprugimi, libo ßidkimi, libo poristymi sloØmi Bio, pri fftom sloi mogut obladat~ anizotropieæ, vØzkost~¸ i opisyvat~sØ Ødrami relaksacii. Ravenstva, vhodØwie v matriqnoe uravnenie (1.2), sostoØt iz uravneniæ zakona Guka i uravneniæ dvißeniØ nepreryvnoæ sredy. Pofftomu fflementy matric M_i i N_i ØvlØ¸tsØ ili qislami, ili lineænymi operatorami, soderßawimi differencirovanie po vremeni t i po koordinatam x i y.

Na osnovanii ravenstv (1.2) moßno zapisat~ matriqnye uravneniØ ∂W_i ∂z = A_i W_i, V_i = B_i W_i (i = 1, 2), (.1.3)

v kotoryh

W_i = ( p^{(i)}_1 , p^{(i)}_2 , . . . p^{(i)}_k )_T , V_i = ( q^{(i)}_{k+1}, q^{(i)}_{k+2}, . . . , q^{(i)}_{k+li} )_T . (1.4)

Tak kak iz usloviæ (1.1) sleduet graniqnoe uslovie

W_1 = W_2, (1.5)

to polezno vvesti nepreryvnu¸ matricu W, kotoraØ v sloØh 1 i 2 sootvetstvenno ravna W_1 i W_2.

Rexenie pervogo uravneniØ (1.3) predstavlØetsØ sootnoxeni- em W_i(z) = eA^{i(z−z0)} W_i(z_0), (1.6)

gde z i z_0 – koordinaty toqek, raspoloßennyh v odnom i tom ße sloe i. Na osnovanii formuly (1.6) poluqim sootnoxenie

W(mh + h_1) = eA^{1 h1} W(mh),

W ((m + 1)h) = eA^{2 h2} W(mh + h_1)

(1.7)

dlØ znaqeniæ matricy W na granicah v (m + 1)-om periode. Ispol~zuØ ravenstva (1.4), (1.5) i graniqnoe uslovie (1.5), poluqim dlØ proizvol~noæ toqki, leßaweæ v (m + 1)-om periode i ime¸weæ koordinatu z = mh + Δz, formuly

W(z) =

eA1 Δz^(_eA2 h2_eA1 h1^{)m}_{W(0)} pri_{Δz} 6_{h1,} eA2 (Δz−h1 )_eA1h1^(_eA2 h2_eA1 h1^{)m}_{W(0)}

pri h_1 < Δz < h_1 + h_2 (m = 0, 1, 2, . . .n − 1),

(1.8)

O METODAH VYVODA URAVNENI` 223

opredelØ¸wie volnovoe pole v l¸boæ toqke sredy.

V fftom volnovom pole soverwim predel~nyæ perehod pri

n → ∞, H = const, h → 0, h_1 → 0, h_2 → 0,

θ_1 = h_1/h = const, θ_2 = h_2/h = const . (1.9)

DlØ osuwestvleniØ ukazannogo predel~nogo perehoda rassmotrim vnaqale sluqaæ, kogda h_1, h_2, Δz i Δz −h ØvlØ¸tsØ malymi veliqinami i ffksponenty v formulah (1.8) zamenØ¸tsØ pervymi dvumØ qlenami rØdov Maklorena. Ravenstva (1.8) v fftom sluqae perehodØt v sootnoxeniØ

W(z) =

(E + A_1Δz) [(E + A_2 h_2)(E + A_1 h_1)]^m W(0),

pri Δz 6 h_1

[(E + A_2(Δz − h)] (E + A_1 h_1) [(E + A_2 h_2) (E +

A_1 h_1)]^m W(0), pri h_1 6 Δz 6 h_1 + h_2.

(1.10)

Krome togo, v osnovanii stepeni s pokazatelem m i v vyraßenii pered fftoæ stepen~¸ sohranim tol~ko lineænye qleny. Posle zameny m = (z − Δz)/h prihodim k ravenstvam

W(z) =

(E + A_1 Δz) [E + h(A_1θ_1 + A_2θ_2)]^{(z−Δz)/h} W(0)

pri Δz 6 h,

[E + A_1 h_1 + A_2(Δz − h_1)] [E + h(A_1θ_1+

+A_2θ_2)]^{(z−Δz)/h} W(0) pri h_1 6 Δz 6 h_1 + h_2.

(1.11)

V vyraßeniØh (1.11) vypolnØetsØ predel~nyæ perehod pri usloviØh (1.9) i s ispol~zovaniem formuly

lim_{h→0}(E + Ah)^{z/h} = eA^z , (1.12)

ØvlØ¸weæsØ matriqnym analogom opredeleniØ qisla “e.” V rezul~tate prihodim k odnomu predel~nomu sootnoxeni¸

W(z) = e^(A^{1θ1 +}A^{2θ2)z} W(0), (1.13)

kotoroe vypolnØetsØ pri vseh z, leßawih v intervale 0 6 z 6 H.

Sleduet otmetit~, qto pri osuwestvlenii ukazannogo predel~nogo perehoda qislo m v toqkah, raspoloßennyh vblizi ploskosti z = 0, vozrastaet gorazdo medlennee qem n i predel~naØ formula (1.13) okazyvaetsØ spravedlivoæ tol~ko pri

224 L. A. MOLOTKOV

oqen~ bol~xih n. Qtoby uskorit~ perehod k sootnoxeni¸ (1.13) v fftih toqkah, polezno takße rassmotret~ sluqaæ, kogda periody perenumerovany v obratnom porØdke, a os~ z imeet protivopoloßnoe napravlenie i proizvesti takoæ ße predel~nyæ perehod. Ispol~zuØ oba predel~nyh perehoda, udaetsØ ne tol~ko uskorit~ perehod k sootnoxeni¸ (1.13), no i sdelat~ fftot perehod bolee ravnomernym dlØ vseh toqek sredy.

Posle differencirovaniØ sootnoxeniØ (1.13) po z prihodim k uravneni¸ ∂W ∂z = (A_1 θ_1 + A_2 θ_2)W, (1.14)

opisyva¸wemu predel~noe pole. K matriqnomu uravneni¸ (1.14) sleduet dobavit~ uravneniØ

V_1 = B_1 W, V_2 = B_1 W, (1.15)

kotorye posle predel~nogo perehoda vypolnØ¸tsØ v kaßdoæ toqke. Do fftogo perehoda uravneniØ (1.15) udovletvorØlis~ tol~ko v sootvetstvu¸wih sloØh. Pri osuwestvlenii predel~nogo perehoda kaßdaØ toqka sredy, kak pravilo, okazyvaetsØ beskoneqnoe qislo raz v pervyh i vo vtoryh sloØh. Posledovatel~nost~ matric V_1, opredelennyh v nekotoroæ fiksirovannoæ toqke, kogda ona leßit v pervyh sloØh, stremitsØ k odnomu predelu. AnalogiqnaØ posledovatel~nost~ V_2, opredelennaØ v toæ ße fiksirovannoæ toqke, kogda poslednØØ nahoditsØ vo vtoryh sloØh, stremitsØ k drugomu predelu. Oba ffti predely oboznaqa¸tsØ dlØ prostoty qerez V_1 i V_2, vyraßa¸tsØ sootnoxeniØmi (1.15) i, kak pravilo, ne sovpada¸t.

Vid okonqatel~nyh uravneniæ ffffektivnoæ modeli zavisit ot togo, osrednØ¸tsØ ili ne osrednØ¸tsØ fflementy matric V_1 i

V_2. Vozmoßnost~ osredneniØ veliqin q^{(i)}_j (j = k + 1, k + 2, . . .k + l_i)

opredelØetsØ usloviØmi, qto uravneniØ ffffektivnoæ modeli, kak i ishodnye uravneniØ, dolßny sostoØt~ iz uravneniæ zakona Guka i uravneniæ dvißeniØ sploxnoæ sredy i qto osrednennye veliqiny dolßny imet~ opredelennyæ fiziqeskiæ smysl. V teh sluqaØh, kogda l_1 = l_2, qislo faz v oboih sloØh odinakovo i dopustimo osrednenie vseh veliqin q^{(i)}_j , naibolee rasprostranennym ØvlØetsØ osrednenie po formule

V = V_1 θ_1 + V_2 θ_2. (1.16)

O METODAH VYVODA URAVNENI` 225

�ffektivnaØ model~ v fftom sluqae imeet stol~ko ße faz, kak i osrednØemye sloi, i opisyvaetsØ uravneniØmi (1.14) i

V = (B_1 θ_1 + B_2 θ_2)W. (1.17)

Esli takoe osrednenie nevozmoßno osuwestvit~ polnost~¸, tak kak ili l_1 ≠ l_2, ili ne vse fflementy matric V_1 i V_2 osrednØ¸tsØ, to qislo faz v ffffektivnoæ modeli okazyvaetsØ, kak pravilo, bol~xe qem v sloØh.

Sleduet otmetit~, qto v ffffektivnoæ modeli qast~ volnovogo polØ, opredelØemaØ matriceæ W, ne zavisit ot togo, osrednØ¸tsØ ili ne osrednØ¸tsØ fflementy matric V_1 i V_2. Matrica

A = A_1 θ_1 + A_2 θ_2, (1.18)

vhodØwaØ v uravnenie (1.14), polnost~¸ opredelØet volnovye fronty v ffffektivnoæ modeli ot toqeqnogo istoqnika. V samom dele, dlØ nahoßdeniØ frontov v dvumernom sluqae, soglasno rabote [14], polezno zamenit~ v uravnenii (1.14) operacii differencirovaniØ qislami ∂/∂x ∼ 1, ∂/∂z ∼ α, ∂/∂t ∼ τ. (1.19) Posle fftoæ zameny uslovie sovmestnosti sistemy uravneniæ (1.14) predstavitsØ ravenstvom

det(A − αE ) = 0. (1.20)

OpredelØemye sootnoxeniem (1.20) funkcii α(τ ) na vewestvennoæ osi τ v intervalah, gde ffti funkcii vewestvennye, opredelØ¸t, soglasno rabote [14], fronty ot toqeqnogo istoqnika, raspoloßennogo v naqale koordinat. �ti fronty zada¸tsØ parametriqeskimi uravneniØmi x = t ( τ − α(τ ) α^′(τ ) ) , z = t α^′(τ )

. (1.21)

Ukazannyæ podhod moßet byt~ obobwen na trehmernyæ sluqaæ. Kak vidno iz fftogo podhoda, poloßenie frontov ot toqeqnyh istoqnikov takße ne zavisit ot togo, osrednØ¸tsØ ili ne osrednØ¸tsØ fflementy matric V_1 i V_2.

226 L. A. MOLOTKOV

V zakl¸qenie ukaßem bolee prostye podhody k vyvodu uravneniæ ffffektivnoæ modeli (1.14). OsrednennaØ po periodu proizvodnaØ ∂W/∂z predstavlØetsØ ravenstvom ∂W ∂z = ∂W_1 ∂z θ_1 +

∂W_2 ∂z θ_2, (1.22)

kotoroe sootvetstvuet opredeleni¸ proizvodnoæ s uqetom predel~nogo perehoda pri h → 0. Podstanovka pervyh sootnoxeniæ (1.3) v formulu (1.22) i uqet graniqnyh usloviæ (1.5) privodit k uravneni¸ (1.14). Ispol~zovanie ravenstva (1.22) pozvolØet uprostit~ i drugie fftapy vyvoda uravneniæ (1.14). Esli k uravneniØm (1.2) dobavit~ uravneniØ (1.22) i iz poluqennoæ sistemy lineænyh uravneniæ iskl¸qit~ veliqiny ∂p^{(i)}_1 /∂z,

∂p^{(i)}_2 /∂z, . . . ∂p^{(i)}_k /∂z (i = 1, 2), to pridem k uravneniØm (1.14) i

(1.15). V tom sluqae, kogda matricy V_1 i V_2 osrednØ¸tsØ po formule (1.16), k ukazannoæ sisteme lineænyh uravneniæ sleduet dobavit~ ewe uravneniØ (1.16) i poluqit~ uravneniØ (1.14) i (1.17). Podobnyæ podhod bez obosnovaniØ uße ispol~zovalsØ v rabotah [4, 13, 15]. Poskol~ku provedennoe obosnovanie pozvolØet vypolnit~ vyvody ffffektivnyh modeleæ bolee prostym sposobom, rassmotrim takoæ vyvod na primere odnoæ iz sred.

§2. Vyvod ffffektivnoæ modeli sloistoæ sredy s qeredu¸wimisØ poristymi sloØmi V kaqestve primera rassmotrim v dvumernoæ oblasti poristu¸ sloistu¸ periodiqesku¸ transversal~no-izotropnu¸ sredu (ris. 1), v kotoroæ oba sloØ opisyva¸tsØ obobwennymi uravneniØ Bio [12, 13] τ_{xx} = P ∂u_x ∂x + F ∂u_z ∂z + M ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) ,

τ_{zz} = F ∂u_x ∂x + C ∂u_z ∂z + Q ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) ,

−p = M ∂u_x ∂x + Q ∂u_z ∂z + R ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) ,

τ_{xz} = L ( ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x ) , (2.1)

O METODAH VYVODA URAVNENI` 227 ∂τ_{xx} ∂x + ∂τ_{xz} ∂z = ρ_x ∂^2u_x ∂t^2 + ρ_{fx} ∂^2w_x ∂t^2 , − ∂p ∂x = ρ_{fx} ∂^2u_x ∂t^2 + m_x ∂^2w_x ∂t^2 , ∂τ_{xz} ∂x + ∂τ_{zz} ∂z = ρ_z ∂^2u_z ∂t^2 + ρ_{fz} ∂^2w_z ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_{fz} ∂^2u_z ∂t^2 + m_z ∂^2w_z ∂t^2 , gde u_x, u_z – smeweniØ tverdoæ fazy, w_x, w_z – smeweniØ ßidkoæ fazy otnositel~no skeleta τ_{xx}, τ_{zz}, τ_{xz} – summarnye naprØßeniØ i p – davlenie v ßidkoæ faze. V uravneniØh (2.1), otnosØwihsØ k slo¸ i (i = 1, 2), smeweniØ, naprØßeniØ, davlenie i kofffficienty snabßa¸tsØ dopolnitel~nym indeksom i. Na granicah meßdu sloØmi vypolnØ¸tsØ usloviØ

u_{x1} = u_{x2}, u_{z1} = u_{z2}, w_{z1} = w_{z2}, τ_{zz1} = τ_{zz2}, τ_{xz1} = τ_{xz2}, p_1 = p_2, (2.2)

kotorye pozvolØ¸t rassmatrivat~ nepreryvnye v intervale 0 6

z 6 H funkcii ux, uz, wz, τzz, τxz i p. Proizvodnye fftih funkciæ

po z vhodØt v uravneniØ (2.1). Ukazannye proizvodnye osrednØ- ¸tsØ po formulam ∂u_x ∂z = ∂u_{x1} ∂z θ_1 + ∂u_{x2} ∂z θ_2, ∂u_z ∂z = ∂u_{z1} ∂z θ_1 + ∂u_{z2} ∂z θ_2, ∂w_z ∂z = ∂w_{z1} ∂z θ_1 + ∂w_{z2} ∂z θ_2, ∂τ_{zz} ∂z = ∂τ_{zz1} ∂z θ_1 + ∂τ_{zz2} ∂z θ_2, (2.3) ∂τ_{xz} ∂z = ∂τ_{xz1} ∂z θ_1 + ∂τ_{xz2} ∂z θ_2, ∂p ∂z = ∂p_1 ∂z θ_1 + ∂p_2 ∂z θ_2.

Otnositel~no veliqin w_{xxi} i τ_{xxi}, ne vhodØwih v graniqnye usloviØ i ne ime¸wih v uravneniØh (2.1) proizvodnyh po z, my budem predpolagat~, qto oni osrednØ¸tsØ s pomow~¸ ravenstv

w_x = w_{x1}θ_1 + w_{x2}θ_2, τ_{xx} = τ_{xx1}θ_1 + τ_{xx2}θ_2. (2.4)

Nahoßdenie ffffektivnoæ modeli, soglasno §1, svoditsØ k is- kl¸qeni¸ veliqin ∂u_{xi}/∂z, ∂u_{zi}/∂z, ∂w_{zi}/∂z, ∂τ_{zzi}/∂z, ∂τ_{xzi}/∂z, ∂p_i/∂z, u_{xi} i τ_{xxi} (i = 1, 2) iz sistemy, soderßaweæ uravneniØ

228 L. A. MOLOTKOV

(2.3), (2.4), a takße uravneniØ (2.1), zapisannye dlØ oboih sloev. Na osnovanii sootnoxeniæ (2.1) poluqim uravneniØ ∂u_{zi} ∂z == −α_{1i} ∂u_x ∂x + α_{6i}τ_{zz} + α_{4i}p, ∂w_{zi} ∂z + ∂w_{xi} ∂x = α_{2i} ∂u_x ∂x − α_{4i}τ_{zz} − α_{5i}p, (2.5) τ_{xxi} = α_{3i} ∂u_x ∂x + α_{1i}τ_{zz} + α_{2i}p, ∂u_{xi} ∂z = − ∂u_{zi} ∂x + α_{7i}τ_{xz}; ∂τ_{xzi} ∂z = β_{1i}

∂^2u_x ∂t^2 − β_{2i} ∂p ∂x − ∂τ_{xxi} ∂x , ∂^2w_{xi} ∂t^2 = −β_{2i} ∂u_x ∂t^2 − β_{3i} ∂p ∂x , (2.6) ∂τ_{zzi} ∂z = ρ_{zi} ∂^2u_z ∂t^2 + ρ_{fzi} ∂^2w_z ∂t^2 − ∂τ_{xz} ∂x , − ∂p_i ∂z = ρ_{fzi} ∂^2u_z ∂t^2 + m_{zi} ∂^2w_z ∂t^2 (i = 1, 2),

v kotoryh

α_{1i} = R_iF_i − M_iQ_i R_iC_i − Q^2_i

, α_{2i} = F_iQ_i − M_iC_i R_iC_i − Q^2_i ,

α_{3i} =

Δ_i R_iC_i − Q^2_i

, α_{4i} = Q_i R_iC_i − Q^2_i

, α_{5i} = C_i R_iC_i − Q^2_i ,

α_{6i} = R_i R_iC_i − Q^2_i

, α_{7i} = 1 L_i , (2.7)

β_{1i} = m_{xi}ρ_{xi} − ρ^2_{fxi} m_{xi} , β_{2i} = ρ_{fxi} m_{xi} , β_{3i} = 1 m_{xi} , Δ_i = P_iC_iR_i + 2F_iQ_iM_i − C_iM^2_i − R_iF^2_i − P_iQ^2_i .

UravneniØ (2.5) i (2.6) okazyva¸tsØ bolee prostymi i udobnymi po sravneni¸ s analogiqnymi uravneniØ (2.1) i (2.3) raboty [13], Preimuwestva uravneniæ (2.5) i (2.6) sostoØt v tom, qto

O METODAH VYVODA URAVNENI` 229

v nih, v qastnosti, razdeleny uravneniØ, vyteka¸wie iz uravneniæ zakona Guka i uravneniæ dvißeniØ sploxnoæ sredy. V uravneniØh (2.5) i (2.6) osrednØemye veliqiny ∂u_{xi}/∂z, ∂u_{zi}/∂z, ∂w_{zi}/∂z, ∂τ_{zzi}/∂z, ∂τ_{zxi}/∂z, ∂p_i∂z, w_{xi}, τ_{xxi} i proizvodnye dvuh po- slednih veliqin po x i t ne soderßat pri sebe kofffficientov, a nepreryvnye veliqiny u_x, u_z, w_z, τ_{zz} , τ_{zx}, p i ih proizvodnye po x i t ime¸t kofffficienty, vyraßa¸wiesØ qerez parametry sredy. Ukazannye osobennosti pozvolØ¸t provesti osrednenie uravneniæ (2.5) i (2.6) po formulam (2.3) i (2.4) i iskl¸qit~ upomØnutye osrednØemye veliqiny. V rezul~taty prihodim k uravneniØm ∂u_z ∂z = −A_1 ∂u_x ∂x + A_6τ_{zz} + A_4p, ∂w_z ∂z + ∂w_x ∂x = A_2 ∂u_x ∂x − A_4τ_{zz} − A_5p, (2.8)

τ_{xx} = A_3 ∂u_x ∂x + A_1τ_{zz} + A_2p, ∂u_x ∂z = − ∂u_z ∂x + A_7τ_{xz}; ∂τ_{xx} ∂x + ∂τ_{xz} ∂z = B_1

∂^2u_x ∂t^2 − B_2 ∂p ∂x , −B_3 ∂p ∂x = B_2

∂^2u_x ∂t^2 + ∂^2w_x ∂t^2 , (2.9) ∂τ_{xz} ∂x + ∂τ_{zz} ∂z = (ρ_{z1} θ_1 + ρ_{z2} θ_2)

∂^2u_z ∂t^2 + (ρ_{fz1}θ_1 + ρ_{fz2}θ_2)

∂^2w_z ∂t^2 , − ∂p ∂z = (ρ_{fz1}θ_1 + ρ_{fz2}θ_2)

∂^2u_z ∂t^2 + (m_{z1}θ_1 + m_{z2}θ_2)

∂^2w_z ∂t^2 , v kotoryh

A_j = 2∑ i=1 α_{ji} θ_i (j = 1, 2, . . .7), B_j = 2∑ i=1 β_{ji} θ_i (j = 1, 2, 3). (2.10)

UravneniØ (2.8) i (2.9) opisyva¸t ffffektivnu¸ model~. Posle nesloßnyh preobrazovniæ prihodim takße k uravneniØm (2.1), v kotoryh P = A_3A_5A_6 − 2A_1A_2A_3 + A^2_1A_5 + A^2A_6 − A_3A^2_4 A_5A_6 − A^2_4 ,

230 L. A. MOLOTKOV F = A_1A_5 − A_2A_4 A_5A_6 − A^2_4 , M = A_1A_4 − A_2A_6 A_5A_6 − A^2_4 , C = A_5 A_5A_6 − A^2_4 , Q = A_4 A_5A_6 − A^2_4 , R = A_6 A_5A_6 − A^2_4 , L = 1 A_7 , ρ_x =

B_1B_3 + B^2 B_3

= ρ_{x1}θ_1 + ρ_{x2}θ_2 − θ_1θ_2(ρ_{fx1} − ρ_{fx2})^2 m_{x2}θ_1 + m_{x1}θ_2

, (2.11) ρ_{fx} = B_2 B_3 = ρ_{fx1}m_{x2}θ_1 + ρ_{fx2}m_{x1}θ_2 m_{x2}θ_1 + m_{x1}θ_2 , m_x = 1 B_3 = m_{x1}m_{x2} m_{x2}θ_1 + m_{x1}θ_2

, ρ_z = ρ_{z1}θ_1 + ρ_{z2}θ_2,

ρ_{fz} = ρ_{fz1}θ_1 + ρ_{fz2}θ_2, m_z = m_{z1}θ_1 + m_{z2}θ_2.

UravneniØ (2.11) sovmestno s formulami (2.7), (2.10) i (2.11) opisyva¸t ffffektivnu¸ model~ rassmatrivaemoæ sredy i nahodØtsØ v polnom sootvetstvii s rezul~tatami raboty [13].

Sleduet otmetit~, qto, soglasno formulam (2.11), veliqiny

ρ_z i ρ_{fz} ØvlØ¸tsØ plotnostØmi, osrednennymi sootvetstvenno po

vseæ srede i po ßidkim fazam oboih sloev. Veliqiny ße ρ_x i

ρ_{fx} vyraßa¸tsØ po bolee sloßnym formulam i mogut rassma-

trivat~sØ kak ffffektivnye plotnosti v sluqae, kogda polnye naprØßeniØ τ_{xx} i otnositel~nye smeweniØ w_x osrednØ¸tsØ s pomow~¸ sootnoxeniæ (2.4). Podobnoe razliqie meßdu ffffektivnoæ plotnost~¸ vdol~ osi x i real~noæ plotnost~¸ uße otmeqalos~ v rabote [4] v sluqae ffffektivnoæ modeli sloistoæ ßidkoæ sredy. V to ße vremØ v rabote [11], gde provodilos~ analogiqnoe osrednenie, utverßdaetsØ, qto veliqiny ρ_x i ρ_{fx} posle osredneniØ ØvlØ¸tsØ real~nymi osrednennymi plotnostØmi, ravnymi sootvetstvenno ρ_z i ρ_{fz} . Takoe utverßdenie nahoditsØ v protivoreqii s predlagaemym podhodom.

§3. Vyvod ffffektivnoæ modeli sloistoæ sredy v sluqae obraweniØ v nul~ na granicah nekotoryh veliqin Pust~ zadana sreda, predstavlennaØ na ris. 1, v kotoroæ volnovoe pole po-preßnemu harakterizuetsØ veliqinami

p^{(i)}_1 , p^{(i)}_2 , . . . p^{(i)}_k , q^{(i)}_1 , q^{(i)}_2 , . . . q^{(i)}_{li} (i = 1, 2) i ffti veliqiny takße udo-

vletvorØ¸t uravneniØm (1.2). Na granicah ße meßdu sloØmi vypolnØ¸tsØ neskol~ko inye usloviØ

p^{(1)}_1 = p^{(2)}_1 , p^{(1)}_2 = p^{(2)}_2 , . . . p^{(1)}_{k−2} = p^{(2)}_{k−2}, p^{(1)}_k = p^{(2)}_k = 0, (3.1)

O METODAH VYVODA URAVNENI` 231

pri fftom poslednie dva usloviØ udovletvorØ¸tsØ na vnexnih granicah z = 0 i z = H sredy.

Iz veliqin p^{(i)}_1 , p^{(i)}_2 , . . .p^{(i)}_{k−2} sostavim odnostolbcovye matricy

W_i = ( p^{(i)}_1 , p^{(i)}_2 , . . . p^{(i)}_{k−2} )_T (i = 1, 2). (3.2)

Tak kak ffti matricy udovletvorØ¸t graniqnomu uslovi¸

W_1 = W_2, (3.3)

to polezno rassmotret~ odnu matricu W, kotoraØ v sloØh 1 i 2 ravna sootvetstvenno W_1 i W_2. Vyrazim matricu W na granicah periodov qerez matricu W(0). S fftoæ cel~¸ ispol~zuem vypolnØ¸wiesØ v rassmatrivaemoæ srede sootnoxeniØ (1.7) i na ih osnovanii s privleqeniem graniqnyh usloviæ (3.1) zapixem ravenstva

p_1(h_1) = c^{(1)}_{11} p_1(0) + c^{(1)}_{12} p_2(0) + · · · + c^{(1)}_{1k−1}p_{k−1}(0 + 0), p_2(h_1) = c^{(1)}_{21} p_1(0) + c^{(1)}_{22} p_2(0) + · · · + c^{(1)}_{1k−1}p_{k−1}(0 + 0), . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p_{k−1}(h_1 − 0) = c^{(1)}_{k−1,1}p_1(0) + · · · + c^{(1)}_{k−1,k−1}p_{k−1}(0 + 0), 0 = c^{(1)}_{k1} p_1(0) + c^{(1)}_{k2} p_2(0) + · · · + c^{(1)}_{k,k−1}p_{k−1}(0 + 0);

(3.4)

p_1(h) = c^{(2)}_{11} p_1(h_1) + c^{(2)}_{12} p_2(h_1) + · · · + c^{(2)}_{1k−1}p_{k−1}(h_1 + 0), p_2(h) = c^{(2)}_{21} p_1(h_1) + c^{(2)}_{22} p_2(h_1) + · · · + c^{(2)}_{1k−1}p_{k−1}(h_1 + 0), . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p_{k−1}(h_1 − 0) = c^{(2)}_{k−1,1}p_1(h_1) + · · · + c^{(2)}_{k−1,k−1}p_{k−1}(h_1 + 0), 0 = c^{(2)}_{k1} p_1(h_1) + c^{(2)}_{k2} p_2(h_1) + · · · + c^{(2)}_{k,k−1}p_{k−1}(h_1 + 0);

(3.5)

v kotoryh c^{(i)}_{lm} – fflementy matric C_i = eA^{1 hi} i dlØ razryvnoæ funkcii p_{k−1}(z) ukazany predely sprava i sleva. Iz poslednih sootnoxeniæ (3.4) i (3.5) vyrazim veliqiny

p_{k−1}(0 + 0) = = − c^{(1)}_{k,1} c^{(1)}_{k,k−1} p_1(0) − c^{(1)}_{k,2} c^{(1)}_{k,k−1} p_2(0) − · · · − c^{(1)}_{k,k−2} c^{(1)}_{k,k−1} p_{k−2}(0),

p_{k−1}(h_1 + 0) = − c^{(2)}_{k,1} c^{(2)}_{k,k−1} p_1(h_1) − c^{(2)}_{k,2} c^{(2)}_{k,k−1} p_2(h_1) − · · · − c^{(2)}_{k,k−2} c^{(2)}_{k,k−1} p_{k−2}(h_1)

(3.6)

232 L. A. MOLOTKOV

i podstavim ih v ostal~nye formuly (2.4) i (2.5). Poluqennye ravenstva predstavim v matriqnom vide

W(h_1) = D_1W(0), W(h) = D_2 W(h_1), (3.7) gde D_i =

= c^{(i)}_{11} −^c (i) 1,k�1^{c(i)}k,1 c(^i)_{k,k}�1 , c (i) 12 −^c (i) 1,k�1^{c(i)}k,2 c(^i)_{k,k}�1 , . . . c (i) 1k−2 − c(^i)1_{,k}�1c(^i)_{k,k}�2

c(^i)_{k,k}�1

c^{(i)}_{21} −^c (i) 2,k�1^{c(i)}k,1 c(^i)_{k,k}�1 , c (i) 22 −^c (i) 2,k�2^{c(i)}k,2 c(^i)_{k,k}�1 , . . .c (i) 2,k−2 − c(^i)2_{,k}�1 c(^i)_{k,k}�2

c(^i)_{k,k}�1 , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . c^{(i)}_{k−2,1} −^c (i) k�2,k�1^{c(i)}k,1 c(^i)_{k,k}�1 , . . . c (i) k−2,k−2 − c(^i)_k�2_{,k}�1 c(^i)_{k,k}�2

c(^i)_{k,k}�1 , . (3.8)

Na osnovanii periodiqnosti sredy i sootnoxeniæ (3.7) prihodim k ravenstvam

W(mh) = (D_2D_1)^mW (0) (m = 1, 2, . . .n), (3.9)

svØzyvawim matricy W(mh) na granicah perioda s matriceæ

W(0).

V vyraßeniØh (2.9) soverxim predel~nyæ perehod pri usloviØh (1.9). S fftoæ cel~¸ rassmotrim sperva malye tolwiny h_1 i h_2 i predstavim matricy C_i = e^{hi} A^i priblißennym ravenstvom

C_i = E + A_ih. (3.10)

V sootnoxenii (3.10) sohraneny qleny, kotorye ne starxe lineænyh otnositel~no h_1 i h_2 Iz formuly (3.10) sledu¸t ravenstva

c^{(i)}_{lm} = δ_{lm} + h_i a^{(i)}_{lm} , (3.11)

gde δ_{l,m} – simvol Kronekera, a a^{(i)}_{lm} – fflementy matricy A_i. Posle podstanovki vyraßeniØ (3.11) v ravenstvo (3.8) poslednee zamenØetsØ formuloæ

D_i = E + F_i h_i, (3.12)

O METODAH VYVODA URAVNENI` 233 gde D_i =

a^{(i)}_{11} −^a (i) 1,k�1^{a(i)}k,1 a(^i)_{k,k}�1 , a (i) 12 −^a (i) 1,k�1^{a(i)}k,2 a(^i)_{k,k}�1 , . . . a (i) 1k−2 − a(^i)1_{,k}�1 a(^i)_{k,k}�2

a(^i)_{k,k}�1

a^{(i)}_{21} −^a (i) 2,k�1^{a(i)}k,1 a(^i)_{k,k}�1 , a (i) 22 −^a (i) 2,k�1^{a(i)}k,2 a(^i)_{k,k}�1 , . . .a (i) 2,k−2 − a(^i)2_{,k}�1 a(^i)_{k,k}�2

a(^i)_{k,k}�1 , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a^{(i)}_{k−2,1} −^a (i) k�2,k�1^{a(i)}k,1 a(^i)_{k,k}�1 , . . .a (i) k−2,k−2 − a(^i)_k�2_{,k}�1 a(^i)_{k,k}�2

a(^i)_{k,k}�1 , .

(3.13) S uqetom ravenstv (3.12) i pri sohranenii tol~ko lineænyh qlenov otnositel~no h_i formula (3.9) zamenØetsØ sootnoxeniem

W(mh) = [E + h(F_1θ_1 + F_2θ_2]^m W (0). (3.14)

DlØ provedeniØ ukazannogo predel~nogo perehoda otmetim, qto koordinata z proizvol~noæ toqki sredy predstavlØetsØ ravenstvom

z = mh + Δz, (3.15)

v kotorom natural~noe qislo m opredelØetsØ usloviem

0 < Δz < h. (3.16)

Pri beskoneqnom uveliqenii qisla periodov i pri umen~xenii tolwiny perioda do 0 qislo m takße neograniqenno vozrastaet, pri fftom mh i m/n okazyva¸tsØ ograniqennymi. V rezul~tate (3.14) i (3.15) s uqetom sootnoxeniØ (1.12) zamenØ¸tsØ ravenstvami

W(mh) = e^{mh(}F^{1 θ1+}F^{2θ2)}W (0), mh = z, (3.17)

iz kotoryh sleduet predel~noe sootnoxenie

W(z) = e^{z(}F^{1 θ1+}F^{2θ2)}W (0), (3.18)

vypolnØ¸weesØ vo vseh toqkah sredy. Ono sohranitsØ takße i v tom sluqae, esli v vyraßeniØh (3.10) i (3.14) uqityva¸tsØ ne tol~ko lineænye qleny. Qtoby uskorit~ priblißenie k predel~nomu ravenstvu (3.18) dlØ toqek vblizi poverhnosti z = 0, polezno, kak i v §1, rassmotret~ sluqaæ, kogda sloi perenumerovany v obratnom porØdke, a os~ z imeet protivopoloßnoe napravlenie. Posle differencirovaniØ ravenstva (3.18) po z poluqim uravnenie ∂W ∂z = (F_1θ_1 + F_2θ_2) W, (3.19)

234 L. A. MOLOTKOV

analogiqnoe uravneni¸ (1.13).

Funkcii p^{(i)}_{x−1}(x, z, t) opredeleny s pomow~¸ ravenstv (3.6) na granicah, a veliqiny p^{(i)}_k (x, z, t), soglasno usloviØm (3.1), obrawa¸tsØ v nul~ na vseh granicah. Posle ukazannogo predel~nogo perehoda, kogda vse fiksirovannye toqki okazyva¸tsØ na granicah, ime¸t mesto ravenstva

p^{(i)}_{k−1} = − 1 a^{(i)}_{k,k−1} [ a^{(i)}_{k,1} p_1 + a^{(i)}_{k,2} p_2 + · · · + a^{(i)}_{k,k−2} p_{k−2} ] , p^{(i)}_k = (0),

(3.20)

zapisannye na osnovanii sootnoxeniæ (3.6) na granicah. Veliqiny p^{(i)}_1 , p^{(i)}_2 , . . . p^{(i)}_{k−2}, p^{(i)}_{k−1} i p^{(i)}_k , obrazu¸wie, soglasno pervoæ formule (1.4), odnostolbcovu¸ matricu W_i, opredelØ¸t s pomow~¸ formul (1.15) matricy V_i = (q^{(i)}_{k+1}, q^{(i)}_{k+2}, . . .q^{(i)}_{k+li} )^T vo vseæ srede. Takim obrazom, volnovoe pole posle predel~nogo perehoda opisyvaetsØ uravneniØmi (3.19), (3.20) i (1.15). Veliqiny

p^{(i)}_{k−1}, q^{(i)}_1 , q^{(i)}_2 , . . . q^{(i)}_l , ne vhodØwie v graniqnye usloviØ (3.1), mo-

gut byt~ osredneny ili ne osrednØ¸tsØ v zavisimosti ot usloviæ, ukazannyh v §1.

Posle izloßeniØ strogogo vyvoda ffffektivnoæ modeli ukaßem bolee prostye podhody k fftomu vyvodu. Predpoloßim, qto poslednie graniqnye usloviØ (3.1) vypolnØ¸tsØ ne tol~ko na vseh granicah, no i vo vseh toqkah sredy. S uqetom fftogo predpoloßeniØ vypixem v vide skalØrnyh uravneniæ pervoe matriqnoe ravenstvo (1.3)

∂p(^i)1

∂z = a^{(i)}_{11} p^{(i)}_1 + a^{(i)}_{12} p^{(i)}_2 + · · · + a^{(i)}_{1k−2}p^{(i)}_{k−2} + a^{(i)}_{1k−1}p^{(i)}_{k−1},

∂p(^i)2

∂z = a^{(i)}_{21} p^{(i)}_1 + a^{(i)}_{22} p^{(i)}_2 + · · · + a^{(i)}_{2k−2}p^{(i)}_{k−2} + a^{(i)}_{2k−1}p^{(i)}_{k−1}, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∂p(^i)_k�2

∂z = a^{(i)}_{k−21}p^{(i)}_1 + a^{(i)}_{k−22}p^{(i)}_2 + · · · + a^{(i)}_{k−2k−2}p^{(i)}_{k−2} + a^{(i)}_{k−2k−1}p^{(i)}_{k−1},

∂p(^i)_k�1

∂z = a^{(i)}_{k−11}p^{(i)}_1 + a^{(i)}_{k−12}p^{(i)}_2 + · · · + a^{(i)}_{k−1k−2}p^{(i)}_{k−2} + a^{(i)}_{k−1k−1}p^{(i)}_{k−1},

0 = a^{(i)}_{k1} p^{(i)}_1 + a^{(i)}_{k2} p^{(i)}_2 + · · · + a^{(i)}_{kk−2}p^{(i)}_{k−2} + a^{(i)}_{kk−1}p^{(i)}_{k−1}.

.

(3.21) Vyrazim iz poslednego ravenstva (3.21) veliqinu p^{(i)}_{k−1} i poluqim sootnoxenie (3.20), kotoroe podstavim v pervye k − 2 raven-

O METODAH VYVODA URAVNENI` 235

stva (3.21). V rezul~tate pridem k sootnoxeniØm

∂W^{(i)} ∂z = F_i W^{(i)}, (3.22)

v kotoryh matrica F_i predstavlØetsØ formuloæ (3.13). Osrednennye po periodu proizvodnye ∂p_j /∂z vyraßa¸tsØ sootnoxeniØmi ∂p_j ∂z = ∂p^{(1)}_j ∂z θ_1 +

∂p^{(2)}_j ∂z θ_2 (j = 1, 2, . . .k − 2), (3.23)

kotorye ravnosil~ny uravneni¸ (3.19). Predposlednee ravenstvo (3.21) sleduet otbrosit~, tak kak ono soderßit proizvodnu¸ ∂p^{(i)}_{k−1}/∂z ot funkcii p^{(i)}_{k−1}(z), ime¸weæ razryvy na granicah. FunkciØ p^{(i)}_{k−1}(z) ße vyraßaetsØ pervym sootnoxeniem (3.20) qerez veliqiny p^{(i)}_1 , p^{(i)}_2 , . . .p^{(i)}_{k−2}.

Esli ishodit~ iz uravneniæ (1.2) i graniqnyh usloviæ (3.1), to vyvod uravneniæ ffffektivnoæ modeli svoditsØ k sledu¸wim operaciØm:

1. Na osnovanii graniqnyh usloviæ poloßit~ v uravneniØh (1.2) p^{(i)}_k = 0, p^{(1)}_1 = p^{(2)}_1 , p^{(1)}_2 = p^{(2)}_2 , . . . p^{(1)}_{k−2} = p^{(2)}_{k−2}, pri fftom ∂p^{(1)}_1 /∂z ≠ ∂p^{(2)}_1 /∂z, ∂p^{(1)}_2 /∂z ≠ ∂p^{(2)}_2 /∂z, . . . ∂p^{(1)}_{k−1}/∂z ≠ ∂p^{(2)}_{k−1}/∂z. 2. Dobavit~ uravneniØ (3.23).

3. Iskl¸qit~ iz obrazovavxeæsØ sistemy uravneniæ veliqiny ∂p^{(1)}_1 /∂z, ∂p^{(2)}_1 /∂z, ∂p^{(1)}_2 /∂z, ∂p^{(2)}_2 /∂z, . . . ∂p^{(1)}_{k−2}/∂z, ∂p^{(2)}_{k−2}/∂z,

∂p^{(1)}_{k−1}/∂z, ∂p^{(2)}_{k−1}/∂z. Posle fftih operaciæ sistema uravneniæ so-

derßit l_1 + l_2 + k uravneniæ otnositel~no l_1 + l_2 + k veliqin p_1,

p_2, . . .p_k, q^{(1)}_1 , q^{(1)}_2 , . . .q^{(1)}_{l1} , q^{(2)}_1 , q^{(2)}_2 , . . .q^{(2)}_{l2} .

4. V fftoæ sisteme uravneniæ sleduet provesti osrednenie veliqin q^{(i)}_j v sootvetstvii s usloviØmi, ukazannymi v §1. V rezul~tate fftogo osredneniØ opredelØetsØ koliqestvo uravneniæ i koliqestvo faz v ffffektivnoæ modeli.

§4. Vyvod ffffektivnoæ modeli sloistoæ poristoæ sredy s kontaktom proskal~zyvaniØ na granicah

V kaqestve primera rassmotrim poristu¸ sloistu¸ periodiqesku¸ transversal~no-izotropnu¸ sredu (ris. 1), v kotoroæ oba sloØ takße opisyva¸tsØ obobwennymi uravneniØmi Bio

236 L. A. MOLOTKOV

(2.1). Na granicah meßdu sloØmi vypolnØ¸tsØ usloviØ

u_{z1} = u_{z2}, w_{z1} = w_{z2}, τ_{zz1} = τ_{zzz}, p_1 = p_2, τ_{xz1} = τ_{xz2} = 0, (4.1)

analogiqnye usloviØm (3.1), pri fftom dva poslednih usloviØ udovletvorØ¸tsØ takße i pri z = 0 i z = H.

Soglasno §3 i sootnoxeniØm (4.1), my predpolagaem, qto τ_{xz} = 0, ∂τ_{xz} / ∂z = 0 (4.2)

vo vseæ srede, i otbrasyvaem qetvertoe uravnenie (2.1), tak kak ono soderßit proizvodnu¸ ∂u_x/∂z ot razryvnoæ funkcii u_x(z). Posle fftih operaciæ qislo neizvestnyh funkciæ i qislo uravneniæ v kaßdom sloe sokrawaetsØ do 7. Iz usloviæ (4.1) takße sleduet, qto funkcii u_z, w_z, τ_{zz} i p, kotorye v sloØh 1 i 2 ravny sootvetstvenno u_{zi}, w_{zi}, τ_{zzi} i p_i (i = 1, 2), ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi vne frontov vo vsem intervale 0 6 z 6 H. Ih proizvodnye, soglasno predpoloßeniØm (3.23), predstavlØ¸tsØ ravenstvami ∂u_z ∂z = ∂u_{z1} ∂z θ_1 + ∂u_{z2} ∂z θ_2, ∂w_z ∂z = ∂w_{z1} ∂z θ_1 + ∂w_{z2} ∂z θ_2, ∂τ_{zz} ∂z = ∂τ_{zz1} ∂z θ_1 + ∂τ_{zz2} ∂z θ_2, ∂p ∂z = ∂p_1 ∂z θ_1 + ∂p_2 ∂z θ_2.

(4.3)

Qtoby zapisat~ uravneniØ dlØ osrednennyh proizvodnyh (4.3) i drugih osrednØemyh i neosrednØemyh veliqin, predstavim uravneniØ (4.1) s uqetom sdelannyh predpoloßeniæ ravenstvami ∂u_{zi} ∂z = −α_{1i} ∂u_{xi} ∂x + α_{6i}τ_{zz} + α_{4i}p, ∂w_{zi} ∂z + ∂w_{xi} ∂x = α_{2i} ∂u_{xi} ∂x − α_{4i}τ_{zz} − α_{5i}p, τ_{xxi} = α_{3i} ∂u_{xi} ∂x + α_{1i}τ_{zz} + α_{2i}p, β_{1i} ∂^2u_{xi} ∂t^2 − β_{2i} ∂p ∂x − ∂τ_{xxi} ∂x = 0, (4.4) ∂^2w_{xi} ∂t^2 = −β_{2i} ∂^2u_{xi} ∂t^2 − β_{3i} ∂p ∂x , ∂τ_{zzi} ∂z = ρ_{zi} ∂^2u_z ∂t^2 + ρ_{fzi} ∂^2w_z ∂t^2 ,

O METODAH VYVODA URAVNENI` 237 − ∂p_i ∂z = ρ_{fzi} ∂^2u_z ∂t^2 + m_{zi} ∂^2w_z ∂t^2 (i = 1, 2),

gde ispol~zovany oboznaqeniØ (2.7). Analiz uravneniæ (4.4) pokazyvaet, qto krome osredneniØ proizvodnyh (4.3), moßno ewe provesti osrednenie otnositel~nyh smeweniæ w_{xi} po formule

w_x = w_{x1} θ_1 + w_{x2} θ_2. (4.5)

Takoe osrednenie okazalos~ vozmoßnym, tak kak veliqiny w_{xi} vhodØt tol~ko vo vtoroe i pØtoe uravneniØ (4.4) v vide proizvodnyh po x i t i ne ime¸t kofffficientov i tak kak posle fftogo osredneniØ sohranØetsØ vid uravneniæ zakona Guka i uravneniæ dvißeniØ sploxnoæ poristoæ sredy. HotØ naprØßenie τ_{xxi} i ego proizvodnaØ po x takße vhodØt v uravneniØ (4.4) bez kofffficientov, osrednenie fftih veliqin nel~zØ provodit~, poskol~ku v fftom sluqae ili suwestvenno usloßnØetsØ forma okonqatel~- nyh uravneniæ, ili koliqestvo uravneniæ okazyvaetsØ men~xe na edinicu qisla neizvestnyh.

Posle osredneniØ uravneniæ (4.4) po formulam (4.3) i (4.5) prihodim k uravneniØm ∂u_z ∂z = −α_{11} θ_1 ∂u_{x1} ∂x − α_{12} θ_2 ∂u_{x2} ∂x + A_6 τ_{zz} + A_4 p, ∂w_z ∂z + ∂w_x ∂x = α_{21} θ_1 ∂u_{x1} ∂x + α_{22} θ_2 ∂u_{x2} ∂x − A_4 τ_{zz} − A_5 p, (4.6) τ_{xxi} = α_{3i} ∂u_{xi} ∂x + α_{1i} τ_{zz} + α_{2i} p (i = 1, 2); β_{1i} ∂^2u_{xi} ∂t^2 − β_{2i} ∂p ∂x − ∂τ_{xxi} ∂x = 0 (i = 1, 2),

∂^2w_x ∂t^2 = −β_{21} θ_1

∂^2u_{x1} ∂t^2 − β_{22} θ_2

∂^2u_{x2} ∂t^2 − B_3 ∂p ∂x ; (4.7) ∂τ_z ∂z = (ρ_{z1} θ_1 + ρ_{z2} θ_2)

∂^2u_z ∂t^2 + (ρ_{fz1} θ_1 + ρ_{fz2} θ_2)

∂^2w_z ∂t^2 , − ∂p ∂z = (ρ_{fz1} θ_1 + ρ_{fz2} θ_2)

∂^2u_z ∂t^2 + (m_{z1} θ_1 + m_{z2} θ_2)

∂^2w_z ∂t^2 , (4.8)

v kotoryh ispol~zu¸tsØ oboznaqeniØ (2.10). RexaØ uravneniØ (4.6) otnositel~no τ_{xx1}, τ_{xx2}, τ_{zz}, p i vyraßaØ proizvodnye

238 L. A. MOLOTKOV ∂τ_{xx1}/∂x, ∂τ_{xx2}/∂x, ∂p/∂x iz sootnoxeniæ (4.7), pridem k urav-

neniØm

θ_1 τ_{xx1} = P_{11} ∂u_{x1} ∂x + P_{12} ∂u_{x2} ∂x + F̃_1 ∂u_z ∂z + M̃_1 ( ∂w_x ∂x + ∂u_z ∂z ) ,

θ_2 τ_{xx2} = P_{12} ∂u_{x1} ∂x + P_{22} ∂u_{x2} ∂x + F̃_2 ∂u_z ∂z + M̃_2 ( ∂w_x ∂x + ∂u_z ∂z ) ,

τ_{zz} = F̃_1 ∂u_{x1} ∂x + F̃_2 ∂u_{x2} ∂x + C ∂u_z ∂z + Q ( ∂w_x ∂x + ∂u_z ∂z ) , (4.9) −p = M̃_1 ∂u_{x1} ∂x + M̃_2 ∂u_{x2} ∂x + Q ∂u_z ∂z + R ( ∂w_x ∂x + ∂u_z ∂z ) ;

θ_1 ∂τ_{xx1} ∂x = ρ_{x11}

∂^2u_{x1} ∂t^2 + ρ_{x12}

∂^2u_{x2} ∂t^2 + ρ̃_{fx1} ∂^2w_x ∂t^2 , θ_2 ∂τ_{xx2} ∂x = ρ_{x12}

∂^2u_{x1} ∂t^2 + ρ_{x22}

∂^2u_{x2} ∂t^2 + ρ̃_{fx2} ∂^2w_x ∂t^2 , (4.10) ∂p ∂x = ρ̃_{fx1} ∂^2u_{x1} ∂t^2 + ρ̃_{fx2} ∂^2u_{x2} ∂t^2 + m_x ∂^2w_x ∂t^2 , v kotoryh kofffficienty C, Q, R i m_x opredeleny ravenstvami (2.11), a ostal~nye kofffficienty ime¸t vyraßeniØ

P_{11} = θ_1 ( α_{31} + θ_1

A_5 α^2_{11} − 2A_4 α_{11} α_{21} + A_6 α^2_1 A_5 A_6 − A^2_4 ) ,

P_{12} = θ_1 θ_2

A_5 α_{11} α_{12} + A_6 α_{21} α_{22} − A_4(α_{11} α_{22} + α_{12} α_{21}) A_5 A_6 − A^2_4 ,

P_{22} = θ_2 ( α_{32} + θ_2

A_5 α^2_{12} − 2A_4 α_{12} α_{22} + A_6 α^2_2 A_5 A_6 − A^2_4 ) , (4.11)

F̃_1 = θ_1 α^{11} A^5 − α^{21} A^4 A_5 A_6 − A^2_4

, F̃_2 = θ_2 α_{12} A_5 − α_{22} A_4 A_5 A_6 − A^2_4 , M̃_1 = θ_1 α^{11} A^4 − α^{21} A^5 A_5 A_6 − A^2_4

, M̃_2 = θ_2 α_{12} A_4 − α_{22} A_5 A_5 A_6 − A^2_4 ;

ρ_{11} = θ_1 ( β_{11} + β^2_1 θ_1 B_3 ) = θ_1ρ_{x1} m_{x2} + θ_2(ρ_{x1} m_{x1} − ρ^2_{fx1}) θ_1 m_{x2} + θ_2 m_{x1} θ_1,

O METODAH VYVODA URAVNENI` 239

ρ_{12} = β_{21} β_{22} θ_1 θ_2 B_3 = ρ_{fx1} ρ_{fx2} θ_1 θ_2 θ_1 m_{x2} + θ_2 m_{x1}

, (4.12)

ρ_{22} = θ_2 ( β_{12} + β^2_2 θ_2 B_3 ) = θ_2ρ_{x2} m_{x1} + θ_1(ρ_{x2} m_{x2} − ρ^2_{fx2}) θ_1 m_{x2} + θ_2 m_{x1} θ_2,

ρ̃_{fx1} = β_{21} θ_1 B_3 = ρ_{fx1} m_{x2} θ_1 θ_1 m_{x2} + θ_2 m_{x1} , ρ̃_{fx2} = β_{22} θ_2 B_3 = ρ_{fx2} m_{x1} θ_2 θ_1 m_{x2} + θ_2 m_{x1} . UravneniØ (4.8)–(4.10) sovmestno s formulami (4.11) i (4.12) opisyva¸t volnovoe pole v ffffektivnoæ modeli, kotoraØ ØvlØetsØ trehfaznoæ. PervaØ faza harakterizuetsØ smeweniØmi u_{x1},

u_z i naprØßeniØmi τ_{xx1}, τ_{zz}, a vtoraØ faza opisyvaetsØ smewe-

niØmi u_{x2}, u_z i naprØßeniØmi τ_{xx2}, τ_{zz} . Obe ffti fazy svØzany so skeletom, kotoryæ sostoit iz tverdyh qastic pervogo i vtorogo sloev. Tret~Ø faza ØvlØetsØ ßidkoæ i harakterizuetsØ otnositel~nymi smeweniØmi w_x, w_z i davleniem p. ȷidkosti iz oboih sloev osrednØ¸tsØ v “odnu ßidkost~.”

Provedem ffnergetiqeskoe issledovanie poluqennoæ trehfaznoæ modeli. S fftoæ cel~¸ pomnoßim pervoe uravnenie (4.8) na

∂u_z/∂t, vtoroe uravnenie (4.8) na ∂w_z/∂t i tri uravneniØ (4.10)

pomnoßim sootvetstvenno na ∂u_{x1}/∂t, ∂u_{x2}/∂t i ∂w_x/∂t. Poluqennye pØt~ uravneniæ sloßim poqlenno. Posle nesloßnyh preobrazovaniæ obrazovavxegosØ uravneniØ s uqetom uravneniæ zakona Guka (4.9) pridem k sootnoxeni¸ ffnergetiqeskogo balansa ∂p_x ∂x + ∂p_z ∂z = ∂ ∂t (W_k + W_p), (4.13)

v kotorom

p_x = θ_1 τ_{xx1} ∂u_{x1} ∂t + θ_2 τ_{xx2} ∂u_{x2} ∂t − p ∂w_x ∂t , p_z = τ_{zz} ∂u_z ∂t − p ∂w_z ∂t (4.14)

– potoki ffnergiæ vdol~ oseæ x i z,

W_k = 1 2 [ ρ_{x11} ( ∂u_{x1} ∂t )_2

+ 2ρ_{x12} ∂u_{x1} ∂t ∂u_{x2} ∂t + ρ_{x22} ( ∂u_{x2} ∂t )_2 +

+2ρ̃_{fx1} ∂u_{x1} ∂t ∂w_x ∂t + 2ρ̃_{fx2} ∂u_{x2} ∂t ∂w_x ∂t + m_x ∂ ∂t ( ∂w_x ∂t )_2 +

240 L. A. MOLOTKOV

+ (ρ_{z1} θ_1 + ρ_{z2} θ_2) ( ∂u_z ∂t )_2

+ 2 (ρ_{fx1} θ_1 + ρ_{fx2} θ_2) ∂u_z ∂t ∂w_z ∂t +

(m_{z1} θ_1 + m_{z2} θ_2) ( ∂w_z ∂t )_2]

, (4.15)

W_p = 1 2 [ P_{11} ( ∂u_{x1} ∂x )_2 + P_{22} ( ∂u_{x2} ∂x )_2 + C ( ∂u_z ∂z )_2 + R ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z )_2 + +2P_{12} ∂u_{x1} ∂x ∂u_{x2} ∂x + 2F̃_1 ∂u_{x1} ∂x ∂u_z ∂z + 2F̃_2 ∂u_{x2} ∂x ∂u_z ∂z + +2M̃_1 ∂u_{x1} ∂x ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) + 2M̃_2 ∂u_{x2} ∂x ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) + +2Q ∂u_z ∂z ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z )] (4.16)

– plotnosti kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ. Vyraßenie (4.15) predstavlØet soboæ summu dvuh kvadratiqnyh form otnositel~no argumentov ∂u_{x1}/∂t, ∂u_{x2}/∂t, ∂w_x/∂t i argumentov ∂u_z/∂t, ∂w_z/∂t, a pravaØ qast~ sootnoxeniØ (4.16) ØvlØetsØ kvadratiqnoæ formoæ, zavisØweæ ot veliqin ∂u_{x1}/∂x, ∂u_{x2}/∂x,

∂u_z/∂t i ∂w_x/∂x+∂w_z /∂z. Tak kak vse tri upomØnutye kvadratiq-

nye formy okazyva¸tsØ poloßitel~no opredelennymi, to ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ ffnergetiqeski ustoæqivoæ.

Rassmotrim teper~ qastnyæ sluqaæ, kogda v zadannoæ srede oba sloØ sostoØt iz odinakovogo materiala i

P_1 = P_2, C_1 = C_2, R_1 = R_2, M_1 = M_2,

F_1 = F_2, Q_1 = Q_2, L_1 = L_2, ρ_{x1} = ρ_{x2}, ρ_{fx1} = ρ_{fx2}, m_{x1} = m_{x2}, ρ_{z1} = ρ_{z2}, ρ_{fz1} = ρ_{fz2}, m_{z1} = m_{z2}. (4.17)

Graniqnye usloviØ (4.1) v fftom sluqae po-preßnemu vypolnØ- ¸tsØ. Pri usloviØh (4.17) predel~nye smeweniØ u_{x1} i u_{x2} okazyva¸tsØ odinakovymi i

u_{x1} = u_{x2}, (4.18)

a naprØßeniØ σ_{xx1} i σ_{xx2} opredelØ¸tsØ po formule

σ_{xx} = σ_{xx1} θ_1 + σ_{xx2} θ_2. (4.19)

O METODAH VYVODA URAVNENI` 241

Ispol~zuØ sootnoxeniØ (4.17)–(4.19), prihodim posle rØda preobrazovaniæ uravneniæ (4.8)–(4.10) k uravneniØm τ_{xx} = P ∂u_x ∂x + F ∂u_z ∂z + M ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) ,

τ_{zz} = F ∂u_x ∂x + C ∂u_z ∂z + Q ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) ,

−p = M ∂u_x ∂x + Q ∂u_z ∂z + R ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) ,

τ_{xz} = 0, ∂τ_{xx} ∂x = ρ_x ∂^2u_x ∂t^2 + ρ_{fx} ∂^2w_x ∂t^2 , (4.20) − ∂p ∂x = ρ_{fx} ∂^2u_x ∂t^2 + m_x ∂^2w_x ∂t^2 , ∂τ_{zz} ∂z = ρ_z ∂^2u_z ∂t^2 + ρ_{fz} ∂^2w_z ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_{fz} ∂^2u_z ∂t^2 + m_z ∂^2w_z ∂t^2 , v kotoryh kofffficienty P , F , M , C, Q, R, ρ_x, ρ_{fx}, m_x, ρ_z, ρ_{fz} i

m_z sovpada¸t s sootvetstvu¸wimi kofffficientami, harakteri-

zu¸wimi zadannye odinakovye poristye sloi. Po sravneni¸ s uravneniØmi (2.1) v uravneniØh (4.20) kasatel~noe naprØßenie

τ_{xz} i ego proizvodnaØ ∂τ_{xz} /∂z obrawa¸tsØ v nul~ i L = 0.

V zakl¸qenie otmetim, qto provedennye v rabote [13] vyvody ffffektivnyh modeleæ v sluqae qeredovaniæ poristogo i uprugogo sloev, a takße poristogo i ßidkogo sloev opravdyvaetsØ issledovaniØmi §3. OstanovimsØ tol~ko na samyh suwestvennyh momentah fftih vyvodov. V sluqae poristo-uprugoæ sredy vsledstvie graniqnyh usloviæ (3.2) [13] neobhodimo v uravneniØh (2.5) i (2.6) poloßit~ w_{zi} = 0 i otbrosit~ poslednee uravnenie (2.6) kak soderßawee proizvodnu¸ ∂p_i/∂z razryvnoæ funkcii. Pri ispol~zovanii uravneniæ teorii uprugosti standartnymi putØmi poluqa¸tsØ uravneniØ (3.9) i (3.10) [13] modeli poristouprugoæ sredy. V sluqae poristo-ßidkoæ sredy na osnovanii graniqnyh usloviæ (4.2) [13] sleduet v uravneniØh (2.5) i (2.6) poloßit~ τ_{xzi} = 0 i p_i + τ_{zzi} = 0. Osobennost~ vyvoda v fftom sluqae sostoit v tom, qto iz uravneniæ (2.5) i (2.6) iskl¸qa¸tsØ

242 L. A. MOLOTKOV

ne odno, a dva uravneniØ. Okonqatel~nye uravneniØ ffffektivnoæ modeli predstavlØ¸tsØ ravenstvami (4.18) i (4.19) [13].

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (96-05-65904).

Literatura

1. G. E. Backus, Long-wave elastic anisotropy produced by horizontal layering. — J. Geophys. Res. 67, No. 11 (1962), 4427–4400.

2. E. Sanchez-Palencia, Non-homogeneous media and vibration theory. — Lecture Notes in Physics, Berlin: Springer-Verlag 127 (1980), 398.

3. N. S. Bahvalov, G. P. Panasenko, Osrednenie processov v neodnorodnyh sredah. Matematiqeskie zadaqi mehaniki kompozicionnyh materialov. Nauka, M. (1984), 352s.

4. L. A. Molotkov, Ob ffkvivalentnosti sloisto-periodiqeskih i transversal~no-izotropnyh sred. — Zap. nauqn. semin. LOMI 89 (1979), 219–233.

5. L. A. Molotkov, O novom sposobe vyvoda uravneniæ osrednennoæ ffffektivnoæ modeli periodiqeskih sred. — Zap. nauqn. semin. POMI 195 (1991), 82–102.

6. M. Schoenberg, F. Muir, A calculus for finely layered anisotropic media. — Geophysics 54, No. 5 (1989), 581–589.

7. T. J. Plona, K. W. Winkler, M. Schoenberg, Acoustic waves alternating fluid/solid layers. — J. Acoust. Soc. Am. 81, No. 5 (1987), 1227–1234.

8. R. H. Tatham, M. D. Matthews, K. K. Sekharan, C. J. Wade, L. M. Liro, A physical model study of shear-wave splitting and fracture intensity. — Geophysics 57, No. 5 (1992), 647–652.

9. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, �ffektivnaØ model~ trewinovatoæ sredy s trewinami, opisyvaemymi poverhnostØmi razryvov smeweniæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 218 (1994), 118–137.

10. C-J. Hsu, M. Schoenberg, Elastic waves through a simulated fractured medium.

— Geophysics 58, No. 7 (1993), 964–977.

11. S. Gelinsky, S. Shapiro, Poroelastic effective media model for fractured and layered reservoir rock. 65th Annual International Meeting, Society of Exploration Geophysists, Expanded Abstracts (1995), 922–925.

12. M. A. Biot, Theory of propagation of elastic waves in fluid-saturated porous solid.

I Low-frequency range. — J. Acoust. Soc. Am. 28, No. 2 (1956), 168–178. 13. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, �ffektivnye modeli sloistyh sred, soderßawih poristye sloi Bio. — Zap. nauqn. semin. POMI 239 (1997), 140–163.

14. L. A. Molotkov, A. E. Hilo, Issledovanie odnofaznyh i mnogofaznyh ffffektivnyh modeleæ, opisyva¸wih periodiqeskie sredy. — Zap. nauqn. semin. LOMI 140 (1984), 105–122.

15. L. A. Molotkov, Ob ffffektivnoæ modeli, opisyva¸weæ sloistu¸ periodiqesku¸ uprugu¸ sredu s kontaktami proskal~zyvaniØ na granicah. — Zap. nauqn. semin. LOMI 210 (1994), 192–212.

O METODAH VYVODA URAVNENI` 243 Molotkov L. A. On the derivation methods of the equations describing the effective models of layered media.

The derivation methods of the equations describing the effective models of layered periodic media are represented. Elastic and fluid media and porous Biot media can be as such ones. At first the effective models are derived by the strict approach and then some operations of the derivation are changed for more simple operations giving right results. As result the comparatively simple and justified method of derivation of the effective model equations is established. In particular, this method allows rather to simplify and to justify the derivation of the effective model in the case of media containing the Biot layers and to establish the equations of the effective model of the porous layered medium intersected by fractures on which there is slide contact.

Postupilo 26 noØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN