Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 250, 1998 g.

A. V. Xanin VOZBUȷDENIE VOLNOVOGO POL˚ V TREUGOL^NO` OBLASTI S IMPEDANSNYMI GRANIQNYMI USLOVI˚MI

Vvedenie

V nastoØweæ rabote rassmatrivaetsØ zadaqa o vozbußdenii volnovogo polØ v oblasti, predstavlØ¸weæ soboæ ravnostoronniæ treugol~nik s impedansnymi granicami. Takoæ oblast~¸ moßet byt~ akustiqeskiæ volnovod ili rezonator.

Sleduet otmetit~, qto analogiqnaØ zadaqa s ideal~nymi graniqnymi usloviØmi (Dirihle ili Neæmana) moßet byt~ legko rexena metodom otraßeniæ [1]. K soßaleni¸, fftot metod okazyvaetsØ neprigodnym v sluqae impedansnyh graniqnyh usloviæ. Krome togo, oqevidno, metod razdeleniØ peremennyh k takoæ zadaqe takße neprimenim. DlØ rexeniØ postavlennoæ zadaqi v nastoØweæ rabote ispol~zu¸tsØ funkcional~nye uravneniØ tipa Mal¸ßinca [2].

DannaØ rabota postroena sledu¸wim obrazom. V pervom razdele raboty s pomow~¸ II formuly Grina vyvoditsØ funkcional~noe uravnenie, ispol~zu¸wee v kaqestve neizvestnoæ funkcii Fur~e-obraz polØ na granice oblasti. �to uravnenie uprowaetsØ s ispol~zovaniem svoæstv simmetrii zadaqi. Rezul~tatom ØvlØetsØ funkcional~noe uravnenie, svØzyva¸wee lineænym obrazom znaqeniØ neizvestnoæ funkcii ^u(φ) v toqkah φ, φ + 2π/3 i φ − 2π/3 pri proizvol~nom φ. Formuliru¸tsØ ograniqeniØ, nakladyvaemye na neizvestnu¸ funkci¸. �ti ograniqeniØ vyraßa¸tsØ v usloviØh analitiqnosti i ubyvaniØ na beskoneqnosti i ØvlØ¸tsØ sledstviem izvestnyh teorem o svoæstvah preobrazovaniØ Fur~e finitnyh funkciæ.

Vo vtorom razdele k poluqennomu funkcional~nomu uravneni¸ primenØetsØ metod otraßeniæ. V rezul~tate udaetsØ iskl¸- qit~ iz funkcional~nogo uravneniØ znaqenie neizvestnoæ funkcii pri odnom iz treh znaqeniæ argumentov.

DannaØ rabota podderßana grantom INTAS 96-441. 300

VOZBUȷDENIE VOLNOVOGO POL˚ 301 V tret~em razdele issleduetsØ vopros o sobstvennyh znaqeniØh i sobstvennyh funkciØh ukazannoæ oblasti. Pokazano, qto sobstvennye funkcii ØvlØ¸tsØ lineænymi kombinaciØmi ploskih voln.

V qetvertom razdele rexaetsØ zadaqa s neodnorodnymi graniqnymi usloviØmi. Rexenie predstavleno v vide rØda po kornØm nekotoroæ celoæ funkcii, vyraßa¸weæ svoæstva granicy oblasti.

V pØtom razdele ukazana procedura vosstanovleniØ volnovogo polØ vnutri oblasti. S pomow~¸ II formuly Grina postroeno integral~noe predstavlenie polØ.

V xestom razdele issleduetsØ povedenie poluqennogo rexeniØ v sluqae, kogda storona treugol~nika velika po sravneni¸ s dlinoæ volny, a sreda obladaet malym zatuhaniem. Pokazano, qto v fftom sluqae rexenie perehodit v poluqennoe ranee rexenie dlØ uglovoæ oblasti s impedansnymi granicami.

1. Postanovka zadaqi i vyvod funkcional~nyh uravneniæ

Rassmotrim ravnostoronniæ treugol~nik so storonoæ L. Poloßenie fftogo treugol~nika na koordinatnoæ ploskosti pokazano na Ris. 1. Pronumeruem storony treugol~nika qislami 0, 1, 2 v poloßitel~nom napravlenii, naqinaØ s gorizontal~noæ storony. Vvedem lokal~nye lineænye koordinaty l_0, l_1, l_2 vdol~ kaßdoæ iz storon treugol~nika, kak pokazano na risunke. Oqevidno, qto kaßdaØ iz fftih koordinat prinimaet znaqeniØ ot 0 do L. �ti koordinaty udobny pri rabote s funkciØmi, opredelennymi na storonah treugol~nika. Dalee budem oboznaqat~, naprimer, simvolom u(l_0) znaqeniØ funkcii u na storone 0, a simvolom u(a)|_{l0} znaqenie funkcii u v toæ toqke storony 0, gde peremennaØ l_0 prinimaet znaqenie a.

Simvolom n budem oboznaqat~ vnutrenn¸¸ normal~ k granice treugol~nika. Na Ris. 1 pokazan ugol φ, ispol~zuemyæ pri vyvode funkcional~nyh uravneniæ.

Pust~ vnutri treugol~nika dlØ nekotoryæ funkcii u(x, y) vypolnØetsØ uravnenie Gel~mgol~ca:

Δu + k^2_0u = 0. (1)

Otmetim, qto rassmatrivaetsØ stacionarnaØ zadaqa, priqem zavisimost~ ot vremeni vybiraetsØ v vide e^{iωt}, qto sootvetstvu-

302 A. V. XANIN

Ris. 1. GeometriØ zadaqi.

et vyboru volny, rasprostranØ¸weæsØ v poloßitel~nom napravlenii osi x v vide e^{−ikx}.

Na granice treugol~nika vypolnØ¸tsØ impedansnye graniqnye usloviØ ∂u ∂n − iuk_0 sin β = Φ, (2)

gde sin β – parametr, a Φ – zadannye funkcii, opredelennye na storonah treugol~nika i ime¸wie smysl vynußda¸wih sil. V sluqae odnorodnyh graniqnyh usloviæ (Φ = 0) kofffficient otraßeniØ ploskoæ volny, pada¸weæ pod uglom ψ na poverhnost~, raven

K_{ref} = sin ψ − sin β sin ψ + sin β . Ots¸da usloviem passivnogo haraktera poverhnosti ØvlØetsØ uslovie

Re[sin β] ¿ 0.

Neobhodimo potrebovat~ vypolneniØ Meæksnerovskih usloviæ v uglah treugol~nika. Esli r – rasstoØnie do verxiny treugol~- nika, funkciØ u vedet sebØ vblizi verxiny kak

u ∼ U_0 + o(r^δ), gde δ > 0.

Pristupim k vyvodu funkcional~nogo uravneniØ. DlØ fftogo vospol~zuemsØ vtoroæ formuloæ Grina: ∫ [ u^′ ∂u ∂n − u ∂u^′ ∂n ] dΓ = 0, (3)

VOZBUȷDENIE VOLNOVOGO POL˚ 303 gde funkciØ u^′ – proizvol~noe rexenie uravneniØ (1) v rassmatrivaemoæ oblasti, a integrirovanie provoditsØ po granice oblasti.

V kaqestve u^′ vyberem plosku¸ volnu, rasprostranØ¸wu¸sØ pod uglom φ k osi x:

u^′ = e^{−ik0(x cos φ+y sin φ)}.

Poskol~ku integrirovanie v (3) provoditsØ po granice treugol~nika, imeet smysl vyØsnit~, qto predstavlØet soboæ ograniqenie u^′ na storonah treugol~nika. Nesloßnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto zavisimosti ime¸t vid:

u^′(l_0) = e^{−ik0l0 cos φ} u^′(l_1) = e^{−ik0L cos φ}e^{−ik0l1 cos(φ−2π/3)} u^′(l_2) = e^{−ik0L cos(φ−π/3)}e^{−ik0l2 cos(φ+2π/3)}. Analogiqno vyqislØ¸tsØ normal~nye proizvodnye u^′:

∂u^′(l_0) ∂n = −ik_0 sin φe^{−ik0l0 cos φ},

∂u^′(l_1) ∂n = −ik_0 sin(φ − 2π/3)e^{−ik0L cos φ} e^{−ik0l1 cos(φ−2π/3)}, ∂u^′(l_2) ∂n = −ik_0 sin(φ + 2π/3)e^{−ik0L cos(φ−π/3)} e^{−ik0l2 cos(φ+2π/3)}.

Normal~naØ proizvodnaØ polØ u, vhodØwaØ v (3), vyqislØetsØ s pomow~¸ sootnoxeniØ ∂u ∂n = Φ + iuk_0 sin β,

neposredstvenno sledu¸wego iz graniqnyh usloviæ (2).

Poluqennye sootnoxeniØ moßno podstavit~ v uravnenie (3).

304 A. V. XANIN Poluqim

0 = L∫ 0 [−iu(l_0)k_0(sin φ + sin β) − Φ(l_0)]e^{−ik0l0 cos φ}dl_0+

+ L∫ 0 e^{−ik0L cos φ} [ −iu(l_1)k_0 ( sin ( φ − 2π 3 ) + sin β ) − Φ(l_1) ] × ×e^{−ik0l1 cos(φ−2π/3)}dl_1+ + L∫ 0 e^{−ik0L cos(φ−π/3)} [ −iu(l_2)k_0 ( sin ( φ + 2π 3 ) + sin β ) − Φ(l_2) ] × ×e^{−ik0l2 cos(φ+2π/3)}dl_2. (4) Vospol~zuemsØ estestvennoæ simmetrieæ zadaqi otnositel~no povorota vokrug geometriqeskogo centra na ugol 2π/3. Rassmotrim tri nezavisimyh zadaqi, oblada¸wie svoæstvami u_ν(l) | l1 = e^{2πiν/3}u_ν(l) | l0 , u_ν(l) | l2 = e^{−2πiν/3}u_ν(l) | l0 Φ_ν (l) | |_{l1} = e^{2πiν/3}Φ_ν(l) | |_{l0} , Φ_ν (l) | |_{l2} = e^{−2πiν/3}Φ_ν (l) | |_{l0} , gde ν prinimaet znaqeniØ 0,1,-1. Oqevidno, qto kaßdomu tipu simmetrii u sootvetstvuet tot ße tip simmetrii Φ.

Faktiqeski, prodelannoe preobrazovanie est~ diskretnoe preobrazovanie Fur~e po nomeru storony. Bolee toqno, formuly prØmogo i obratnogo preobrazovaniØ ime¸t vid

u_ν(l) = 1 3 [ u(l) | |_{l0} + e^{−2πiν/3}u(l) | |_{l1} + e^{−4πiν/3}u(l) | |_{l2} ], u(l) | |_{lj} = u_0(l) + e^{2πij/3}u_1(l) + e^{4πij/3}u_2(l).

Analogiqnye formuly vypolnØ¸tsØ dlØ Φ.

Dalee rassmatrivaetsØ zadaqa, prinadleßawaØ k odnomu iz opisannyh tipov, i indeks ν ne vypisyvaetsØ.

Integraly, vhodØwie v (4) ime¸t formu integralov Fur~e.

VOZBUȷDENIE VOLNOVOGO POL˚ 305 Opredelim prØmoe preobrazovanie Fur~e sledu¸wim obrazom: ^u(φ) = L∫ 0 u(l)e^{−ik0l cos φ} dl

^Φ(φ) = i k_0 L∫ 0 Φ(l)e^{−ik0l cos φ} dl. (5)

Otmetim, qto kombinaciØ, sootvetstvu¸waØ prostranstvennoæ qastote, est~ k_0 cos φ. Sledovatel~no, formula obratnogo preobrazovaniØ imeet vid u(l) = k_0 2π ∞∫ −∞ u(φ)e^{ik0l cos φ} d cos φ. S uqetom vvedennyh oboznaqeniæ uravnenie (4) imeet vid

(sin φ + sin β)^u(φ)+ +e^{−i(k0L cos φ−2πν/3)} ( sin ( φ − 2π 3 ) + sin β ) ^u ( φ − 2π 3 ) + +e^{−i(k0L cos(φ−π/3)+2πν/3} ( sin ( φ + 2π 3 ) + sin β ) ^u ( φ + 2π 3 ) = = ^Φ(φ) + e^{−i(k0L cos φ−2πν/3)} ^Φ ( φ − 2π 3 ) + +e^{−i(k0L cos(φ−π/3)+2πν/3} ^Φ ( φ + 2π 3 ) .

(6)

Neizvestnyæ v fftom uravnenii ØvlØetsØ funkcii ^u(φ). V tom sluqae, esli udastsØ naæti fftu zavisimost~ (dlØ vseh treh znaqeniæ ν), moßno vosstanovit~ znaqeniØ polØ i ego proizvodnoæ na vseæ granice oblasti. Posle fftogo moßno izvestnymi metodami vosstanovit~ pole vnutri oblasti.

DlØ togo, qtoby rexit~ uravnenie (6), neobhodimo uqest~ ograniqeniØ na funkci¸ ^u(φ), sledu¸wie iz opredeleniØ (5).

Oqevidno, qto ^u(φ) – celaØ funkciØ peremennoæ φ, oblada¸- waØ simmetrieæ i periodiqnost~¸ ^u(−φ) = ^u(φ), ^u(φ + 2π) = ^u(φ) (7)

306 A. V. XANIN

Meæksnerovskie usloviØ v uglah treugol~nika privodØt k ograniqeniØm na rost neizvestnoæ funkcii ^u(φ) < D| cos φ|^{−1}e^{−ik0L cos φ}, Im[cos φ] > 0 ^u(cos φ) < D| cos φ|^{−1}, Im[cos φ] < 0 (8) Uravnenie (6) ØvlØetsØ funkcional~nym v tom smysle, qto ono svØzyvaet znaqeniØ neizvestnoæ funkcii pri treh razliqnyh znaqeniØh argumenta.

2. Primenenie metoda otraßeniæ k funkcional~nomu uravneni¸ V uravnenie (6) vhodØt neizvestnye znaqeniØ ^u(φ), ^u(φ−2π/3),

^u(φ + 2π/3). Vypolnim v uravnenii (6) formal~nu¸ zamenu φ → −φ i vospol~zuemsØ svoæstvami (7). Neizvestnye znaqeniØ

transformiru¸tsØ sledu¸wim obrazom: ^u(φ) → ^u(−φ) = ^u(φ), ^u(φ − 2π/3) → ^u(−φ − 2π/3) = ^u(φ + 2π/3), ^u(φ + 2π/3) → ^u(−φ + 2π/3) = ^u(φ − 2π/3). Sledovatel~no, poluqennoe v rezul~tate provedennoæ zameny peremennoæ uravnenie soderßit te ße neizvestnye znaqeniØ, odnako s drugimi kofffficientami. Bolee toqno, poluqaetsØ uravnenie

(− sin φ + sin β)^u(φ)+ +e^{−i(k0L cos φ−2πν/3)} ( − sin ( φ + 2π 3 ) + sin β ) ^u ( φ + 2π 3 ) + +e^{−i(k0L cos(φ+π/3)+2πν/3)} ( − sin ( φ − 2π 3 ) + sin β ) ^u ( φ − 2π 3 ) = = ^Φ(φ) + e^{−i(k0L cos φ−2πν/3)} ^Φ ( φ + 2π 3 ) + +e^{−i(k0L cos(φ+π/3)+2πν/3)} ^Φ ( φ − 2π 3 ) . (9) Uravnenie (9) pozvolØet iskl¸qit~ iz uravneniØ (6) odnu iz treh neizvestnyh veliqin, naprimer, ^u(φ): ^u(φ − 2π/3) f(φ − 2π/3) − ^u(φ + 2π/3) f(φ + 2π/3) = μ(φ), (10)

VOZBUȷDENIE VOLNOVOGO POL˚ 307 gde μ(φ) = − 2 sin φ^Φ(φ)λ ( φ +^{2π}_3 ) λ ( φ −^{2π}_3 ) f ( φ −^{2π}_3 ) f ( φ +^{2π}_3 ) +

+ [ (sin β − sin φ) − (sin β + sin φ)λ ( φ +^{2π}_3 )] ^ Φ ( φ −^{2π}_3 ) f ( φ −^{2π}_3 ) f ( φ +^{2π}_3 ) −

− [ (sin β + sin φ) − (sin β − sin φ)λ ( φ −^{2π}_3 )] ^ Φ ( φ +^{2π}_3 ) f ( φ −^{2π}_3 ) f ( φ +^{2π}_3 ) , (11)

f(φ) = ( sin β + sin ( φ + 2π 3 )) ( sin β − sin ( φ − 2π 3 )) − ( sin β − sin ( φ + 2π 3 )) ( sin β + sin ( φ − 2π 3 )) λ(φ), λ(φ) = e^{−i(k0L cos φ−2πν/3)}. Takim obrazom, v rezul~tate prodelannoæ zameny poluqeno funkcional~noe uravnenie, soderßawee znaqeniØ neizvestnoæ funkcii pri dvuh razliqnyh znaqeniØh argumenta (vmesto treh). VypolnennaØ procedura imeet opredelennyæ fiziqeskiæ smysl. Iskl¸qenie ^u(φ) s pomow~¸ ^u(−φ) predstavlØet soboæ uqet otraßeniØ ploskoæ volny ot impedansnoæ poverhnosti. K fftomu vyvodu legko priæti, rassmotrev kofffficienty pri ^u(φ) v uravneniØh (6) i (9). Ih otnoxenie ravno kofffficientu otraßeniØ ploskoæ volny ot impedansnoæ poverhnosti.

Sdelannye zameqaniØ pozvolØ¸t rassmatrivat~ metod funkcional~nyh uravneniæ, ispol~zuemyæ v nastoØweæ rabote, kak razvitie metoda otraßeniæ.

3. Sobstvennye funkcii i sobstvennye znaqeniØ

Uravnenie (11) pozvolØet opredelit~ sobstvennye znaqeniØ postavlennoæ zadaqi (toqnee, postroit~ transcendentnoe uravnenie dlØ opredeleniØ sobstvennyh qisel).

Rassmotrim odnorodnoe uravnenie, t.e. poloßim μ(φ) = 0. Poluqim ^u(φ − 2π/3) f(φ − 2π/3) = ^u(φ + 2π/3) f(φ + 2π/3) .

308 A. V. XANIN

Poslednee uravnenie vypolnØetsØ pri vseh φ, sledovatel~no ego moßno usilit~: ^u(φ) f(φ) = ^u(φ + 2π/3) f(φ + 2π/3) = ^u(φ − 2π/3) f(φ − 2π/3) . (12)

Krome togo, oqevidno, ^u(−φ) f(−φ) = ^u(φ) f(φ) . (13)

FunkciØ ^u(φ)/f(φ) ubyvaet na beskoneqnosti i ne ravna nul¸ toßdestvenno, sledovatel~no, ona imeet pol¸sa.

S drugoæ storony, pol¸sa funkcii ^u(φ)/f(φ) sootvetstvu¸t nekotorym iz nuleæ funkcii f(φ). Pust~ k_0 sootvetstvuet odnomu iz sobstvennyh znaqeniæ oblasti. Togda, kak sleduet iz (12), dolßno suwestvovat~ qislo γ takoe, qto γ, γ + 2π/3 i γ − 2π/3 ØvlØ¸tsØ nulØmi funkcii f(φ).

Takim obrazom, imeetsØ 3 uravneniØ otnositel~no dvuh neizvestnyh (γ i k_0). Pokaßem, qto iz dvuh uravneniæ sleduet tret~e, t.e., esli, naprimer, γ i γ + 2π/3 ØvlØ¸tsØ nulØmi f(φ), to

γ − 2π/3 takße ØvlØetsØ nulem f(φ).

Preßde vsego, vypixem oqevidnoe trigonometriqeskoe toßdestvo

cos φ + cos(φ + 2π/3) + cos(φ − 2π/3) = 0.

Ots¸da sleduet, qto λ(φ)λ(φ − 2π/3)λ(φ + 2π/3) = 1. Dalee, iz sistemy uravneniæ, sootvetstvu¸wih usloviØm f(γ) = 0 i f(γ + 2π/3) = 0: λ(γ) = (sin β + sin(γ + 2π/3))(sin β − sin(γ − 2π/3)) (sin β − sin(γ + 2π/3)(sin β + sin(γ − 2π/3))

λ(γ + 2π/3) =

(sin β + sin(γ − 2π/3))(sin β − sin γ) (sin β − sin(γ − 2π/3))(sin β + sin γ)

(14)

Moßno poluqit~ (umnoßiv odno na drugoe) tret~e uravnenie, sootvetstvu¸wee uslovi¸ f(γ − 2π/3) = 0: λ(γ − 2π/3) = (sin β + sin γ)(sin β − sin(γ + 2π/3)) (sin β − sin γ)(sin β + sin(γ + 2π/3)) .

VOZBUȷDENIE VOLNOVOGO POL˚ 309 FunkciØ f(φ) obladaet ewe odnim oqevidnym svoæstvom. Ona periodiqna s periodom 2π i simmetriqna, t.e. f(φ) = f(−φ). Sledovatel~no, esli α udovletvorØet sisteme (14) pri dannom

k_0, to −α takße udovletvorØet sisteme (14) pri tom ße k_0. Sle-

dovatel~no, imeet smysl govorit~ ne o kakom-to odnom znaqenii γ, a o xesti znaqeniØh: ±γ, ±γ ± 2π/3.

Takim obrazom, sistema iz dvuh uravneniæ (14), rassmatrivaemaØ otnositel~no neizvestnyh γ i k_0, pozvolØet opredelit~ sobstvennye znaqeniØ rassmatrivaemoæ oblasti.

Nuli funkcii f(φ) raspolaga¸tsØ pri bol~xih znaqeniØh

| Im[φ]| vblizi prØmyh Re[φ] = πn, n ∈ Z, priqem lix~ koneq-

noe qislo nuleæ leßit vne polos πn − δ < Re[φ] < πn + δ, pri

δ > 0. Ots¸da sleduet, qto pri dannom k_0 ne bolee koneqnogo

qisla znaqeniæ γ udovletvorØ¸t sisteme (14).

Uravnenie dlØ opredeleniØ sobstvennyh qisel zadaqi okazyvaetsØ transcendentnym. Rassmotrim qastnyæ sluqaæ – graniqnye usloviØ Neæmana. V sluqae graniqnyh usloviæ Neæmana funkciØ f(φ) imeet vid

f_N (φ) = (1 − λ(φ)) sin(φ + 2π/3) sin(φ − 2π/3). (15)

(V sluqae graniqnyh usloviæ Dirihle opisannaØ vyxe procedura dolßna byt~ izmenena. V kaqestve neizvestnoæ funkcii neobhodimo vybrat~ znaqeniØ normal~noæ proizvodnoæ polØ na granice.)

Nuli funkcii f_N (φ) pri proizvol~nom k_0 legko mogut byt~ naædeny. �to znaqeniØ φ = ±2π/3, a takße opredelØemye sootnoxeniem cos(φ) = 2π(n + ν/3)/(k_0L), n ∈ Z. Zadaqa opredeleniØ sobstvennyh znaqeniæ k_0 svoditsØ k kvadratnomu uravneni¸, v rexenie kotorogo vhodØt proizvol~nye celye parametry a i b:

k^2_0 =

4π^2 L^2 [( a + b + 2ν 3 )_2 + (a − b)^2 3 ] ,

cos γ = −

2π(a + b + 2ν/3) k_0L . Krome togo, pri ν = 0 imeetsØ rexenie γ = 0 pri l¸bom k_0.

�to sootvetstvuet pol¸ u = const vezde vnutri oblasti.

VernemsØ k zadaqe s impedansnymi graniqnymi usloviØmi i vyØsnim, kakim sobstvennym funkciØm sootvetstvu¸t poluqen-

310 A. V. XANIN nye sobstvennye znaqeniØ. Pust~ dannomu k_0 sootvetstvuet neskol~ko razliqnyh znaqeniæ γ.

NeizvestnaØ funkciØ ^u(φ), udovletvorØ¸waØ usloviØm (12) i (13) imeet vid: ^u(φ) = ∑ j A_j f(φ) cos 3φ − cos 3γ_j

, (16)

gde A_j – proizvol~nye kofffficienty.

Zametim, qto sistema (14) moßet byt~ istolkovana v terminah “obyqnogo” metoda otraßeniæ. Ona vyraßaet tot fakt, qto ploskaØ volna, ispytav dva posledovatel~nyh otraßeniØ, perehodit v plosku¸ volnu, poluqa¸wu¸sØ iz ishodnoæ posle povorota na ugol 2πj i umnoßeniØ na e^{2πij} , gde j = ±1.

S fftoæ toqki zreniØ kaßdaØ sobstvennaØ moda, opredelØemaØ formuloæ (16), moßet byt~ predstavlena kak lineænaØ kombinaciØ xesti ploskih voln, poluqa¸wihsØ v rezul~tate posledovatel~nyh otraßeniæ ot storon treugol~nika ploskoæ volny, rasprostranØ¸weæsØ pod uglom −γ_j k osi x.

Procedura vosstanovleniØ volnovogo polØ s pomow~¸ vtoroæ formuly Grina rassmotrena niße.

4. Zadaqa s neodnorodnymi graniqnymi usloviØmi v nerezonansnom sluqae

Rexenie neodnorodnogo uravneniØ (10) moßet byt~ postroeno sledu¸wim obrazom. Rassmotrim pol¸sa pravoæ i levoæ qasti. Zametim, qto funkcii ^u(φ) i ^Φ(φ) ne mogut imet~ pol¸sov, sledovatel~no, pol¸sa svØzany tol~ko s nulØmi funkcii f(φ). Budem predpolagat~, qto qastota vynußda¸wih sil ne ØvlØetsØ rezonansnoæ qastotoæ oblasti. �to oznaqaet, qto ni odin nul~ funkcii f(φ) ne ØvlØetsØ nulem funkciæ f(φ ± 2π/3).

Pust~ α_i – vse nuli funkcii f(φ), leßawie v polose −π 6

Re[φ] < π. FunkciØ μ(φ) imeet pol¸sa v toqkah α_i + 2π/3 + 2πn i α_i − 2π/3 + 2πn. Pervoe slagaemoe v levoæ qasti imeet pol¸sa v

toqkah α_i + 2π/3 + 2πn, a vtoroe – v toqkah α_i − 2π/3 + 2πn.

Predstavim (formal~no) μ(φ) v vide ^u(φ) f(φ) = ∑ i ∞∑ n=−∞ [ Res [μ(φ), α_i + 2π/3] φ − (α_i + 2π/3) + 2πn + Res [μ(φ), α_i − 2π/3]) φ − (α_i − 2π/3) + 2πn ] .

VOZBUȷDENIE VOLNOVOGO POL˚ 311 Oqevidno, kaßdoe iz slagaemyh v levoæ qasti (10) moßet byt~ predstavleno kak summa sootvetstvu¸wih osobennosteæ pravoæ qasti: ^u(φ) f(φ) = ∑ i ∞∑ n=−∞ Res [μ(φ), α_i + 2π/3] φ − α_i + 2πn = = − 1 2 ∑ i sin α_iRes [μ(φ), α_i + 2π/3] cos φ − cos α_i . (17)

Zametim, qto vtoroe ravenstvo sleduet iz utverßdeniØ

Res [μ(φ), α_i + 2π/3] = −Res [μ(φ), −α_i + 2π/3], (18)

kotoroe proverØetsØ neposredstvenno. (V vykladkah Øvno uqityvaetsØ, qto α_i – nuli funkcii f(φ).)

Rexenie (17) opredelØetsØ s toqnost¸ do celoæ funkcii, odnako poslednØØ ravna nul¸ v silu ubyvaniØ ^u(φ)/f(φ) v oblastØh, ne soderßawih pol¸sov.

Zametim, qto pri bol~xih po modul¸ celyh n spravedlivy ocenki

cos α_n ∼ 2πn + 2πν/3 k_0L , Res [μ(φ), α_n + 2π/3] ∼ cos^{−4} α_n,

(19)

qto podtverßdaet shodimost~ i ubyvanie v (17).

5. Vosstanovlenie volnovogo polØ v oblasti

V rezul~tate rexeniØ funkcional~nyh uravneniæ v predyduwih razdelah byli poluqeny neizvestnye funkcii ^u(φ) dlØ odnorodnoæ i neodnorodnoæ zadaqi. Ukaßem sposob vosstanovleniØ volnovogo polØ vnutri oblasti.

DlØ fftogo snova vospol~zuemsØ vtoroæ formuloæ Grina (3), priqem v kaqestve vspomogatel~noæ funkcii u^′ vyberem funkci¸ Grina uravneniØ (1) dlØ ploskosti:

u^′(r) = H^{(1)}_0 (|r − r^′|),

gde H^{(1)}_0 – funkciØ HankelØ pervogo roda nulevogo znaqka.

Pol~zuØs~ izvestnoæ asimptotikoæ funkcii HankelØ vblizi nulØ

H^{(1)}_0 (z) ∼ − 2i π ln z,

312 A. V. XANIN poluqaem predstavlenie polØ

u(r^′) = − i 4 ∫ [ ∂u ∂n u^′ − ∂u^′ ∂n u ] dΓ, (20)

gde integrirovanie proizvoditsØ po granice oblasti, a radiusvektor r^′ sootvetstvuet poloßeni¸ istoqnika funkcii HankelØ.

Vospol~zuemsØ integral~nym predstavleniem funkcii HankelØ [3]:

H^{(1)}_0 (z) = 1 π ∫ S e^{iz cos(t−α)}dt. Kontur integrirovaniØ S pokazan na Ris. 2. Parametr α moßet prinimat~ deæstvitel~nye znaqeniØ ot 0 do π.

Ris. 2. Kontur integrirovaniØ pri vyqislenii funkcii HankelØ.

Budem iskat~ znaqenie polØ v toqke s polØrnymi koordinatami (ρ, ψ), vvedennymi posredstvom

x = ρ cos ψ, y = ρ sin ψ.

Vyqislim integral po storone s nomerom 0 v vyraßenii (20). Vvedem dlØ kaßdoæ toqki fftoæ storony parametr α kak pokazano na Ris. 3. Vyqislim ∂u/∂n i ∂u^′/∂n. Izmenim porØdok integrirovaniØ, proizvodØ vnaqale integrirovanie po storone, a zatem po konturu S. Zametim, qto integrirovanie po storone snova privodit k integralam vida (5). ProdelyvaØ tu ße proceduru

VOZBUȷDENIE VOLNOVOGO POL˚ 313

Ris. 3. K vyqisleni¸ volnovogo polØ vnutri oblasti.

dlØ dvuh drugih storon, poluqim vyraßenie u(ρ, ψ) = k_0 4π ∫ S [−^Φ(t) + (sin β + sin t)^u(t)]× ×[e^{ik0ρ cos(ψ−t)} + e^{ik0ρ cos(ψ−t−2π/3)}λ(t + 2π/3)+ +e^{ik0ρ cos(ψ−t+2π/3)}λ^{−1}(t)]dt. (21)

Moßet okazat~sØ poleznym predstavlenie, v kotorom integrirovanie proizvoditsØ po trem razliqnym konturam: u(ρ, ψ) = k_0 4π ∫ S [−^Φ(t) + (sin β + sin t)^u(t)]e^{ik0ρ cos(ψ−t)}dt+

+ k_0 4π ∫ S+ 2^π3 [ −^Φ ( t − 2π 3 ) + ( sin β + sin ( t − 2π 3 )) ^u ( t − 2π 3 )] × (22) ×e^{ik0ρ cos(ψ−t)}λ(t)dt+

+ k_0 4π ∫ S− 2^π3 [ −^Φ ( t + 2π 3 ) + ( sin β + sin ( t + 2π 3 )) ^u ( t + 2π 3 )] ×

×e^{ik0ρ cos(ψ−t)}λ^{−1} ( t + 2π 3 ) dt. Formuly (21) i (22) rexa¸t zadaqu o vosstanovlenii polØ v oblasti.

314 A. V. XANIN

Prodemonstriruem vozmoßnosti privedennyh formul na primere vosstanovleniØ polØ sobstvennyh funkciæ zadaqi. Vospol~zuemsØ rexeniem (16), postroennym v tret~em razdele. Rassmotrim odno iz slagaemyh v summe: ^u(φ) = A_j f(φ) cos 3φ − cos 3γ_j = = A_j ( sin β + sin ( φ +^{2π}_3 )) ( sin β − sin ( φ −^{2π}_3 )) cos 3φ − cos 3γ_j − − A_j ( sin β − sin ( φ +^{2π}_3 )) ( sin β + sin ( φ −^{2π}_3 )) λ(φ) cos 3φ − cos 3γ_j . Primenim formulu (22). Zametim, qto slagaemye v podyntegral~nyh vyraßeniØh mogut byt~ peregruppirovany kak u(ρ, ψ) = k_0 4π ∫ S − ∫ S− 2^π3 e^{ik0ρ cos(ψ−t)}×

× (sin β + sin t) ( sin β + sin ( t +^{2π}_3 )) ( sin β − sin ( t −^{2π}_3 )) cos 3t − cos 3γ_j dt + . . . (PodrazumevaetsØ naliqie ewe dvuh analogiqnyh slagaemyh, v kotoryh kaßdoe podyntegral~noe vyraßenie integriruetsØ po dvum konturam).

Integraly mogut byt~ legko vyqisleny. Deæstvitel~no, kontury S i S − 2π/3 moßno zamknut~ na beskoneqnosti, pol~zuØs~ ubyvaniem ffksponencial~nogo mnoßitelØ. Posle fftogo integraly svodØtsØ k summe vyqetov v toqkah ±γ_j , ±γ_j +2π/3, ±γ_j −2π/3. Vospol~zovavxis~ ravenstvami (14), poluqaem u(ρ, ψ) = k_0 6 6∑ n=1 e^{ik0ρ cos(ψ−γj,n)} sin 3γ_{j,n} × (23)

(sin β + sin γ_{j,n}) ( sin β + sin ( γ_{j,n} + 2π 3 )) ( sin β − sin ( γ_{j,n} − 2π 3 )) , gde γ_{j,n} probegaet znaqeniØ ±γ_j , ±γ_j + 2π/3, ±γ_j − 2π/3.

Iz formuly (23) sleduet, qto sobstvennaØ funkciØ predstavlØet soboæ summu xesti ploskih voln.

VOZBUȷDENIE VOLNOVOGO POL˚ 315

6. Rexenie neodnorodnoæ zadaqi pri bol~xih L

Formuly (17), (23) opredelØ¸t rexenie neodnorodnoæ zadaqi. Pri fftom struktura rexeniØ takova, qto ne predstavlØetsØ oqevidnym, kakim obrazom ffto rexenie perehodit v izvestnye rexeniØ dlØ impedansnogo klina s uglom rastvora, ravnym π/3.

Predpoloßim, qto dlina storony treugol~nika L oqen~ velika, a k_0 imeet malu¸ mnimu¸ dobavku −iε. Budem iskat~ rexenie, polagaØ, qto snaqala L stremitsØ k beskoneqnosti, a zatem ε k nul¸.

Ris. 4. Oblast~ rosta funkcii ˘(Œ).

Issleduem nuli funkcii f(φ) v opisannoæ asimptotike. Oqevidno, qto λ(φ) bystro rastet v oblasti, leßaweæ meßdu konturami C i C + π (oblast~ zaxtrihovana na Ris. 4) i ubyvaet meßdu konturami C−π i C. Otmetim, qto zdes~ i dalee vse toqki na ploskosti φ opredelØ¸tsØ s toqnost~¸ do 2πn. Nuli funkcii f(x) mogut byt~ dvuh tipov. K pervomu tipu otnesem nuli, leßawie na granice oblasteæ, t.e. na konturah C i C − π = −C. Pri fftom koliqestvo pol¸sov δn, prihodØwihsØ na uqastok δφ, opredelØetsØ iz (19) kak δn δφ = k_0L| sin φ| 2π . (24)

Ko vtoromu tipu otnesem nuli proizvedeniØ (sin β + sin(φ +

2π/3))(sin β − sin(φ − 2π/3)), leßawie v oblasti ubyvaniØ funk-

cii λ(φ), a takße nuli proizvedeniØ (sin β + sin(φ − 2π/3))(sin β −

sin(φ + 2π/3)), leßawie v oblasti rosta funkcii λ(φ). Oqevid-

no, qto naliqie i poloßenie fftih nuleæ zavisit ot β. Netrudno proverit~, qto pri 0 < Re[β] < π/3 i Im[β] < 0 nuleæ vtorogo tipa voobwe net. Imenno fftot sluqaæ rassmatrivaetsØ niße.

316 A. V. XANIN

Budem iskat~ ^u(φ) pri 0 < Re[φ] < π/3 i Im[φ] < 0. Krome togo, budem interesovat~sØ povedeniem u(l_0) pri nebol~xih znaqeniØh l_0. �to imeet sledu¸wie posledstviØ. Kak sleduet iz (17), ^u(φ) imeet vid ^u(φ) = −f(φ) 1 2 ∑ i sin α_iRes [μ(φ), α_i + 2π/3] cos φ − cos α_i . DlØ storony s nomerom 0 pri malyh l_0 moßno ograniqit~sØ slagaemym f(φ), ne soderßawim λ(φ): ^u(φ) = − ( sin β + sin ( φ +^{2π}_3 )) ( sin β − sin ( φ −^{2π}_3 )) 2 × × ∑ i sin α_iRes [μ(φ), α_i + 2π/3] cos φ − cos α_i . Summirovanie po pol¸sam, leßawim vdol~ kontura C, moßno zamenit~ integrirovaniem pri dostatoqno bol~xoæ plotnosti pol¸sov na edinicu dliny δn/δφ, t.e. pri dostatoqno bol~xih znaqeniØh k_0L. Pereædem ot summirovaniØ k integrirovani¸, vospol~zovavxis~ (18) i (24): ^u(φ) = ( sin β + sin ( φ +^{2π}_3 )) ( sin β − sin ( φ −^{2π}_3 )) k_0L 2π × (25) × ∫ C sin^2 αRes [μ(φ), α + 2π/3]dα cos φ − cos α . Bez poteri obwnosti moßno sqitat~, qto vynußda¸waØ sila predstavlena toqeqnymi istoqnikami, raspoloßennymi na rasstoØnii d ot naqala koordinat na storonah s nomerami 0 i 2 i ime¸wimi amplitudy −ik_0A_0 i −ik_0A_2 sootvetstvenno. Pri fftom

^Φ(φ) = A_0e^{−ik}0^{d cos(φ)} + A_2e^{−ik}0^{d cos(φ̇)}λ(φ).

Mnoßitel~ Res [μ(φ), α+2π/3] v podyntegral~nom vyraßenii (25) moßno vyqislit~, prenebregaØ veliqinoæ λ(φ) v teh oblastØh, gde ona bystro ubyvaet s rostom L:

Res [μ(φ), α + 2π/3] = i k_0L sin α ×

VOZBUȷDENIE VOLNOVOGO POL˚ 317 × [ A_0e^{−ik0d cos(α)} + A_2e^{ik0d cos(α+2π/3)} (sin β + sin α)(sin β + sin(α + 2π/3))(sin β − sin(α − 2π/3)) −

− A_0e^{−ik0d cos(α−2π/3)} + A_2e^{ik0d cos(α+2π/3)} (sin β + sin α)(sin β − sin(α + 2π/3))(sin β − sin(α − 2π/3)) + + A_0e^{−ik0d cos(α−2π/3)} + A_2e^{ik0d cos(α)} (sin β + sin α)(sin β − sin(α + 2π/3))(sin β + sin(α − 2π/3)) ] . Poluqennoe integral~noe predstavlenie moßet byt~ privedeno k formulam iz stat~i [4] s pomow~¸ peregruppirovki slagaemyh i deformacii konturov integrirovaniØ.

7. Obsußdenie rezul~tatov

Sdelaem neskol~ko zameqaniæ po povodu poluqennyh rezul~- tatov.

Funkcional~nye uravneniØ, podobnye ispol~zovannym v nastoØweæ rabote, mogut byt~ legko vyvedeny dlØ l¸boæ dvumernoæ zakrytoæ oblasti s kusoqno-lineænoæ graniceæ. DlØ otkrytyh oblasteæ procedura vyvoda uravneniæ neskol~ko sloßnee, odnako i v fftom sluqae pohoßie uravneniØ mogut byt~ ispol~- zovany.

Tot fakt, qto dlØ ravnostoronnego treugol~nika s impedansnoæ graniceæ funkcional~nye uravneniØ udalos~ rexit~ v Øvnom vide, ob¨ØsnØetsØ udaqnoæ geometrieæ vybrannoæ oblasti. Avtoru neizvestny rexeniØ dlØ takih oblasteæ, kak, naprimer, proizvol~nyæ treugol~nik ili pravil~nyæ pØtiugol~nik. V to ße vremØ, predstavlØetsØ interesnym naæti priblißennye ili qislennye metody rexeniØ funkcional~nyh uravneniæ ukazannogo tipa.

V zakl¸qenie avtor blagodarit M. A. LØlinova, A. V. Osipova, V. M. Babiqa i drugih uqastnikov seminara “Dni difrakcii 97”, sdelavxih rØd poleznyh zameqaniæ po soderßani¸ dannoæ raboty.

Literatura

1. G. Lame, Lecons sur la theorie mathe’matique de l’elasticite des corps solides.

Paris, Bachelier, 1852.

2. G. D. Mal¸ßinec, Vozbußdenie, otraßenie i izluqenie poverhnostnyh voln na kline s zadannymi impedansami graneæ. — Dokl. Akad. Nauk SSSR 121, No. 3 ((god)), 436–439.

318 A. V. XANIN 3. I. M. Ryßik, I. S. Gradxteæn, Tablicy integralov, summ, rØdov i proizvedeniæ. Gos. izd-vo tehniko-teoretiqeskoæ literatury, M., L., 1951.

4. A. V. Xanin, K zadaqe o vozbußdenii voln v klinovidnoæ oblasti. — Akust. ßurn. 42, No. 5 (1996), 696–701.

Shanin A. V. Exitation of the wave field in the triangular domain with impedance boundary conditions.

The equation of Gelmgoltz in a close domain which is an equilateral triangle with nonhomogeneous impedance boundary conditions is considered. The functional equation in which an unknown function is Fouriesimage of the wave field on the boundary of the domain is constracted. This functional equation is solved for the case of the homogeneous boundary conditions (the problem on eigenvalues) as well as for the case of the nonhomogeneous boundary conditions in the absence of the resonance.

Postupilo 7 oktØbrØ 1997 g. Sankt-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ Universitet