Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 250, 1998 g.

ı. B. ˚nuxanec

FUNDAMENTAL^NOE REXENIE ZADAQI KOXI LINE`NOGO ODNOSKOROSTNOGO URAVNENI˚ BOL^CMANA DL˚ ANIZOTROPNO` SREDY

RassmatrivaetsØ fundamental~noe rexenie zadaqi Koxi E(t, x, s; s_0) lineænogo odnoskorostnogo uravneniØ Bol~cmana

(∂/∂t + c(s, gradx) + γ)E(t, x, s; s_0) = = γν ∫ Ω f((s, s^′)) E(t, x, s^′; s_0) ds^′ + δ(t) δ(x) δ(s − s_0),

spravedlivogo pri vseh (t, x) ∈ R^{n+1}, priqem pri t < 0 trebuetsØ

E(t, x, s; s_0) = 0.

Zdes~ n = 1, 2, 3; s, s_0 ∈ Ω, ravnomu otrezku [−1, 1] pri n = 1, S^1 pri n = 2 i S^2 pri n = 3; sootvetstvu¸wie mery Lebega ds normirovany; c, γ > 0, ν ∈ (0, 1] konstanty; f( , ) ¿ 0 funkciØ rasseØniØ, nepreryvno zavisØwaØ lix~ ot skalØrnogo proizvedeniØ vektorov (s, s^′); ∫ Ω f((s, s^′))ds^′ = 1. S pomow~¸ pre-

obrazovaniØ Fur~e–Laplasa po prostranstvenno-vremennym argumentam zadaqa svoditsØ k issledovani¸ integral~nogo uravneniØ po peremennoæ s. Ego Ødro okazyvaetsØ analitiqeskim v trubqatoæ oblasti nad konusom, soprØßennym k perednemu prostranstvenno-vremennomu. �to pozvolØet dokazat~ odnoznaqnu¸ razreximost~ ishodnoæ zadaqi pri l¸bom fiksirovannom s v klasse obobwennyh funkciæ umerennogo rosta s nositelØmi v perednem prostranstvenno-vremennom konuse. V sluqae izotropnogo rasseØniØ f( . ) = 1 rexenie integral~nogo uravneniØ moßet byt~ vypisano Øvno. �to pozvolØet v “priblißenii malyh dlin svobodnogo probega” na osnove teoremy tauberova tipa dlØ obobwennyh funkciæ poluqit~ razliqnye slabye predely E(t, x, s; s_0). Otmeqeny svØzi s fundamental~nymi rexeniØmi uravneniØ teploprovodnosti i ego obobweniem na dissipativnyæ sluqaæ. 319

320 ı. B. ˚NUXANEC §1. Vvedenie

Fundamental~noe rexenie zadaqi Koxi lineænogo odnoskorostnogo uravneniØ Bol~cmana ffto rexenie sledu¸weæ zadaqi:

(∂/∂t + c(s, gradx) + γ)E(t, x, s; s_0) = = γν ∫ Ω f((s, s^′))E(t, x, s^′; s_0) ds^′ + δ(t) δ(x) δ(s − s_0), (1.1)

spravedlivogo pri vseh vewestvennyh t, v to vremØ kak pri t < 0 trebuetsØ E(t, x, s; s_0) = 0. (1.2)

Pri fftom x ∈ R^n, (n = 1, 2, 3); s, s_0 ∈ Ω, gde Ω ravnØetsØ otrezku [−1, 1] pri n = 1, S^1 pri n = 2 i S^2 pri n = 3; sootvetstvu¸wie mery Lebega ds normirovany na edinicu; c skorost~ rasprostraneniØ; γ postoØnnoe mikroskopiqeskoe seqenie pogloweniØ, ravnoe obratnomu sredneæ dliny svobodnogo probega qasticy; ν ∈ (0, 1] veroØtnost~ ispuskaniØ qasticy vsled za pogloweniem; (s, s^′) skalØrnoe proizvedenie vektorov; f( , ) ¿ 0 funkciØ rasse- ØniØ, nepreryvno zavisØwaØ ot kosinusa ugla meßdu napravleniØmi s^′ i s poglowennoæ i ffmittirovannoæ qastic, priqem ∫ Ω f((s, s^′)) ds^′ = 1. (1.3)

Takim obrazom E(t, x, s; s_0) opisyvaet ffvol¸ci¸ “fflementarnoæ strui qastic,” ispuwennyh v toqke x = 0 v moment vremeni t = 0 v napravlenii s_0, dvißuwihsØ ravnomerno i prØmolineæno so skorost~¸ c i izmenØ¸wih v moment stolknoveniØ lix~ napravlenie dvißeniØ s s^′ na s s veroØtnost~¸ f((s, s^′)).

DlØ proØsneniØ smysla ispol~zovannyh veliqin polezno vvesti makroskopiqesku¸ plotnost~ qisla qastic

ρ (t, x; s_0) = ∫ Ω E(t, x, s; s_0) ds, (1.4)

a takße makroskopiqesku¸ plotnost~ potoka qastic

J(t, x; s_0) = c ∫ Ω s E(t, x, s; s_0) ds. (1.5)

FUNDAMENTAL^NOE REXENIE ZADAQI KOXI 321 IntegriruØ (1.1) po ds pri t > 0 i prinimaØ vo vnimanie (1.4) i (1.5) prihodim k uravneni¸ nerazryvnosti

∂ρ (t, x; s_0)/∂t + div J(t, x; s_0) = γ(ν − 1)ρ (t, x; s_0). (1.6)

Iz uravneniØ (1.6) vytekaet (pri uslovii ρ (t, x; s_0) ¿ 0) to, qto sluqaæ ν = 1 opisyvaet konservativnu¸ sredu, v to vremØ kak ν < 1 otveqaet dissipativnoæ srede.

Pust~

V_c = { (t, x) ∈ [0, +∞) ⋃ R^n : ct ¿ (^n∑ k=1 (x^k)^2 )_{1/2}} , (1.7)

oboznaqaet peredniæ prostranstvenno-vremennoæ konus. Perepisav uravnenie (1.1) v vide integral~nogo uravneniØ vdol~ luqa, prohodØwego qerez toqku (t, x) v napravlenii s [1] moßno dokazat~, qto rexenie zadaqi (1.1)+(1.2) pri fiksirovannom s sosredotoqenno v predelah V_c. Bolee togo, ffto rexenie moßno predstavit~ v vide

E(t, x, s; s_0) = exp(−γt)δ(x − cts_0) θ(t) δ(s − s_0) + E^s(t, x, s; s_0), (1.8)

qto otveqaet razloßeni¸ rexeniØ na “prØmu¸” i “rasseØnnu¸” qasti, gde θ(t) = 0 pri t < 0 i θ(t) = 1 pri t ¿ 0. Pri fftom funkcional E^s(t, x, s; s_0) neotricatelen i pri l¸bom fiksirovannom s ego sußenie na V_c imeet smysl i ØvlØetsØ

a) pri ν < 1 ograniqennoæ meroæ, udovletvorØ¸weæ ocenke | | ( E^s(t, x, s; s_0), φ (t, x) )| | 6^(γ (1 − ν)^{)−1}ν max |φ(t, x)|_{x:|x|6ct} ; (1.9)

b) pri ν = 1 meroæ umerennogo rosta s ocenkoæ | | ( E^s(t, x, s; s_0), φ (t, x) )| | 6 +∞∫ 0 dt^′ max |φ(t^′, x^′)| x^0:|x^0|6ct

, (1.10)

gde φ(t, x) ∈ S(V_c) – prostranstvo gladkih bystroubyva¸wih funkciæ. V to ße vremØ suwestvennu¸ dopolnitel~nu¸ informaci¸ o rexenii moßno poluqit~ ispol~zuØ mownu¸ tehniku [2], osnovannu¸ na izomorfizme meßdu prostranstvom S^′(V_c) obobwennyh funkciæ umerennogo rosta s nositelØmi v V_c i graniqnymi znaqeniØmi funkciæ, golomorfnyh v podhodØweæ trubqatoæ oblasti.

322 ı. B. ˚NUXANEC

Bolee toqno: pust~

V^∗_c = { v = (v_0, . . . , v_n) ∈ R^{n+1} : tv_0 + n∑ k=1 x^k v_k ¿ 0,

(t, x) ∈ V_c ⇐⇒ v_0 ¿ c (^n∑ k=1 v^2_k )_{1/2}} , (1.11)

konus, soprØßennyæ k V_c i pust~ Q_c = Int V^∗_c vnutrennost~ V^∗_c . Vvedem trubqatu¸ oblast~

T^{Qc} = ( z = (z_0, . . . , z_n) ∈ C^{n+1} : u = (u_0, . . . , u_n) = Rz ∈ R^{n+1},

v = Tz ∈ Qc^), (1.12)

s osnovaniem Q_c.

SleduØ [2] opredelim H^{(l,r)}(Q_c) dlØ nekotoryh celyh l, r ¿ 0 kak mnoßestvo funkciæ h(z), golomorfnyh v T^{Qc} i udovletvorØ- ¸wih v fftoæ oblasti uslovi¸

|h(z)| 6 M (1 + |z|^2)^{l/2} [ 1 + dist(v, ∂V^∗_c )^{−r} (v) ] , (1.13)

gde |z|^2 =^n ∑ j=0 |z_j|^2, M poloßitel~naØ konstanta, ∂B granica mno-

ßestva B. Esli vvesti normu ‖h(z)‖^{(l,r)} = = sup ( |h(z)|(1 + |z|)^{−l/2} [ 1 + dist(v, ∂V^∗_c )^r ]) , z ∈ T^{Qc} , (1.14)

to moßno pokazat~, qto H^{(l,r)}(Q_c) ØvlØetsØ prostranstvom Banaha i esli l 6 l^′ i r 6 r^′, to H^{(l,r)}(Q_c) ⊂ H^{(l0,r0 )}(Q_c). Vvedem prostranstvo Frexe

H(Q_c) = ⋃ l,r¿0^H (l,r)(Q c). (1.15)

DlØ l¸boæ G(t, x) ∈ S^′(V_c) opredelim

~G(z) = ∫ Vc exp ( i ( tz_0 + n∑ k=1 x^k z_k )) G(t, x) dtdx =

= ∫ Vc exp ( i ( tu_0 + n∑ k=1 x^k u_k )) exp ( −tv_0 − n∑ k=1 x^k v_k ) G(t, x) dtdx, (1.16)

FUNDAMENTAL^NOE REXENIE ZADAQI KOXI 323 kak preobrazovanie Fur~e–Laplasa funkcii G(t, x). Izvestno [2], qto ffto preobrazovanie osuwestvlØet izomorfizm meßdu S^′(V_c) i H(Q_c). Realizovat~ ego moßno sledu¸wim obrazom.

DlØ funkcii g( . ) ∈ S^′(R^{n+1}) pust~ ^g(y) = (2π)^{−n−1} ∫ Rn+1 exp ( −i ( y^0 u_0 + n∑ k=1 y^k u_k )) × × g(u_0, . . . , u_n) du_o . . . du_0 (1.17)

est~ obratnoe preobrazovanie Fur~e, ØvlØ¸weesØ avtomorfizmom S^′(R^{n+1}). Izvestno i to [2], qto dlØ l¸bogo fflementa h(z) ∈ H(Q_c) suwestvuet slabyæ predel v prostranstve S^′(R^{n+1})

h_b(u_0, . . . , u_n) = w- lim_{τ→+0} h(u + iτ v), (1.18)

priqem graniqnoe znaqenie funkcii ot argumenta u dostigaetsØ nezavisimo ot v ∈ Q_c. Togda dlØ l¸bogo fflementa G(t, x) ∈ S^′(V_c) spravedlivo ravenstvo

G(t, x) = ^~G_b(u_0, . . . , u_n). (1.19)

§2. Edinstvennost~ rexeniØ i integral~noe predstavlenie dlØ rasseØnnoæ qasti polØ

Soverxiv pri fiksirovannom s preobrazovanie Fur~e–Laplasa uravneniØ (1.1) poluqim: [ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^k z_k )] ~E(z, s; s_0) =

= νγ ∫ Ω f((s, s^′)) ~E(z, s; s_0) ds^′ + δ(s − s_0). (2.1)

Zametim, qto v sluqae z ∈ T^{Qc} vsledstvie (1.11) spravedliva ocenka | |γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^k z_k )| | ¿ R^[γ − i^(z0 + c^{n∑}_{k=1} s^k zk^{)]} =

= γ + v_0 + c n∑ k=1 s^k v_k ¿ γ, (2.2)

324 ı. B. ˚NUXANEC priqem ravenstvo dostigaetsØ lix~ na granice T^{Qc} v toqke z = 0. Sledovatel~no, pri z ∈ T^{Qc} vyraßenie (2.1) moßno perepisat~ v vide

~E(z, s; s_0) = ∫ Ω νγ [ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^k z_k )]_{−1} f((s, s^′)) ~E(z, s; s_0) ds^′+ [ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^k_0 z_k )]_{−1} δ(s − s_0). (2.3)

Vvedem integral~nyæ operator K(s, s^′; p) s Ødrom

K(s, s^′; p) = νγ [ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^k z_k )]_{−1} f((s, s^′)), (2.4)

deæstvu¸wiæ na banahovom prostranstve nepreryvnyh kompleksnoznaqnyh funkciæ C(Ω) s normoæ maksimuma modulØ, zavisØwiæ ot nabora parametrov p = (ν, γ, z).

Spravedliva sledu¸waØ

Teorema 2.1. DlØ l¸bogo zadannogo s rexenie uravneniØ (2.3) su-

westvuet na mnoßestve T^{Qc} ∪ ∂T^{Qc} v sluqae ν < 1, a pri ν = 1 na tom ße mnoßestve, za iskl¸qeniem toqki 0. Ono moßet byt~ predstavleno v vide ~E(z, s; s_0) = ~E^d(z, s; s_0) + ~E^s(z, s; s_0), (2.5) gde ~E^d(z, s; s_0) = [ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^k_0 z_k )]_{−1} δ(s − s_0), (2.6)

~E^s(z, s; s_0) = νγ [ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^k_0 z_k )]_{−1}( I − K(s, s^′; p) )_{−1} ×

× [ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^{′k} z_k )]_{−1} f((s^′, s_0)). (2.7)

FunkciØ ~E^s(z, s; s_0) prinadleßit prostranstvu H^{(0,0)}(Q_c) pri ν< 1 i H^{(0,1)}(Q_c) pri ν = 1.

Zameqanie 2.2. Pravu¸ qast~ (2.5) moßno interpretirovat~ kak

predstavlenie rexeniØ v vide summy singulØrnogo i regulØrnogo slagaemyh.

Iz teoremy 2.1 vyvoditsØ osnovnaØ

FUNDAMENTAL^NOE REXENIE ZADAQI KOXI 325

Teorema 2.3. Spravedlivy sledu¸wie ravenstva

exp(−γt) θ(t) δ (x − cts_0) δ (s − s_0) = ^~E^d_b (u_0, . . . , u_n, s; s_0). (2.8)

E^s(t, x, s; s_0) = ^~E^d_b (u_0, . . . , u_n, s; s_0). (2.9)

Pri l¸bom fiksirovannom s rexenie zadaqi (1.1)+(1.2) edinstvenno v klasse S^′(V_c).

Dokazatel~stvo teoremy 2.1. S pomow~¸ (2.4), (1.3) i (2.2)

dlØ normy operatora K( . , . ; p) imeem ocenku ‖K( . , . ; p)‖ 6 ν ( 1 + [ v_0 + c min s∈Ω n∑ k=1 s^k v_k ]/ γ )_{−1} =

= ν ( 1 + [ v_0 − c (^n∑ k=1 v^2_k )_{1/2}]/ γ )_{−1} 6 ν, z ∈ T^{Qc} ∪ ∂T^{Qc} , (2.10)

priqem ravenstvo dostigaetsØ lix~ v toqke z = 0. Sledovatel~- no, esli ν < 1, to operator I − K( . , . ; p) obratim na mnoßestvo T^{Qc} ∪ ∂T^{Qc} , a v sluqae ν = 1 on obratim na tom ße mnoßestve za iskl¸qeniem toqki 0.

My budem pol~zovat~sØ standratnym vyraßeniem dlØ obratnogo operatora

(I − K( . , . ; p))^{−1} = n∑ m=0 K^m( . , . ; p). (2.11)

Primenim ego k nekotoroæ funkcii g( . ) ∈ C(Ω). V silu (2.10) dlØ kaßdogo slagaemogo spravedliva ocenka max s∈Ω | K^m(s, . ; p) g ( . ) |6

ν^m ( 1 + [ v_0 − c ( n∑ k=1 v^2_k )_{1/2}]/ γ )_{−m} ‖g( . )‖. (2.12)

Sledovatel~no, summa rØda^∞ ∑ m=0 K^m(s, . ; p) g ( . ) golomorfna v

oblasti T^{Qc} kak funkciØ nabora kompleksnyh peremennyh z_0, . . . , z_n. Vyberem posledovatel~nost~ g_l( . ; p) ∈ C(Ω), slabo

326 ı. B. ˚NUXANEC

shodØwu¸sØ k [ γ − i ( z_0 + c^n ∑ k=1 s^k_0 z_k )]_{−1} δ((s − s_0)). Vospol~zovavxis~ toßdestvom

(I − K( . , . ; p))^{−1} = I + (I − K( . , . ; p))^{−1} K ( . , . ; p)

i primeniv ego k g_l( . ; p) prihodim k vyraßeni¸

(I − K( . , . ; p))^{−1} g_l( . ; p) =

= g_l( . ; p) + (I − K( . , . ; p))^{−1} K( . , . ; p)g_l( . ; p). (2.13)

Ustremiv l k beskoneqnosti poluqim v kaqestve slabogo predela levoæ qasti (2.13) iskomoe rexenie uravneniØ (2.3). Ubedit~- sØ v tom, qto (2.13) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (2.3) moßno i neposredstvenno, podeæstvovav na obe qasti ravenstva (2.5) operatorom I − K( . , . ; p) i prinØv vo vnimanie (2.6) i (2.7).

V silu (2.10) i (2.11) na mnoßestve T^{Qc} ∪ ∂T^{Qc} \0 imeet mesto ocenka ‖ ‖(I − K( . , . ; p))−1‖ 6 (I − ‖K( . , . ; p)‖)−1 6 6^(1 +^[v0 − c^{( n∑}_{k=1} v^2_k^{)1/2]/}γ^{)(}1 +^[v0 − c^{( n∑}_{k=1} v^2_k^{)1/2]/}γ^{)−1}. (2.14)

Prinadleßnost~ funkcii ~E^s(z, s, s_0) klassu H^{(0,0)}(Q_c) pri ν < 1 neposredstvenno vytekaet iz (2.14). DlØ dokazatel~stva prinadleßnosti fftoæ funkcii klassu H^{(0,1)}(Q_c) pri ν = 1 dostatoqno, soglasno [3], dokazat~, qto dlØ l¸bogo v ∈ Q_c imeet mesto asimptotika ~E^s(u + τ iv, s; s_0) ∼ τ^{−1}, τ > 0. Poslednee tak ße neposredstvenno sleduet iz (2.14). •

Dokazatel~stvo teoremy 2.3. Rassmotrim vyraßenie (2.6) dlØ

“prØmoæ” qasti polØ. Vyberem v = (v_0, 0, . . . , 0). Esli v_0 → +0, to imeet mesto slabaØ shodimost~ [ 1 − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^k z_k )/ γ ]_{−1} → [ 1 − i ( u_0 + c n∑ k=1 s^k z_k )/ γ ]_{−1}

v silu ravnomernogo haraktera fftoæ shodimosti pri u ∈ K, gde K ⊂ R^{n+1} – nekotoryæ kompakt. Znaqit ~E^d_b (u_0, . . . , u_n, s; s_0) suwestvuet i prinadleßit S^′(R^{n+1}). V takom sluqae

~Ed_b (u_0, . . . , u_n, s; s_0) = δ(s − s_0) w- lim v0→+0 (2π)^{−n−1}×

FUNDAMENTAL^NOE REXENIE ZADAQI KOXI 327 × ∫ Rn+1 du_0 . . . du_n exp ( −i( ( tu_0 + n∑ k=1 x^k u_k ))

[ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^k_0 z_k )]_{−1} =

= δ(s − s_0) w- lim_{v0→+0} (2π)^{−n} ∫ Rn du_1 . . . du_n exp ( −i n∑ k=1 x^k u_k )

(−2πi)^{−1} ∫ R du_0 exp (−itu_0) [ iγ + z_0 + c n∑ k=1 s^k_0 u_k ]_{−1}

i, poskol~ku pol¸s v poslednem integrale pri dostatoqno malyh v_0 leßit v nißneæ poluploskosti, s pomow~¸ lemmy ȷordana my poluqaem pri t > 0

exp(−γt) δ (s − s_0)(2π)^{−n} ∫ Rn du_1 . . . du_n exp ( −i n∑ k=1 x^k u_k ) ×

× exp ( ict n∑ k=1 s^k_0 u_k ) = exp(−γt) δ (x − cts_0) δ (s − s_0).

Pri t < 0 takim ße obrazom poluqaem nul~, t.e. (2.8).

Sootnoxenie (2.9) v silu (1.8), (2.8) i (1.9) sleduet iz ravenstva E(t, x, s; s_0) = ^~E_b(u_0, . . . , u_n, s; s_0). (2.15)

DlØ proverki edinstvennosti rassmotrim funkci¸ E_h(t, x, s; s_0) – rexenie odnorodnogo varianta zadaqi (1.1) + (1.2). Ispol~zuØ te ße priemy, qto i pri dokazatel~stve teoremy 2.1 poluqaem ravenstvo ~E_h(z, s, s_0) = 0, spravedlivoe v T^{Qc} ∪ ∂T^{Qs} pri ν < 1 i v T^{Qc} ∪ ∂T^{Qs} \ 0 pri ν = 1. Takim obrazom v sluqae ν < 1 E_h(t, x, s; s_0) = ^0 = 0.

Esli ν = 1 funkciØ ~E_h(u, s; s_0) = 0 vewestvennoæ peremennoæ u ravna nul¸ vs¸du, za iskl¸qeniem toqki 0. Sledovatel~no, po teoreme o strukture obobwennoæ funkcii s toqeqnym nositelem [2]

~E_h(u, s; s_0) = ∑ k,l a_{k,l} D^k δ(u_0) D^l δ(u_1, . . . , u_n), (2.16)

328 ı. B. ˚NUXANEC gde l = (l_1, . . . , l_n) i summa v pravoæ qasti koneqna. Iz (2.16) vytekaet ravenstvo

E_h(t, x, s; s_0) = ∑ k,l a_{k,l}(−i)^{k+l} t^k x^l. (2.17)

Poskol~ku polinom v pravoæ qasti (2.17) dolßen obrawat~sØ v nul~ vne V_c, to on obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno. Sledovatel~no a_{k,l} = 0 dlØ vseh k i l. •

Sledstvie 2.4. Soglasno teoremy Bohnera–Xvarca [3] dlØ l¸bo-

go s obobwennaØ funkciØ ~E^s_b (u_0, . . . , u_n, s; s_0) ØvlØetsØ poloßitel~- no opredelennoæ, buduqi preobrazovaniem Fur~e ot neotricatel~- noæ mery umerennogo rosta.

§3. Rexenie integral~nogo uravneniØ i slabye predely v sluqae izotropnogo rasseØniØ Pri provedenii konkretnyh rasqetov funkci¸ rasseØniØ prinØto razlagat~ po polinomam Leßandra [4]:

f((s, s^′)) = n∑ k=0 a_n P_n((s, s^′)). (3.1)

V silu (1.3) spravedlivo ravenstvo

a_0 = 1. (3.2)

Osobyæ interes predstavlØet sluqaæ izotropnogo rasseØniØ

f((s, s^′)) = 1 ⇐⇒ a_k = 0, k ¿ 1, (3.3)

poskol~ku v fftom sluqae funkci¸ ~E^s(z, s; s_0) s pomow~¸ (2.7) moßno vyqislit~. Pri fftom, kak pokazyva¸t rezul~taty issledovaniØ stacionarnyh zadaq [4], izotropnyæ sluqaæ ØvlØetsØ, po-vidimomu, iskl¸qitel~nym, gde ffto udaetsØ sdelat~. Spravedliva

Teorema 3.1. V izotropnom sluqae imeet mesto Øvnoe vyraße-

nie dlØ preobrazovaniØ Fur~e–Laplasa “rasseØnnoæ qasti” polØ:

~E^s(z, s, s_0) = νγ [ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^k_0 z_k )]_{−1} ×

FUNDAMENTAL^NOE REXENIE ZADAQI KOXI 329 × [ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^k z_k )]_{−1} I^{−1}(z; ν, γ), (3.4) gde I(z; ν, γ) = 1 − νγ ∫ Ω ds [ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^k z_k )]_{−1} . (3.5)

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, s pomow~¸ (2.4) legko podsqi-

tat~ po indukcii rezul~tat deæstviØ m ¿ 1-oæ iteracii opera-

tora K( . , . ; p) na funkci¸ [ γ − i ( z_0 + c ∑_n k=1 s^k z_k )]_{−1} : K^m(s, s^′; p) [ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^{′k} z_k )]_{−1} =

= K^{m−1}(s, s^′; p)νγ [ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^{′k} z_k )]_{−1}

∫ Ω ds^{00} [ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^{′′k} z_k )]_{−1} = . . . = [ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^k z_k )]_{−1}

( νγ ∫ Ω ds^′ [ γ − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^{′k} z_k )]_{−1})_m . (3.6)

SummiruØ poluqennye vyraßeniØ s pomow~¸ (2.7) i (2.11) poluqaem (3.4). •

Zameqanie 3.2. Veliqiny I(z) pri n = 1, 2, 3 mogut byt~ podsqi-

tany Øvno, odnako v fftoæ rabote oni ne ponadobØtsØ.

Sformuliruem sledu¸wee utverßdenie:

Teorema 3.3. Esli γ → +∞ (priblißenie “malyh dlin” svobod-

nogo probega), to ime¸t mesto slabye predely:

v konservativnom sluqae ν = 1:

1) w- lim E(t, x, s; s_0) = θ(t) δ(x); (3.7)

2) esli i c → ∞, tak, qto c^2/γ → k^{−1}_n D, gde –_1 = –_3 = 1/3,

–2 = 1/2, D – poloßitel~naØ konstanta, to

w- lim E(t, x, s; s_0) = (4πDt)^{−n/2} exp (−|x|^2/(4Dt)) (3.8)

330 ı. B. ˚NUXANEC v dissipativnom sluqae ν < 1:

3) esli i c → ∞, tak, qto c^2/γ → –^{−1}_n D, gde veliqiny k_n ime¸t te ße znaqeniØ, D – poloßitel~naØ konstanta i k tomu ße γ(ν^{−1}(γ) − 1) → a, a ¿ 0, to

w- lim E(t, x, s; s_0) = (4πDt)^{−n/2} exp (−at − |x|^2/(4Dt)). (3.9)

PoØsnim ide¸ dokazatel~stva. Preßde vsego zametim, qto pri γ → +∞ my imeem

w- lim E^d(t, x, s; s_0) =

= w- lim exp (γt) δ (x − cts_0) θ(t) δ (s − s_0) = 0. (3.10)

Ots¸da vytekaet ravenstvo

w- lim E(t, x, s; s_0) = w- lim E^s(t, x, s; s_0), (3.11)

to est~ dostatoqno rassmatrivat~ slabye predely lix~ rasse- Ønnoæ qasti polØ.

Razloßim znamenatel~ pravoæ qasti (3.4) v okrestnosti toqki 0 po stepenØm z. Ispol~zuØ (3.5) posle prostyh preobrazovaniæ poluqaem:

~E^s(z, s, s_0) = [ 1 − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^k z_k ) /γ ]_{−1} ×

× [ 1 − i ( z_0 + c n∑ k=1 s^k_0 z_k ) /γ ]_{−1}[ γ(ν^{−1} − 1)−

−iz_0 + ( z^2_0 + –_n c^2 n∑ k=1 z^2_k ) /γ + O(|cz|^3/γ^2) ]_{−1} . (3.12)

Moßno dokazat~, qto vyraßenie (3.12) pri γ → +∞ slabo shoditsØ k

1) − iz_0; (3.7^′)

2) − iz_0 + D n∑ k=1 z^2_k; (3.8^′)

3) − iz_0 + a + D n∑ k=1 z^2_k. (3.9^′)

FUNDAMENTAL^NOE REXENIE ZADAQI KOXI 331 Ovewestviv argumenty v (3.7^′)–(3.9^′) i primeniv obratnoe preobrazovanie Fur~e vida (1.17) prihodim k iskomym vyraßeniØm (3.7)–(3.9). •

Zameqanie 3.4. Vyraßenie (3.7) imeet prozraqnu¸ fiziqesku¸

interpretaci¸: pri γ → +∞ i zafiksirovannyh proqih parametrah poglowenie v srede ØvlØetsØ dominiru¸wim faktorom, v to vremØ kak processy perenosa podavleny. Pofftomu naqal~- noe vozmuwenie ne pokidaet za koneqnoe vremØ beskoneqno maloæ okrestnosti naqala koordinat. Esli prinØt~ vo vnimanie tot fakt, qto vklad veliqiny E^d(t, x, s; s_0) prenebreßim, to ne udivitel~no, qto edinstvennym nabl¸daemym ffffektom mnogokratnogo rasseØniØ ØvlØetsØ transformaciØ ishodnogo mononapravlennogo raspredeleniØ k izotropnomu.

Zameqanie 3.5. Formula (3.9) pri a > 0 ØvlØetsØ fundamental~-

nym rexeniem E^h_d (t, x) uravneniØ teploprovodnosti dlØ dissipativnoæ sredy:

(∂/∂t − DΔ + a) E^h_d (t, x) = δ(t)δ(x), (t, x) ∈ R^{n+1}, (3.13)

E^h_d (t, x) = 0, t < 0. (3.14)

V zakl¸qenie avtor vyraßaet priznatel~nost~ prof. V. M. Babiqu (POMI RAN) i prof. V. S. Buslaevu (SPGU) za interes k rabote i poleznoe obsußdenie.

Literatura 1. K. Keæz, P. Cvaæfel~, LineænaØ teoriØ perenosa. Mir. M., 1972. 2. V. S. Vladimirov, Obobwennye funkcii v matematiqeskoæ fizike. Nauka, M., 1976.

3. M. Rid, B. Saæmon, Metody sovremennoæ matematiqeskoæ fiziki. t. 2.

Garmoniqeskiæ analiz, samosoprØßennosti. Mir, M., 1978.

4. V. V. Sobolev, RasseØnie sveta v atmosferah planet. Nauka, M., 1972.

Yanushanets Yu. B. Fundamental solution of the Cauchy problem corresponding to one-speed linear Boltzman Equation for anisotropic media.

We consider fundamental solution E(t, x, s; s_0) of the Cauchy problem for the one-speed linear Boltzman Equation ( ∂/∂t + c(s, gradx) + γ ) E(t, x, s; s_0) = γν ∫ f ( (s, s^′) ) E(t, x, s^′; s_0)ds^′ + Ωδ(t)δ(x)δ(s − s_0), assumed to be true for any (t, x) ∈ R^{n+1}, while for t < 0 the condition E(t, x, s; s_0) = 0 holds. By using the Fourier–Laplace transform over

332 ı. B. ˚NUXANEC space-time arguments the problem is reduced to investigation of an integral equation in the s argument. The uniqueness and existence of the initial problem for any fixed s within the space of tempered distributions with supports in the forward space-time cone are proved assuming 0 < ν 6 1. If the scattering media are of isotropic type f(.) = 1 the solution of the integral equation is given in the explicit form. In the limit of “small mean free paths” various weak limits of the solution are obtained with the help of tauberian type theorem for distributions.

Postupilo 2 oktØbrØ 1997

GlavnaØ GeofiziqeskaØ ObservatoriØ im. A. I. Voeækova