Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 251, 1998 g.

A. A. Andrianov, M. V. Ioffe, D. N. Nixnianidze NOVYE INTEGRIRUEMYE DVUMERNYE SISTEMY, POROȷDENNYE DEFORMIROVANNO` SUPERSIMMETRIQNO` ALGEBRO`

1. Vvedenie

Poisk klassiqeskih, libo kvantovyh sistem, oblada¸wih dopolnitel~nymi integralami dvißeniØ, libo operatorami simmetrii, predstavlØet soboæ odnu iz tradicionnyh zadaq matematiqeskoæ fiziki [1–4]. Sredi metodov poiska takih sistem osobu¸ rol~ zanima¸t algebraiqeskie algoritmy, osnovannye na skrytyh simmetriØh dinamiqeskoæ sistemy [5, 6]. Bolee konkretno, nedavno byla predloßena [7] shema postroeniØ integriruemyh dvumernyh sistem, ispol~zu¸waØ realizaci¸ deformirovannoæ algebry supersimmetrii (SUSY) differencial~nymi operatorami vtorogo (i vyxe) porØdka. Okazalos~, qto ideØ supersimmetrii [8–11], t.e. postroenie izospektral~noæ pary gamil~tonianov, odnoznaqno svØzana s integriruemost~¸ oboih gamil~tonianov, t.e. s suwestvovaniem differencial~nogo operatora simmetrii, polinomial~nogo po proizvodnym, kotoryæ perevodit rexeniØ dvumernogo uravneniØ Xredingera v drugie rexeniØ s toæ ße ffnergieæ. KvaziklassiqeskaØ redukciØ deformirovannoæ supersimmetriqnoæ algebry [7] pozvolila naæti faktorizaci¸ klassiqeskih integralov dvißeniØ dlØ sootvetstvu¸wih gamil~tonianov [12]. V rezul~tate udalos~ prodvinut~sØ v ponimanii struktury analitiqeski razreximyh integralov dvißeniØ i naæti novye klassy integriruemyh potencialov [12, 13].

V nastoØweæ rabote my prodolßaem issledovanie kvantovyh i klassiqeskih sistem, kotorye ØvlØ¸tsØ integriruemymi v vyxe izloßennom smysle, i predstavlØem novye klassy dvumernyh potencialov, kotorym sootvetstvu¸t operatory supersim-

DannaØ rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 96- 01-00535). 159

160 A. A. ANDRIANOV, M. V. IOFFE, D. N. NIXNIANIDZE metrii vtorogo porØdka s giperboliqeskoæ libo vyroßdennoæ strukturoæ v starxih proizvodnyh.

V Razd. 2 issledu¸tsØ sootnoxeniØ spletaniØ differencial~nymi operatorami q^± vtorogo porØdka po proizvodnym obwego vida dlØ pary kvantovyh gamil~tonianov Xredingerovskogo tipa. Naæden klass qastnyh rexeniæ fftih sootnoxeniæ spletaniØ dlØ sluqaev giperboliqeskoæ (Lorencevoæ) g_{ik} = diag (1, −1) i vyroßdennoæ g_{ik} = diag(1, 0) struktury operatorov q^± po vtorym proizvodnym. Postroeny differencial~nye operatory qetvertogo porØdka po proizvodnym, kotorye ØvlØ¸tsØ operatorami simmetrii dlØ spleta¸wih gamil~tonianov. V Razd. 3 rassmatrivaetsØ kvaziklassiqeskiæ predel ~ → 0 dlØ gamil~tonianov i poluqen rØd klassiqeskih sistem s integralami dvißeniØ qetvertoæ stepeni po impul~sam. V Razd. 4 postroen klass novyh integriruemyh sistem, oblada¸wih analogiqnoæ strukturoæ integralov dvißeniØ.

2. SUSY podhod k postroeni¸ 2-mernyh integriruemyh modeleæ v kvantovoæ mehanike

V rabotah [7, 12, 14] postroeno dvumernoe obobwenie polinomial~noæ supersimmetriqnoæ kvantovoæ mehaniki [15], v kotorom glavnu¸ rol~ igra¸t sootnoxeniØ spletaniØ meßdu dvumØ gamil~tonianami H^{(1)}, H^{(2)} posredstvom operatorov q^± vtorogo porØdka po proizvodnym:

H^{(1)}q^+ = q^+H^{(2)}, q^−H^{(1)} = H^{(2)}q^−, (1)

H^{(i)} = −~^2△ + V (⃗x), △ ≡ ∂^2_1 + ∂^2 , ∂_i ≡ ∂/∂x_i,

q^+ = (q^−)^† = ~^2g_{ik}(⃗x)∂_i∂_k + ~C_i(⃗x, ~)∂_i + B(⃗x, ~),

gde ~ – postoØnnaØ Planka, a kofffficientnye funkcii vewestvenny.

SootnoxeniØ spletaniØ (1) oznaqa¸t, qto, s toqnost~¸ do nul~-mod operatorov q^±, spektry operatorov H^{(1)}, H^{(2)} sovpada- ¸t, a ih sobstvennye funkcii svØzany meßdu soboæ:

Ψ^{(2)} ∼ q^−Ψ^{(1)}, Ψ^{(1)} ∼ q^+Ψ^{(2)}. (2)

Legko proverit~, qto gamil~toniany H^{(1)}, H^{(2)}, udovletvorØ- ¸wie sootnoxeniØm spletaniØ (1), oblada¸t operatorami simmetrii R^{(1)}, R^{(2)}, sootvetstvenno:

[R^{(i)}, H^{(i)}] = 0, R^{(1)} = q^+q^−, R^{(2)} = q^−q^+, i = 1, 2. (3)

NOVYE INTEGRIRUEMYE DVUMERNYE SISTEMY 161 Kak izvestno [15], v odnomernom sluqae analogiqnye sootnoxeniØ privodØt k operatoram R^{(i)}, kotorye ØvlØ¸tsØ polinomami ot H^{(i)} s postoØnnymi kofffficientami. Otliqitel~noæ osobennost~¸ dvumernogo sluqaØ ØvlØetsØ [14] suwestvovanie netrivial~nyh operatorov dinamiqeskoæ simmetrii R^{(i)}, kotorye ne svodØtsØ k funkcii ot gamil~tonianov H^{(i)}.

V rabote [7] bylo pokazano, qto v sluqae ediniqnoæ metriki

g_{ik} = δ_{ik} operatory R^{(i)} svodØtsØ k differencial~nym opera-

toram vtorogo porØdka, a sootvetstvu¸wie kvantovye sistemy dopuska¸t razdelenie peremennyh v paraboliqeskih, fflliptiqeskih ili polØrnyh sistemah koordinat. DlØ vseh ostal~nyh metrik g_{ik} operatory R^{(i)} ime¸t qetvertyæ porØdok po proizvodnym.

UravneniØ spletaniØ (1) mogut byt~ zapisany v vide sistemy differencial~nyh uravneniæ:

~∂_iC_k + ~∂_kC_i + ~^2△g_{ik} − (V^{(1)} − V^{(2)})g_{ik} = 0;

~^2△C_i + 2~∂_iB + 2~g_{ik}∂_kV^{(2)} − (V^{(1)} − V^{(2)})C_i = 0;

~^2△B + ~^2g_{ik}∂_k∂_iV^{(2)} + ~C_i∂_iV^{(2)} − (V^{(1)} − V^{(2)})B = 0. (4)

gde metrika g_{ik}(⃗x) ØvlØetsØ kvadratnym trehqlenom po peremennym x_1, x_2:

g_{11} = ax^2 + a_1x_2 + b_1; g_{22} = ax^2_1 + a_2x_1 + b_2;

g_{12} = − 1 2 (2ax_1x_2 + a_1x_1 + a_2x_2) + b_3.

I. Rassmotrim sootnoxeniØ spletaniØ (4) dlØ superzarØda s me-

trikoæ g_{ik} = diag(1, −1):

q^+ = ~^2(∂^2_1 − ∂^2 ) + ~C_k∂_k + B. (5)

V rabote [14] pokazano, qto rexenie sistemy (4) svoditsØ k rexeni¸ sistemy dvuh uravneniæ:

∂_−(C_−F ) = −∂_+(C_+F ); (6)

∂^2_+F = ∂^2_−F, (7)

gde C_1 ∓ C_2 ≡ C_±(x_±) zavisØt tol~ko ot x_± ≡ x_1 ± x_2, sootvetstvenno, a uravnenie (7) oznaqaet, qto funkciØ F moßet byt~

162 A. A. ANDRIANOV, M. V. IOFFE, D. N. NIXNIANIDZE zapisana v vide F = F_1(x_+ + x_−) + F_2(x_+ − x_−). Potencialy V^{(1,2)} i funkciØ B vyraßa¸tsØ qerez rexeniØ sistemy uravneniæ (6), (7):

V^{(1,2)} = ± ~ 2 (C^′_+ + C^′_−) + 1 8 (C^2_+ +C^2_−)+ 1 4 (F_2(x_+ − x_−)−F_1(x_+ +x_−)), (8) B = 1 4 (C_+C_− + F_1(x_+ + x_−) + F_2(x_+ − x_−)). (9)

V sluqae, kogda funkciØ F dopuskaet faktorizaci¸ F =

F_+(x_+)F_−(x_−), rexenie privedeno v rabote [14]. V nastoØweæ ra-

bote budut postroeny drugie rexeniØ sistemy (6), (7).

1) PodstavlØØ v (7) obwee rexenie uravneniØ (6) F = L (∫ dx_+ C_+ − ∫ dx_− C_− ) /(C_+C_−), (10)

poluqaem funkcional~no-differencial~noe uravnenie na funkci¸ L i A^′_± ≡ 1/C_±: ( A^{′′′}_+ A^′_+ − A^{′′′}_− A^′_− ) L(A_+ − A_−)+

+3(A^{′′}_+ + A^{′′}_−)L^′(A_+ − A_−) + (A^{02}_+ − A^{02}_− )L^{′′}(A_+ − A_−) = 0, (11)

gde L^′ proizvodnaØ funkcii L po svoemu argumentu. Uravnenie (11) legko rexaetsØ, esli funkcii A_± ØvlØ¸tsØ rexeniØmi uravneniæ:

A^{′′}_± = λ^2A_±,

t.e. A_± = σ_± exp(λx_±) + δ_± exp(−λx_±), s parametrami, udovletvorØ¸wimi uslovi¸ σ_+δ_+ = σ_−δ_−:

L(A_+ − A_−) = α(A_+ − A_−)^{−2} + β,

gde α i β vewestvennye konstanty integrirovaniØ. Pri λ^2 > 0 imeem (s toqnost~¸ do proizvol~nogo sdviga po x_±) dva rexeniØ:

a) A_± = k sinh(λx_±), b) A_± = k cosh(λx_±).

Togda (10) pozvolØet naæti funkcii F_1 i F_2:

a) F_1(2x) =F_2(2x) = k_1 cosh^2(λx)

+ k_2 cosh(2λx),

C_± = k cosh(λx_±) , k ≠ 0, (12)

NOVYE INTEGRIRUEMYE DVUMERNYE SISTEMY 163 b) F_1(2x) = − F_2(2x) = k_1 sinh^2(λx)

+ k_2 sinh^2(λx),

C_± = k sinh(λx_±) , k ≠ 0. (13)

Rexenie pri λ^2 < 0 poluqaetsØ putem perehoda ot giperboliqeskih funkciæ k trigonometriqeskim.

V predel~nom sluqae λ = 0 rexeniØ ime¸t vid:

F_1(2x) = −F_2(2x) = k_1x^2 + k_2x^4, C_± = ± k x_± , k ≠ 0, (14)

F_1(2x) = −F_2(2x) = k_1x^{−2} + k_2x^2, C_± = k x_± , k ≠ 0. (15)

2) Drugoæ klass rexeniæ sistemy (6), (7) moßno poluqit~, esli v formule (10) pereæti ot C_± k funkciØm f_± : C_± ≡ ±f_±/f^′_±. Togda F iz (10) predstavima v vide F = U (f_+f_−)f^′_+f^′_−, gde U – proizvol~naØ funkciØ. PodstavlØØ ffto vyraßenie v (7), poluqaem uravnenie:

(f^{0 2}_+ f^2_− − f^2_+f^{0 2}_− )U^{′′}(f) + 3f ( f^{′′}_+ f_+ − f^{′′}_− f_− ) U^′(f) + ( f^{′′′}_+ f^′_+ − f^{′′′}_− f^′_− ) U (f) = 0, f ≡ f_+f_−. Netrudno uvidet~, qto f_± = α_± exp(λx_±) + β_± exp(−λx_±) i U =

a + 4bf_+f_−, ØvlØ¸tsØ rexeniØmi fftogo uravneniØ (a,b – vewe-

stvennye konstanty). Funkcii

F_1(x) =k_1(α_+α_− exp(λx) + β_+β_− exp(−λx))+ + k_2(α^2_+α^2_− exp(2λx) + β^2_+β^2_− exp(−2λx)), F_2(x) = − k_1(α_+β_− exp(λx) + β_+α_− exp(−λx))− − k_2(α^2_+β^2_− exp(2λx) + β^2_+ α^2_− exp(−2λx)),

C_± = ± α_± exp(λx_±) + β_± exp(−λx_±) λ(α_± exp(λx_±) − β_± exp(−λx_±))

(16)

ØvlØ¸tsØ vewestvennymi rexeniØmi sistemy (6), (7), esli pri

λ^2 > 0 konstanty α_±, β_± vewestvenny, a pri λ^2 < 0 α_± = β^∗_±.

3) DlØ nahoßdeniØ tret~ego tipa rexeniæ perepixem uravnenie (6) v peremennyh x_{1,2}:

2(F_1(x_1)+F_2(x_2))∂_1(C_+ +C_−)+F^′_1(x_1)(C_++C_−)+F^′_2(x_2)(C_+ −C_−) = 0.

164 A. A. ANDRIANOV, M. V. IOFFE, D. N. NIXNIANIDZE Togda legko proverit~, qto u fftogo uravneniØ ime¸tsØ sledu¸- wie rexeniØ:

3a) C_+(x_+) = σ_1σ_2 exp(λx_+) + δ_1δ_2 exp(−λx_+) + c, C_−(x_−) = σ_1δ_2 exp(λx_−) + σ_2δ_1 exp(−λx_−) + c, F_1(x_1) = 0,

F_2(x_2) = 1 (σ_2 exp(λx_2) − δ_2 exp(−λx_2))^2 ; (17)

3b) C_+(x) = C_−(x) = ax^2+c, F_1(x_1) = 0, F_2(x_2) =

4b^2 x^2 ; (18)

3c) C_+(x_+) = σ_1σ_2 exp(λx_+) + δ_1δ_2 exp(−λx_+), C_−(x_−) = σ_1δ_2 exp(λx_−) + σ_2δ_1 exp(−λx_−),

F_1(x_1) = ν_1 (σ_1 exp(λx_1) + δ_1 exp(−λx_1))^2 + γ, F_2(x_2) = ν_2 (σ_2 exp(λx_2) − δ_2 exp(−λx_2))^2 − γ. (19) Ewe dva rexeniØ, analogiqnyh 3a) i 3b), poluqa¸tsØ, esli v (17) i (18) pomenØt~ mestami funkcii F_1(x_1) i F_2(x_2).

PodstavlØØ poluqennye rexeniØ (12)–(19) v obwee vyraßeniØ dlØ potencialov (8), poluqaem, sootvetstvenno, potencialy (20)–(27)

V^{(1,2)} = ∓ ~kλ 2 [ sinh(λx_+) cosh^2(λx_+) + sinh(λx_−) cosh^2(λx_−) ] + + k^2 8 [ 1 cosh^2(λx_+) + 1 cosh^2(λx_−) ] + 1 4 [ k_1 cosh^2(λx_2) − k_1 cosh^2(λx_1)

+ k_2 cosh(2λx_2) − k_2 cosh(2λx_1) ] ; (20)

V^{(1,2)} = ∓ ~kλ 2 [ cosh(λx_+) sinh^2(λx_+) + cosh(λx_−) sinh^2(λx_−) ] + + k^2 8 [ 1 sinh^2(λx_+) + 1 sinh^2(λx_−) ] − (21)

− 1 4 [ k_1 sinh^2(λx_2) + k_1 sinh^2(λx_1)

+ k_2 cosh(2λx_1) + k_2 cosh(2λx_2) ] ;

NOVYE INTEGRIRUEMYE DVUMERNYE SISTEMY 165

V^{(1,2)} = ∓ ~k 2 ( 1 x^2_+ + 1 x^2_− ) + k^2 8 ( 1 x^2_+ + 1 x^2_− ) − 1 4 [ k_1 x^2_1 + k_1 x^2

+ k_2(x^2_1 + x^2) ] . (22) Otmetim, qto potencial (21) pri k_2 = 0 i potencial (22) podrobno issledovalis~ ranee (sm., naprimer, [4]).

V^{(1,2)} = ∓ ~k 2 ( 1 x^2_+ − 1 x^2_− ) + k^2 8 ( 1 x^2_+ + 1 x^2_− ) − − 1 4 [ k_1(x^2_1 + x^2) + k_2(x^4_1 + x^4_2) ] ; (23)

V^{(1;2)} =

2α+β+(1 � 8~λ2) + α2+ exp(2λx+) + β2+ exp(�2λx+) 8λ2(α+ exp(λx+) � β+ exp(�λx+))2 + 2α�β�(1 � 8~λ^2) + α^2� exp(2λx�) + β^2� exp(�2λx�)

8λ2(α� exp(λx�) � β� exp(�λx�))2 � 1 4 [ k_1(α+β� exp(2λx_2) + α�β+ exp(�2λx_2)) + k_2(α^2_+β^2� exp(4λx_2)+

α^2�β^2_+ exp(�4λx_2)) + k_1(α+α� exp(2λx_1) + β+β� exp(�2λx_1))+

k_2(α^2_+α^2� exp(4λx_1) + β^2_+β^2� exp(�4λx_1)) ] ;

(24)

V^{(1;2)} = � ~λ 2 (σ1 exp(λx1) � δ1 exp(�λx1))(σ2 exp(λx2) + δ2 exp(�λx2))+ 1 8 [ (σ21 exp(λx1) + δ21 exp(�λx1))(σ2 exp(λx2) + δ2 exp(�λx2))+

2c(σ1 exp(λx1) � δ1 exp(�λx1))(σ2 exp(λx2) � δ2 exp(�λx2)) ] + 1 4(σ2 exp(2λx2) � δ2 exp(�2λx2))2 ; (25)

V^{(1;2)} = �2~ax_1 + 1 4 [ a^2(x^4_1 + x^4_2 + 6x^2_1x^2) + ac(x^2_1 + x^2) ] + b^2 x^2

; (26)

V^{(1;2)} = � ~λ 2 (σ1 exp(λx1) � δ1 exp(�λx1))(σ2 exp(λx2) + δ2 exp(�λx2))+ 1 8 (σ21 exp(λx1) + δ21 exp(�λx1))(σ2 exp(λx2) + δ2 exp(�λx2))+ ν_2 (σ2 exp(2λx2) � δ2 exp(�2λx2))2 � ν_1 (σ1 exp(2λx1) + δ1 exp(�2λx1))2 . (27)

Gamil~toniany s pereqislennymi vyxe potencialami oblada¸t operatorami simmetrii R^{(1)} = q^+q^−, R^{(2)} = q^−q^+, kotorye

166 A. A. ANDRIANOV, M. V. IOFFE, D. N. NIXNIANIDZE mogut byt~ poluqeny podstanovkoæ rexeniæ (12)–(19) v vyraßeniØ (5) dlØ superzarØdov q^±.

Otmetim, qto potencialy (21)–(27) ime¸t toqki singulØrnosti na ploskosti x_1Ox_2, pofftomu otdel~no sleduet issledovat~ asimptotiku sootvetstvu¸wih volnovyh funkciæ i ih povedenie pri deæstvii operatorov superpreobrazovaniØ q^± (5) i operatorov simmetrii R^{(1)}, R^{(2)}. V qastnosti, v sluqae potencialov (25)–(27) operatory q^± sohranØ¸t asimptotiqeskiæ vid volnovyh funkciæ v toqke singulØrnosti, i operatory R^{(1)}, R^{(2)} ØvlØ¸tsØ fiziqeskimi operatorami simmetrii v fftih sistemah. Svoæstva simmetrii dlØ potencialov (21), (22) obsußdalis~ ranee (sm. naprimer, [4]). V sluqaØh (23), (24) operatory R^{(1)}, R^{(2)}, voobwe govorØ, menØ¸t asimptotiqeskiæ vid volnovyh funkciæ i ØvlØ¸tsØ, vozmoßno, lix~ formal~nymi operatorami simmetrii, kommutiru¸wimi s gamil~tonianom. Svoæstva simmetrii dlØ fftih sistem trebu¸t dal~neæxego issledovaniØ.

II. Issleduem teper~ sluqaæ vyroßdennoæ metriki gik =

diag (1, 0), kogda superzarØd imeet vid:

q^+ = ~^2∂^2_1 + ~C_k∂_k + B. (28)

Iz uravneniæ (4) sleduet, qto:

C_1 = −x_2F^′_1 + G_1; C_2 = F_1; (29)

V^{(1)}+ = ~(2G^′_1 − x_2F^{′′}_1 ) + 1 4 x^2(F^2_1 )^{′′} − x_2(F_1G_1)^′ + K_1(x_1) + K_2(x_2);

V^{(2)} = ~x_2F^{′′}_1 + 1 4 x^2(F^2_1 )^{′′} − x_2(F_1G_1)^′ + K_1(x_1) + K_2(x_2); B = − ~ 2 (G^′_1 + x_2F^{′′}_1 ) + 1 2 G^2_1 − 1 2 x^2F_1F^{′′}_1 + x_2F_1G^′_1 − K_1(x_1),

gde F_1, G_1, K_1 proizvol~nye vewestvennye funkcii peremennoæ

x_1, kotorye udovletvorØ¸t sledu¸weæ sisteme differencial~-

nyh uravneniæ: − ~^2 2 G^{′′′}_1 + ~ 2 ((G^2_1)^{′′} +2G^0_12)+G_1K^′_1 +2G^′_1K_1−F_1(F_1G_1)^′−G^′_1G^2_1 = m_1F_1;

(30)

NOVYE INTEGRIRUEMYE DVUMERNYE SISTEMY 167 ~^2 2 F^{(IV )}_1 − ~(F^′_1G^{′′}_1 + 2G^′_1F^{′′}_1 ) − G_1(2G^′_1F^′_1 + G^{′′}_1 F_1)−

F^′_1K^′_1 + 1 2 F_1(F^2_1 )^{′′} − 2G^{02}_1 F_1 − 2F^{′′}_1 K_1 = m_2F_1; (31) 1 4 G_1(F^2_1 )^{′′′} + F^′_1(F_1G_1)^{′′} + 3G^′_1F_1F^{′′}_1 = m_3F_1; (32) 1 4 F^′_1(F^2_1 )^{′′′} + F_1F^{00 2}_1 = m_4F_1, (33)

a K_2(x_2) dolßna byt~ polinomom ot x_2 s postoØnnymi kofffficientami:

K_2(x_2) = m_0 − m_1x_2 − 1 2 m_2x^2 − 1 3 m_3x^3_2 + 1 4 m_4x^4_2.

Pri rexenii uravneniØ (33) moßno zametit~, qto ego nenulevym rexeniem ØvlØetsØ postoØnnaØ funkciØ F_1 = k_1 pri m_4 = 0. DlØ nahoßdeniØ ostal~nyh rexeniæ (33) vvedem funkci¸

U (F_1) = F^′_1(x_1), (34)

qto pozvolØet ponizit~ porØdok differencial~nogo uravneniØ:

U^{′′} + 3 U U^{02} + 3 F_1 U^′ − 2m_4 U^3

= 0. (35)

Rexenie uravneniØ (35) izvestno [17], i podstavlØØ ego v (34), poluqaem uravnenie dlØ funkcii F_1(x_1): ∫ F^{1/2}_1 (m_4F^4_1 + nF^2_1 + k)^{−1/4}dF_1 = x_1, (36)

gde n i k – postoØnnye integrirovaniØ.

Integral (36) vyraßaetsØ v vide koneqnoæ kombinacii fflementarnyh funkciæ tol~ko v tom sluqae, kogda lix~ odna iz konstant m_4, n, k otliqna ot nulØ, a dve ostal~nye ravny nul¸. Takim obrazom, rexeniØmi uravneniØ (33) v fflementarnyh funkci- Øh ØvlØ¸tsØ funkcii F_1 = k_1, F_1 = x_1/n, F_1 = (3/2)^{2/3}k^{1/6}x^{2/3}_1 , F_1 =

m^{1/2}_4 x^2_1/4. DlØ prostoty budut rassmatrivat~sØ rexeniØ, soot-

vetstvu¸wie qastnym znaqeniØm konstant m_4, n, k. RexeniØ dlØ proizvol~nyh m_4, n, k budut otliqat~sØ lix~ nekotorymi kofffficientami. Pri rexenii uravneniæ (30)–(32) rassmotrim otdel~no dva sluqaØ: G_1 ≡ 0 i G_1 ≠ 0. FunkciØ F_1 = x_1 v oboih

168 A. A. ANDRIANOV, M. V. IOFFE, D. N. NIXNIANIDZE sluqaØh privodit k potencialam V^{(1,2)} s razdelØ¸wimisØ peremennymi, pofftomu dalee ne budut rassmatrivat~sØ.

1) G_1 = 0.

FunkciØ F_1 = k_1 pri fftom toße privodit k potencialam V^{(1,2)} s razdelØ¸wimisØ peremennymi. Bolee interesnyæ vybor F_1 = x^2_1 i F_1 = x^{2/3}_1 vedet, sootvetstvenno, k

V^{(1,2)} = ∓2~x_2 + 3x^2_1x^2 + lx^{−2}_1 − m_2 8 (x^2_1 + 4x^2) + 1 2 (x^4_1 + 8x^4_2) (37) i V^{(1,2)} =

7~^2 36 x^{−2}_1 ± 2~ 9 x_2x^{−4/3}_1 + 1 9 x^2x^{−2/3}_1 +

9lx^{2/3}_1 − m_2 8 (9x^2_1 + 4x^2) + 1 2 x^{4/3}_1 . (38)

gde l – proizvol~naØ vewestvennaØ konstanta.

2) G_1 ≠ 0.

a) DlØ F_1 = k_1 ≠ 0 iz uravneniØ (31) sleduet, qto funkciØ

G_1(x_1) udovletvorØet uravneni¸: ∫ G^2_1dG_1 √ k −^1_2 m_2G^4_1

= x_1,

kotoroe rexaetsØ v fflementarnyh funkciØh, kogda k > 0, m_2 = 0 ili k = 0, m_2 < 0. V pervom sluqae, pereopredelØØ konstanty, posle translØcii po peremennoæ x_2 imeem vyraßeniØ:

V^{(1,2)} = −

5~^2 36 x^{−2}_1 +

~k_2 3 (1 ± 1)x^{−2/3}_1 − k_1k_2 3 x_2x^{−2/3}_1 + + 1 4 (k^2_3 +

3k_1m_1 k_2

)x^{2/3}_1 − m_1x_2 + k^2_1 2 . (39)

Vtoroæ sluqaæ (k = 0, m_4 < 0) snova sootvetstvuet razdeleni¸ peremennyh.

b) V sluqaØh F_1 = x^{2/3}_1 i F_1 = x^2_1 nahodim obwie rexeniØ uravneniØ (32) i, podstavlØØ ih v uravneniØ (30), (31), opredelØem funkci¸ K_1(x_1) i konstanty integrirovaniØ. V rezul~tate, poluqaem vyraßeniØ dlØ potencialov:

V^{(1,2)} =

7~^2 36 x^{−2}_1 ± 2~ 9 x_2x^{−4/3}_1 ± ~k_1 + 1 9 x^2x^{−2/3}_1 −

5k_1 3 x_2x^{2/3}_1 +

3m_1 8k_1 x^{2/3}_1 + 1 2 x^{4/3}_1 + k^2_1 4 x^2_1 − m_1x_2 + k_1 9 (1 + 15k_1)x^2,

(40)

NOVYE INTEGRIRUEMYE DVUMERNYE SISTEMY 169

V^{(1,2)} =

3~^2 4 x^{−2}_1 ∓ ~(k_1x^{−2}_1 + 2x_2) + 3x^2x^2_1 + k^2_1 4 x^{−2}_1 + 1 2 x^4_1 + 4x^4_2− 1 8 (12k^2 + m_2)x^2_1 − 1 2 (12k^2 + m_2)x^2 − km_2 + 6k^3 + 4k_1 4 x_2.

(41) Kak vidim, vse vypisannye vyxe potencialy singulØrny na osi 0x_2, pofftomu, kak i v sluqae lorencevoæ metriki, otdel~no sleduet izuqit~ povedenie volnovyh funkcii pri x_1 → 0. SingulØrnye qasti dlØ superpartnerov V^{(1)}, V^{(2)} v sistemah (37)– (40), sovpada¸t i ime¸t vid: V^{(1,2)}_{sing} = ~^2d/x^2_1, gde konstanta d prinimaet raznye znaqeniØ v (37)–(40). Moßno proverit~, qto tol~ko dlØ potencialov (37), (39), (40) differencial~nye operatory 4-go porØdka R^{(1)}, R^{(2)} (sm. (3)) sohranØ¸t asimptotiku i ØvlØ¸tsØ operatorami simmetrii. DlØ potencialov (38) operatory R^{(1)}, R^{(2)} menØ¸t asimtotiku Ψ^{(1)}, Ψ^{(2)} i ØvlØ¸tsØ pofftomu tol~ko formal~nymi operatorami simmetrii. AnalogiqnaØ situaciØ voznikaet i dlØ potencialov (41).

3. Postroenie klassiqeskih integriruemyh sistem s pomow~¸ predela ~ → 0

Kvantovye dinamiqeskie simmetrii, naædennye v predyduwem paragrafe metodom spletaniØ, ime¸t estestvennye analogi – integraly dvißeniØ – v sootvetstvu¸wih klassiqeskih sistemah. �ti integraly dvißeniØ ØvlØ¸tsØ polinomami qetvertoæ stepeni po impul~sam. Kak i v Razd. 2, otdel~no rassmotrim klassiqeskiæ predel dlØ Lorencevoæ i vyroßdennoæ metriki.

I. DlØ Lorencevoæ metriki pri perehode k klassiqeskomu prede-

lu ~ → 0 opredelim impul~sy p_± = −i~∂_± i klassiqeskie funkcii superzarØdov:

q^±_{cl} = −4p_+p_− ± i(C_−(x_−)p_+ + C_+(x_+)p_−) + B(x_−, x_+).

Iz uravneniæ (8) i (3) v predele ~ → 0 nahodim, qto klassiqeskiæ gamil~tonian

h_{cl} = 2(p^2_+ + p^2_−) + V_{cl},

s potencialom V_{cl} = 1 8 (C^2_+ + C^2_−) + 1 4 [F_2(x_+ − x_−) − F_1(x_+ + x_−)], (42)

170 A. A. ANDRIANOV, M. V. IOFFE, D. N. NIXNIANIDZE imeet dopolnitel~nyæ integral dvißeniØ

I = 16p^2_+p^2_− + C^2_+p^2_− + C^2_−p^2_+ − 2(F_1 + F_2)p_+p_− + B^2. (43)

Sistemy takogo tipa byli rassmotreny v rØde rabot (sm. knigu [19] i spisok literatury v neæ), v kotoryh funkcional~noe uravnenie, obespeqiva¸wee suwestvovanie integralov dvißeniØ dlØ sootvetstvu¸wih klassiqeskih sistem, v osnovnom, rexaetsØ metodom predstavleniØ Laksa. Iz (42), (43), s uqetom oboznaqeniæ, prinØtyh v [19], nahodim, qto

v_1 ≡

C^2_+(x_1) 8 , v_2 ≡

C^2_−(x_2) 8 , v_3(x_1 − x_2) ≡

F_2(x_−) 16 , v_4(x_1 + x_2) ≡ −

F_1(x_+) 16 , (44)

a funkcii v_k dolßny udovletvorØt~ [19] opredelennomu funkcional~nomu uravneni¸ (sm. niße (47)). V sledu¸wem razdele my pokaßem, qto vyraßeniØ (44), gde C_±, F_{1,2} ØvlØ¸tsØ rexeni- Ømi sistemy (6), (7), udovletvorØ¸t i uravneni¸ (47), a takße naædem nekotorye drugie rexeniØ fftogo uravneniØ.

II. Issleduem, kakie integriruemye klassiqeskie sistemy poluqa¸tsØ v predele ~ → 0 iz supersimmetriqnoæ kvantovoæ mehaniki s vyroßdennoæ metrikoæ. OpredelØØ impul~sy p_k = −i~∂_k i klassiqeskie superzarØdy q^+_{cl} = (q^−_{cl} )^∗ = −p^2_1 + iC_k(⃗x)p_k + B(⃗x), nahodim, qto gamil~tonian

H_{cl} = p^2_k + 1 2 x^2∂^2_1 F^2_1 − x_2(F_1G_1)^′ + K_1(x_1) + K_2(x_2) (45)

obladaet integralom dvißeniØ qetvertoæ stepeni po impul~sam

I ≡ q^+_{cl}q^−_{cl} = p^4_1 + (C^2_1 − 2B)p^2_1 + C^2_2 p^2 + 2C_1C_2p_1p_2 + B^2. (46)

Vse funkcii, vhodØwie v (45), (46), opredeleny v predyduwem paragrafe, pri fftom v nih sleduet poloßit~ ~ = 0.

Takim obrazom, v sluqae vyroßdennoæ metriki poluqaem sledu¸wie klassiqeskie integriruemye sistemy (dlØ nekotryh sistem vvedeny novye oboznaqeniØ konstant):

1) V = 1 2 (x^4_1 + 6x^2_1x^2 + 8x^4_2) + m(x^2_1 + 4x^2) + lx^{−2}_1 ,

NOVYE INTEGRIRUEMYE DVUMERNYE SISTEMY 171 I = p^4_1 + (6x^2_1x^2 + mx^2_1 + x^4_1 + 2lx^{−2}_1 )p^2_1 + x^4_1p^2−

4x^3_1x_2p_1p_2 + (x^2_1x^2 + mx^2_1 + x^4_1 2 + lx^{−2}_1 );

2) V = 1 2 (x^4_1 + 6x^2_1x^2 + 8x^4_2) + m(x^2_1 + 4x^2)+

k^2_1 4 x^{−2}_1 − (k_1 − 2mk − 3 2 k^3)x_2,

I = p^4_1 + (6x^2_1x^2 + 2(m + k^2)x^2_1 − 4k_1x_2 − 4k_1x_2 − 4kx^2_1x_2+

k^2_1 2 x^{−2}_1 − kk_1)p^2_1 + x^4_1p^2 + 2x_1(k_1 − 2x^2_1x_2)p_1p_2+

(x^2_1x^2 + (m + k^2 2 )x^2_1 + 1 2 x^4_1 + k_1x_2 − k^2_1 4 x^{−2}_1 − kk_1 2 )^2;

3) V = 1 9 x^{−2/3}_1 ( 9 2 x^2_1 + x^2) + m(9x^2_1 + 4x^2) + kx^{2/3}_1 ,

I = p^4_1 + ( 2 9 x^2x^{−2/3}_1 + 2kx^{2/3}_1 + 18mx^2_1 + x^{4/3}_1 )p^2_1 + x^{4/3}_1 p^2− 4 3 x_2x^{1/3}_1 p_1p_2 + ( 1 9 x^2x^{−2/3}_1 − kx^{2/3}_1 − 9mx^2_1 − 1 2 x^{4/3}_1 )^2;

4) V = − k_1k_2 3 x_2x^{−2/3}_1 + 1 4 (k^2 +

3k_1m_1

k_2

)x^{2/3}_1 − m_1x_2,

I = p^4_1 + [ 1 2 (k^2 +

3k_1m_1 k_2

)x^{2/3}_1 −

2k_1k_2 3 x_2x^{−2/3}_1 + k^2_1]p^2_1 + k^2_1p^2+

2k_1k_2x^{1/3}_1 p_1p_2 + [ k_1k_2 3 x_2x^{−2/3}_1 + 1 4 (k^2 −

3k_1m_1 k_2

)x^{2/3}_1 − k^2_1 2 ]^2.

5) V = 1 9 x^{−2/3}_1 ( 9 2 x^2_1 + x^2) − 5k 3 x_2x^{2/3}_1 + 3m 8k x^{2/3}_1 +

k^2 4 x^2_1 − mx_2 + k 9 (1 + 15k)x^2,

I = p^4_1 + ( 2 9 x^2x^{−2/3}_1 −

10k_1 3 x_2x^{2/3}_1 + k^2_1 2 x^2_1 +

3m_1 4k_1 x^{2/3}_1 + x^{4/3}_1 )p^2_1

+x^{4/3}_1 p^2 + 2x^{2/3}_1 (− 2 3 x_2x^{−1/3}_1 + k_1x_1)p_1p_2+

172 A. A. ANDRIANOV, M. V. IOFFE, D. N. NIXNIANIDZE ( 1 9 x^2x^{−2/3}_1 + k_1x_2x^{2/3}_1 −

3m_1 8k_1 x^{2/3}_1 − 1 2 x^{4/3}_1 + k^2_1 4 x^2_1)^2.

Dannye potencialy byli naædeny ranee drugimi metodami v rabotah [21–23].

V zakl¸qenie fftogo razdela sformuliruem v terminah klassiqeskoæ mehaniki poluqennyæ recept postroeniØ integralov dvißeniØ dlØ klassiqeskih sistem. DlØ vsØkogo klassiqeskogo gamil~toniana H_{cl} i kompleksnoæ funkcii q^+_{cl}(⃗x, ⃗p) = (q^−_{cl} )^∗, polinomial~noæ po impul~sam, kotorye udovletvorØ¸t sootnoxeniØm: {q^+_{cl}, H_{cl}} = if(⃗x, ⃗p)q^+_{cl} , {(q^+_{cl} )^∗, H_{cl}} = −if(⃗x, ⃗p)(q^+_{cl} )^∗; (gde {,}-skobki Puassona, a f(⃗x, ⃗p) – proizvol~naØ vewestvennaØ funkciØ), suwestvuet klassiqeskiæ faktorizuemyæ integral dvißeniØ I = q^+_{cl} q^−_{cl} .

4. Potencialy, svØzannye s predstavleniem Laksa

Rassmotrim dvumernye klassiqeskie sistemy s potencialami vida (sm.[19]):

V (x_1, x_2) = v_1(x_1) + v_2(x_2) + v_3(x_1 − x_2) + v_4(x_1 + x_2).

Izvestno, qto ffti sistemy oblada¸t dopolnitel~nym integralom dvißeniØ qetvertogo porØdka po impul~sam: I = 1 2 p^2_1p^2 + g_0p^2_1 + g_1p_1p_2 + g_2p^2 + f,

esli

g_0 = v_2(x_2), g_1 = −v_3(x_1 − x_2) + v_4(x_1 + x_2), g_2 = v_1(x_1),

a funkcii v_1, v_2, v_3, v_4 udovletvorØ¸t funkcional~nomu uravneni¸:

[v_4(x_1 + x_2) − v_3(x_1 − x_2)][v^{′′}_2 (x_2) − v^{′′}_1 (x_1)] + 2[v^{′′}_4 (x_1 + x_2) − v^{′′}_3 (x_1 − x_2)]·

(47)

[v_2(x_2) − v_1(x_1)] + 3v^′_4(x_1 + x_2)[v^′_2(x_2) − v^′_1(x_1)]+

3v^′_3(x_1 − x_2)[v^′_2(x_2) + v^′_1(x_1)] = 0.

V knige [19] priveden spisok izvestnyh qastnyh rexeniæ uravneniØ (47).

NOVYE INTEGRIRUEMYE DVUMERNYE SISTEMY 173

DlØ dal~neæxego issledovaniØ rexeniæ uravneniØ (47) polezno perepisat~ ego v ffkvivalentnoæ forme:

∂_2(vv^′_2 + 2v_2∂_2v) = ∂_1(vv^′_1 + 2v_1∂_1v), (48) gde v ≡ v_4(x_1 + x_2) − v_3(x_1 − x_2). (49)

Obwee rexeniØ uravneniØ (48) bez uqeta usloviØ (49) moßet byt~ zapisano v vide: v = [ G (∫ dx_1 √ v_1 + ∫ dx_2 √ v_2 ) + L (∫ dx_1 √ v_1 ) − ∫ dx_2 √ v_2 )] / √ v_1v_2 (50)

gde G i L – proizvol~nye funkcii svoih argumentov. Takim obrazom, zadaqa svoditsØ k poisku funkciæ v vida (50), udovletvorØ¸wih uslovi¸

(∂^2_1 − ∂^2 )v = 0. (51)

Legko, v qastnosti, proverit~, qto vse rexeniØ, poluqennye iz supersimmetrii v klassiqeskom predele ~ → 0 v Razd. 3 (sm. sootnoxeniØ (44)), ØvlØ¸tsØ rexeniØmi uravneniØ (44) i ime¸t vid (47) pri G ≡ 0.

Opyt, preobretennyæ pri issledovanii sistemy uravneniæ (6), (7) v ramkah supersimmetriqnoæ kvantovoæ mehaniki, pozvolØet naæti rØd novyh rexeniæ uravneniØ (48).

1) Predpoloßim, qto funkciØ v faktorizuema: v = u_1(x_1) ·

u_2(x_2), togda uravnenie (48) dopuskaet razdelenie peremennyh,

i ego rexeniØ ime¸t vid:

v_k = n_k[a_k exp( √ λx_k) + b_k exp(− √ λx_k)] + l_k

(a_k exp( √ λx_k) − b_k exp(− √ λx_k))^2 , k = 1, 2. v_3 = a_1b_2 exp( √ λ · (x_1 − x_2)) + a_2b_1 exp(− √ λ · (x_1 − x_2)).

v_4 = a_1a_2 exp( √ λ · (x_1 + x_2)) + b_1b_2 exp(− √ λ · (x_1 + x_2)),

gde pri λ > 0 vse konstanty vewestvenny, a pri λ < 0 konstanty

n_k, l_k – vewestvenny, a a_k = b^∗_k.

2) Perepixem (50) v terminah novyh funkciæ

v_1 ≡ (W^′_1)^{−2}, v_2 ≡ (W^′_2)^{−2}.

174 A. A. ANDRIANOV, M. V. IOFFE, D. N. NIXNIANIDZE Togda uravnenie (51) oznaqaet, qto [ W^{′′′}_1 W^′_1 − W^{′′′}_2 W^′_2 ] + 3 [ (W^{′′}_1 − W^{′′}_2 )G^′ + (W^{′′}_1 + W^{′′}_2 )L^′ ] + (W^{0 2}_1 − W^{02}_2 )(G^{′′} + L^{′′}) = 0, (52)

gde proizvodnye ot funkciæ G i L berutsØ po ih argumentam. Postroim nekotorye qastnye rexeniØ uravneniØ (52). 2a) W_{1,2} = σ_{1,2} exp(λx_{1,2}) + δ_{1,2} exp(−λx_{1,2}), (53)

gde λ^2 – vewestvennaØ konstanta, a σ_k, δ_k mogut byt~ kompleksnymi. Podstanovka vyraßeniæ (53) v uravnenie (52), pri vypolnenii usloviØ

σ_1δ_1 = σ_2δ_2, (54)

privodit k uravneni¸ s razdelØ¸wimisØ peremennymi, rexeniem kotorogo ØvlØ¸tsØ funkcii:

G(W_1 + W_2) = α_1 (W_1 + W_2)^2

+ α(W_1 + W_2)^2 + β_1; (55)

L(W_1 − W_2) = α_2 (W_1 − W_2)^2

+ α(W_1 − W_2)^2 + β_2, (56)

s proizvol~nymi konstantami α, α_i, β_i(i = 1, 2).

Rassmotrim sluqaæ λ^2 > 0. Iz vewestvennosti funkciæ

v_n(x_n)(n = 1, 2) sleduet, qto konstanty σ_1, δ_1 libo obe vewestven-

ny, libo obe mnimye. Analogiqno i dlØ pary (σ_2, δ_2). Iz usloviØ (54) sleduet, qto pri vewestvennyh (σ_i, δ_i), funkcii W_{1,2} prinima¸t vid:

W_1(x) = W_2(x) = k cosh(λx), (57) ili W_1(x) = W_2(x) = k sinh(λx), k ∈ R, (58)

a funkciØ v vewestvenna pri vewestvennyh konstantah α, α_i, β_i

(i = 1, 2).

V sluqae, kogda para (σ_1, δ_1) – vewestvennye konstanty, a

(σ_2, δ_2) – mnimye, nahodim, qto:

W_1 = k sinh(λx_1), W_2 = ik cosh(λx_2), (59)

W_1 = k cosh(λx_1), W_2 = ik sinh(λx_2), k ∈ R. (60)

NOVYE INTEGRIRUEMYE DVUMERNYE SISTEMY 175 Zametim, qto v fftom sluqae argumenty funkciæ G i L kompleksno soprØßeny, i iz vewestvennosti funkcii v poluqaem:

L^∗(W_1 + W_2) = −G(W_1 + W_2).

Ots¸da nahodim, qto v formulah (55), (56) konstanty dolßny udovletvorØt~ usloviØm:

α_2 = −α^∗_1; β_2 = −β^∗_1 ; α = α^∗. 2b) W_1 = W_2 = gx^2; g^2 ∈ R. (61)

Pri fftom iz uravneniØ (52) sleduet, qto:

G = a_0 + a_1(W_1 + W_2) + a(W_1 + W_2)^2;

L = b_0 − a 4 (W_1 − W_2)^2 + b (W_1 + W_2)^2 , gde vse konstanty vewestvennye.

Privedem poluqennye vynaßeniØ dlØ funkciæ v_n(n = 1, ..4), sootvetstvu¸wie pereqislennym vyxe rexeniØm (57)–(61), sootvetstvenno:

v_1(x) =v_2(x) = k sinh^2(λx) , v_3(x) =v_4(x) = k_1 sinh^2(λx) + k_2 sinh^2(^{λx}_2 )

+ k_3 cosh(2λx) + k_4 cosh(λx);

(62)

v_1(x) = v_2(x) = k cosh^2(λx) , v_3(x) = k_1 sinh^2(λx) + k_2 sinh^2(^{λx}_2 )

+ k_3 cosh(2λx) + k_4 cosh(λx);

v_4(x) = k_1 + 4k_2 sinh^2(λx) − k_2 sinh^2(^{λx}_2 )

+ k_3 cosh(2λx) − k_4 cosh(λx);

(63)

v_1(x) = k cosh^2(λx)

, v_2(x) = − k sinh^2(λx) ; v_3(x) = v_4(x) = k_1 + k_2 sinh(λx)

cosh^2(λx)

+ k_3 cosh(2λx) − k_4 sinh(λx);

(64)

176 A. A. ANDRIANOV, M. V. IOFFE, D. N. NIXNIANIDZE v_1(x) = k sinh^2(λx)

, v_2(x) = − k cosh^2(λx) ; v_3(x) = k_1 + k_2 sinh(λx)

cosh^2(λx)

+ k_3 cosh(2λx) + k_4 sinh(λx);

v_4(x) = k_1 − k_2 sinh(λx)

cosh^2(λx)

+ k_3 cosh(2λx) − k_4 sinh(λx);

(65)

v_1(x) = v_2(x) = kx^{−2};

v_3(x) = v_4(x) = k_1x^{−2} + k_2x^2 + k_3x^4 + k_4x^6,

(66)

v_1 = g_1 (δ_1 exp(λx) − σ_1 exp(−λx))^2 , v_2 = g_2 (δ_2 exp(λx) − σ_2 exp(−λx))^2 ; (67)

v_3(x) = k_1(δ_1σ_2 exp(λx) + σ_1δ_2 exp(�λx)) + k_2(δ^2_1σ^2 exp(2λx) + σ^2_1 δ^2 exp(�2λx)); v_4(x) = k_1(δ_1δ_2 exp(λx) + σ_1σ_2 exp(�λx)) + k_2(σ^2_1σ^2 exp(2λx) + δ^2_1δ^2 exp(�2λx)).

V zakl¸qenie otmetim, qto rexeniØ (63)–(65) otsutstvu¸t v spiske izvestnyh rexeniæ v knige [19], a rexeniØ (62) i (66) privedeny lix~ pri poloßitel~nyh znaqeniØh parametrov. VyraßeniØ (67) ØvlØ¸tsØ rexeniØmi (47) pri proizvol~nyh znaqeniØh parametrov (v [19] oni privedeny dlØ σ_1δ_1 > 0, σ_2δ_2 > 0).

Literatura

1. M. Olshanetsky, A. Perelomov, — Invent. Math., 37 (1976), 93. 2. M. Adler, — Comm. Math. Phys. 55 (1977), 195.

3. A. M. Perelomov, — �QA˚ 10 (1979), 850.

4. M. A. Olshanetsky, A. M. Perelomov, — Phys. Rep. 94 (1983), 313.

5. U. Miller, SimmetriØ i razdelenie peremennyh. M., Mir, 1981. 6. V. B. Kuznecov, A. V. Cyganov, — Zap. nauqn. semin. LOMI 172 (1989), 88. 7. A. A. Andrianov, M. V. Ioffe, D. N. Nishnianidze, — Phys. Lett. A201 (1995), 103.

8. E. Witten, — Nucl. Phys. B188 (1981), 513. 9. E. Witten, — Nucl.Phys. B202 (1982), 253.

10. A. A. Andrianov, N. V. Borisov, M. V. Ioffe, M. I. �ædes, — TMF 61 (1984), 17.

11. A. Lahiri, P. K. Roy, B. Bagghi, — Int. J. Mod. Phys. A5 (1990), 1383.

12. A. A. Andrianov, M. V. Ioffe, D. N. Nixnianidze, — Zap. nauqn.

semin. POMI 224 (1995), 68.

13. A. A. Andrianov, M. V. Ioffe, N. Cannata, and D. N. Nishnianidze, — J. Phys.

A30 (1997), 5037.

NOVYE INTEGRIRUEMYE DVUMERNYE SISTEMY 177 14. A. A. Andrianov, M. V. Ioffe, D. N. Nixnianidze, — TMF 104 (1995), 463.

15. A. A. Andrianov, M. V. Ioffe, F. Cannata, J.-P. Dedonder, — Int. J. Mod. Phys.

A10 (1995), 2683.

16. V. I. Inozemzev, — Jour. Phys. A17 (1984), 815.

17. �. Kamke, Spravoqnik po obyknovennym differencial~nym uravneniØm.

Moskva, 1961.

18. V. I. Inozemzev, — Phys. Scrip. 29 (1984), 518.

19. A. M. Perelomov, Integriruemye sistemy klassiqeskoæ mehaniki i al-

gebry Li. M., Nauka, 1990.

20. D. Levi, S. Wojciechowski, — Phys. Lett. A103 (1984), 11. 21. J. Hietarinta, — Phys. Rev. A28 (1983), 3670.

22. M. Wojciechowski, S. Wojciechowski, — Phys. Lett. A105 (1984), 11. 23. B. Grammaticos, B. Dorizzi, A. Ramani, — Jour. Math. Phys. 24 (1983), 2289.

Andrianov A. A., Ioffe M. V., Nishnianidze D. N. New integrable systems generated by a deformed supersymmetric algebra.

New solutions of the intertwining relations for scalar quantum hamiltonians by the second order supercharges with the Lorentz and degenerate metrics are obtained. The symmetry operators for the components of the superhamiltonian are found which result in the integrability of the corresponding quantum systems. The expressions for the hamiltonians and symmetry operators in the classical limit are given. A new class of integrable classical two-dimensional systems possesing the integrals of motion which are of the fourth order in momenta.

Postupilo 25 avgusta 1998 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet