Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 251, 1998 g.

A. I. Vinogradov BINARNYE ZADAQI.

SPEKTRAL^NY` PODHOD. III

§9. Spektral~naØ funkciØ ^φ(r)

Preßde qem naqinat~ ocenivat~ vklad ot nepreryvnoæ i diskretnoæ komponent pravoæ qasti ravenstva (1.19), [5], nado issledovat~ povedenie spektral~noæ vesovoæ funkcii ^φ (r), kotoraØ vhodit v obe ffti komponenty i Øvnyæ vid kotoroæ priveden v ravenstve (1.22), [5]. Ona znaqitel~no sloßnee spektral~noæ funkcii ~φ (k − 1) iz §8, pofftomu my posvØtim eæ ves~ fftot paragraf.

DlØ naglØdnosti povtorim zdes~ ravenstvo (2.22), [5] ^φ (r) = π sh πr ∞∫ 0 J_{2ir}(x) − J_{−2ir}(x) 2i · φ(x) · dx x . (9.0)

DlØ preobrazovaniØ fftoæ funkcii k udobnomu vidu my snova vospol~zuemsØ integral~nym predstavleniem (8.7), II dlØ besselevoæ funkcii. No prØmo podstavit~ (8.7), II v (9.0) nel~zØ, t.k. integral (8.7), II shoditsØ absol¸tno tol~ko dlØ sluqaØ kogda

Re z > 0, a v naxem sluqae z = ir, t.e. Re z = 0. No ravenstvo (8.7),

II moßno analitiqeski prodolßit~ po z na prØmu¸ Re z = 0. DlØ togo qtoby sdelat~ ffto, budem snaqala sqitat~, qto z leßit v polose

0 < Re z 6 1 2 − ε, gde ε ∈ ( 0, 1 4 ] (9.1)

i sdvinem kontur (8.7) vlevo na prØmu¸ Re s = −^1_2 . Pri fftom my proædem pol¸s funkcii Γ(s + z) v toqke s = −z i po teoreme Koxi o vyqetah ravenstvo (8.7), II preobrazuetsØ k novomu vidu:

J_{2z}(x) = 1 2πi ∫ Re s=− 1+^ε2

( · )ds + Γ^{−1}(s + 2z) · (_x 2 )_{2z} , (9.2)

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant No. 96-01- 00679, S.-Peterburg, RossiØ. 195

196 A. I. VINOGRADOV gde Ødro ( · ) v (9.2) to ße samoe, qto i v (8.7), II. Predstavlenie (9.2) uße moßno prodolßit~ po indeksu z iz polosy (9.1) v bolee xiroku¸ polosu: − 1 2 + ε 6 Re z 6^1_2 − ε, ε ∈^(0,^1_4^]. (9.3)

V polose (9.3) leßit i nußnaØ nam prØmaØ z = ir, gde r ∈ R.

Sledovatel~no, dlØ parametra z iz polosy (9.3) ostaetsØ vernym predstavlenie (9.2), esli v nem pomenØt~ z na −z. Pofftomu dlØ raznosti funkciæ BesselØ v polose (9.3) poluqaem predstavlenie:

J_{2z}(x) − J_{−2z}(x) = = 1 2πi ∫ Re s=− 1+^ε2

[ Γ(s + z) Γ(1 − s + z) − Γ(s − z) Γ(1 − s − z) ]( x 2 )_{−2s} ds+

+Γ^{−1}(1 + 2z) · (x 2 )_{2z} − Γ^{−1}(1 − 2z) · ( x 2 )_{−2z} . (9.4)

PrivodØ raznost~ otnoxeniæ v Ødre integrala (9.4) k obwemu znamenatel¸ i pol~zuØs~ funkcional~nym uravneniem dlØ Γfunkcii

Γ(w) · Γ(1 − w) = π sin πw i formuloæ raznosti dlØ sinusov:

sin A − sin B = 2 · sin A − B 2 · cos A + B 2 poluqaem ravenstvo

Γ(s + z) Γ(1 − s + z) − Γ(s − z) Γ(1 − s − z) = − 2 π ·sin πz·cos πs·Γ(s+z)·Γ(s−z). (9.5) PodstavlØØ (9.5) v (9.4) i polagaØ z = ir, poluqaem predstavlenie: J_{2ir}(x) − J_{−2ir}(x) 2i = = − sh πr π · 1 2πi ∫ Re s=− 1+^ε2 cos πs · Γ(s + ir) · Γ(s − ir) · ( x 2 )_{−2s} ds+

+ Γ^{−1}(1 + 2ir) 2i · (x 2 )_{2ir} − Γ^{−1}(1 − 2ir) 2i · ( x 2 )_{−2ir} . (9.6)

BINARNYE ZADAQI. III 197 PodstavlØØ (9.6) v (9.0) i proizvodØ neobhodimye vyqisleniØ s peremenoæ porØdkov integrirovaniØ (qto zakonno) my poluqim v Ødre integrala (9.6) uße znakomu¸ nam funkci¸ J_s(φ) iz ravenstva (8.10), II, i Øvnyæ vid ^φ (r): ^φ (r) = − 1 2πi ∫ Re s=− 1+^ε2 cos πs · Γ(s + ir) · Γ(s − ir) · J_s(φ)ds+

+ π 2i · Γ^{−1}(1 + 2ir sh πr · J_{−ir}(φ) − π 2i · Γ^{−1}(1 − 2ir sh πr · J_{ir}(φ). (9.7)

FunkciØ J_s(φ) ffksponencial~no shoditsØ na l¸boæ prØmoæ Im s =

const pofftomu teper~ net problemy dlØ integrala v (9.7) vernut~

ego kontur v pravu¸ poluploskost~ na prØmu¸ Re s = +^1_2 . Pri fftom my proædem dva pol¸sa v toqkah s = ±ir vyqety v kotoryh pogasØt vneintegral~nye qleny pravoæ qasti (9.7). V rezul~tate my poluqim okonqatel~noe predstavlenie dlØ funkcii ^φ (r): ^φ (r) = 1 2πi ∫ Re s= 12 cos πs · Γ(s + ir) · Γ(s − ir) · J_s(φ)ds. (9.8)

�to predstavlenie regulØrno po parametru s_3 =^{1+s1+s2}_2 v poluploskosti Re s_3 >^1_2 .

No iz predstavleniØ (9.8) vse ewe trudno poluqit~ neobhodimu¸ nam ocenku funkcii ^φ po spektral~nomu parametru r: ^φ (r) ≪| r |^{−2−ε}, | r |→ ∞ (9.9) s nekotorym fiksirovannym ε > 0.

DlØ fftogo nado uqest~ interferenci¸ Ødra (9.8), t.e. provesti tØßelyæ sqet po metodu stacionarnoæ fazy. Qtoby oboæti fftot sqet i v to ße vremØ poluqit~ ocenku (9.9), nado zametit~, qto funkciØ ^φ (r) na samom dele zavisit i ot peremennoæ

s_3 =^{1+s1+s2}_2 , kotoraØ vhodit v argument funkcii J_s(φ) iz (8.10),

II, t.e. ^φ (r) ≡ ^φ (r, s_3), a sledovatel~no ona zavisit i ot peremennyh integrirovaniØ s_1 i s_2 v (7.9). Pofftomu my moßem podpravit~ ee opredelenie, t.k. funkciØ ^φ (r) vhodit v Ødro integrala (7.8) kak funkciØ parametrov integrirovaniØ s_1 i s_2. Imenno dlØ fftogo i byla vydelena qast~ proizvedeniØ v znamenatele

198 A. I. VINOGRADOV pravoæ qasti (6.5), II, qtoby peredat~ ego funkcii ^φ (r), t.e. vmesto ^φ (r) rassmatrivat~ otnoxenie ^φ (r) c2∏ i=1 (s_2 + c_2 + i)

. (9.10)

No fftoæ popravki malo, nado ewe podpravit~ funkci¸ ^φ (r) i za sqet peremennoæ integrirovaniØ s_1. No zdes~ delo osloßnØetsØ tem, qto v znamenatele Ødra (7.9) parametr s_1 vhodit v tret~eæ stepeni s^3_1 i otdat~ vse tri stepeni fftogo parametra na uluqxenie ocenki funkcii ^φ (r) nel~zØ, t.k. niqego ne ostanetsØ dlØ obespeqeniØ absol¸tnoæ shodimosti samogo integrala po

s_1-konturu. Poloßenie spasaet prisutstvie v Ødre (7.9) veliqi-

ny Y^{s1} . Tol~ko seæqas stanovitsØ ponØtnym poqemu my derßali fftot parametr, ne sdelav ego srazu veliqinoæ N^2. Delo v tom, qto ravenstvo (1.2), I, spravedlivo pri l¸bom Y ¿ N^2:

G(N ) = ∑ m=N2−X2>0 ∑ D6Y^{δD (m) · μ(D) · log} 2 ( Y D ) . (9.11)

Pofftomu my moßem mnogokratno usrednØt~ ffto ravenstvo po parametru Y ¿ N^2. My vospol~zuemsØ integral~nym usredneniem po Y i budem sqitat~ ravenstvo (9.11) nulevym xagom iteracii i sootvetstvenno poloßim Y = Y_0 ¿ N^2.

Na pervom xage iteracii razdelim levu¸ i pravu¸ qasti ravenstva (9.11) na Y_0 i prointegriruem poluqennoe ravenstvo po Y_0 v intervale (Y_1 6 Y_0 6 eY_1), gde Y_1 ¿ N^2. e – Neperova konstanta – osnovanie natural~nyh logarifmov.

LevaØ qast~ ravenstva (9.11) ot Y_0 ne zavisit, pofftomu tam poØvlØetsØ kofffficient e·Y1∫

Y1 dY_0 Y_0

= 1, (9.12)

t.e. levaØ qast~ ne izmenitsØ.

V pravoæ qasti (9.11) glavnyæ qlen problemy toße ot Y_0 ne zavisit i pofftomu pri usrednenii ne izmenitsØ. Analog malyh dug my sveli k integralu (7.9) v Ødre kotorogo stoit veliqina

BINARNYE ZADAQI. III 199

Y^{s1}_0 . Pofftomu posle usredneniØ ona preobrazuetsØ k vidu: e·Y1∫

Y1 Y^{s1}_0 Y_0 dY_0 =

(e^{s1} − 1)

s_1

· Y^{s1}_1 . (9.13)

Prodelav c_1 takih iteracionnyh xagov, gde c_1 ¿ 3 – celoe fiksirovannoe qislo, my poluqim v Ødre (7.9) na meste Y^{s1}_0 veliqinu

(e^{s1} − 1) s^{c1}_1

· Y^{s1}_{c1} , (9.14)

gde Y_{c1} ¿ N^2 po preßnemu proizvol~nyæ parametr i my snova moßem vernut~ emu oboznaqenie Y .

V rezul~tate iteracionnyh usredneniæ my poluqim v znamenatele (9.14) mnoßitel~ s^{c1}_1 kotoryæ my tak ße otdadim na uluqxenie spektral~noæ funkcii v znamenatele otnoxeniØ (9.10). V rezul~tate poluqaetsØ uluqxennaØ spektral~naØ funkciØ φ̂(r) = ^φ (r) s^{c1}_1 ·^{c2} ∏ i=1 (s_2 + c_2 + i)

. (9.15)

Preßde qem zapuskat~ v rabotu fftu uluqxennu¸ spektral~nu¸ funkci¸, obratim vnimanie na odnu tonkost~, kotoraØ poØvilas~ posle primeneniØ iteracionnogo integrirovaniØ po parametru Y .

V §5, II my razbili na “Øwiki” interval “malyh dug” (N_1 <

c 6 N^2] pri konkretnom znaqenii Y = N^2. DlØ togo qtoby so-

glasovat~ §5, II s iteracionnym integrirovaniem po parametru

Y = Y_0 otmetim, qto sdelav c_1 xagov iteracionnogo integriro-

vaniØ my poluqim neravenstva:

Y = Y_0 6 Y_1 · e 6 Y_2 · e^2 6 . . . 6 Y_{c1} · e^{c1} .

OpredelØØ posledniæ parametr Y_{c1} s pomow~¸ ravenstva Y_{c1} =

N^2, poluqaem ocenku dlØ ishodnogo parametra Y_0:

Y_0 6 N^2 · e^{c1} = M_{k2} .

Pofftomu iteracionnoe integrirovanie budet soglasovano s “Øweqnym” deleniem iz §5, II esli my uveliqim dlinu otrezka “malyh dug” do razmera (N_1 < c 6 M_{k2} ]. Koliqestvo “Øwikov” pri fftom tak ße vozrastet i stanet ravnym k_2 vmesto k_1.

200 A. I. VINOGRADOV �tot novyæ parametr my opredelim tak ße kak i k_1 s pomow~¸ ravenstva:

2^{k2} · N_1 = M_{k2} ,

sdvinuv nemnogo N_1, esli potrebuetsØ, dlØ togo qtoby parametr

k_2 byl celym qislom. Postroenie gladkih funkciæ f_k(c) dlØ ka-

ßdogo “Øwika” ostaetsØ tem ße samym, qto i v §5, II. VtoraØ popravoqnaØ summa v (5.11), II budet teper~ otnosit~sØ k “Øwiku” s nomerom k_2, no ee svoæstvo byt~ toßdestvennym nulem na pravom spuske: (M_k 6 c 6^5_4 M_k) funkcii f_{k2} (c) ostaetsØ neizmennym kak i v sluqae funkcii f_{k1} , pofftomu ee tak ße moßno otbrosit~. �to srazu ße sleduet iz razryvnyh svoæstv integrala (0.8) I kotoryæ raven nul¸ dlØ vseh c ∈ (M_k,^5_4 M_k), t.k. pri vseh iteraciØh integrirovaniØ po Y my imeem nulevoe Ødro dlØ takih c.

DlØ togo qtoby ustranit~ vsØkie nedorazumeniØ otmetim, qto s toqki zreniØ arifmetriqeskih svoæstv ishodnoæ summy (9.11) faktiqeskogo uveliqeniØ ee dliny = N^2 ne proishodit pri iteracionnom integrirovanii, t.k. my pri fftom dobavlØem k summe pustotu. No ffto integrirovanie ne trivial~no s toqki zreniØ integral~nogo predstavleniØ (1.11), I fftoæ summy, t.k. tam po- ØvlØetsØ novyæ kompleksnyæ parametr s_1.

Posle fftogo otstupleniØ snova vernemsØ k integral~nomu predstvleni¸ (9.8) i razob~em ego na dve qasti:

^φ (r) = ^φ_1(r) + ^φ_2(r), (9.16) gde ^φ_1(r) = 1 2πi ∫ s= 12 +it |t|6^1_2 |r| cos πs · Γ(s + ir) · Γ(s − ir) · J_s(φ) ds (9.17)

^φ_2(r) = 1 2πi ∫ s= 12 +it |t|¿^1_2 |r| ( · ) ds. (9.18)

˚dro ( · ) v (9.18) to ße samoe, qto i v (9.17). Sootvetstvenno ravenstvu (9.16) pravaØ qast~ (9.15) tak ße raspadaetsØ na dve qasti

φ̂ (r) = φ̂_1(r) + φ̂_2(r), (9.19)

BINARNYE ZADAQI. III 201 gde φ̂_i(r) = ^φ_i(r)/( · ), i = 1, 2;

znamenatel~ ( · ) tot ße samyæ, qto i v (9.15). Na konture (9.17) spravedliva ocenka: cos πs · Γ(s + ir) · Γ(s − ir) ≪ exp ( − π 2 | r | ) . PodstavlØØ fftu ocenku v (9.17) poluqaem: ^φ_1(r) ≪ e^{− π2 |r|} · ∫ |t|6^1_2 |r| | | J_s(φ) | | dt 6 e^{− π}2^{|r|} · ∞∫ −∞ | | J_s(φ) | | dt.

PodstavlØØ (8.10) II i (8.13) II v pravu¸ qast~ fftogo neravenstva poluqaem ocenku v oblasti Re s_3 ¿^1_2 :

^φ_1(r) ≪ X^{σ3− 12} · e^{− π2 |r|}. (9.20)

PodstavlØØ (9.20) v (9.19) kogda i = 1, poluqaem ocenku v oblasti Re s_1 ¿^1_2 , kogda Re s_2 = −^1_2 :

φ̂_1(r) ≪ X^σ3^{− 1}2 · e^{− π}2^{|r|}. (9.21)

Na konture (9.18) spravedliva ocenka: cos πs · Γ(s + ir) · Γ(s − ir) ≪ 1. PodstavlØØ ee v (9.18) poluqaem: ^φ_2(r) ≪ ∫ |t|¿^1_2 |r| | | J_{12 +it}(φ) | | dt. (9.22)

Pust~ s_i = σ_i + it_i, i = 1, 2, 3, togda iz ravenstva s_3 =^{1+s1+s2}_2 sleduet, qto σ_3 =^1_2 (^1_2 + σ_1), t.k. σ_2 = −^1_2 i t_3 =^1_2 (t_1 + t_2).

Esli | Im s_3| = |t_3| 6^1_5 |r|, togda, podstavlØØ ravenstvo (8.10), II i ocenku (8.13), II v (9.22), poluqaem: ^φ_2(r) ≪ X^{σ3− 12} · e^{− π2 |r|}. PodstavlØØ ffto neravenstvo vo vtoroe slagaemoe (9.19), poluqaem ocenku:

φ̂_2(r) ≪ X^σ3^{− 1}2 · e^{− π}2^{|r|}, (9.23)

202 A. I. VINOGRADOV t.k. znamenatel~ v (9.15) vsegda ≫ 1, esli σ_1 ¿^1_2 i σ_2 = −^1_2 .

Esli t_3 udovletvorØet obratnomu neravenstvu | t_3 |> 1 5 | r |, togda iz opredelØ¸wego ravenstva t_3 =^1_2 (t_1 + t_2) sleduet neravenstvo

| t_1 + t_2 |> 2 5 | r | . Ots¸da sleduet, qto spravedliva libo ocenka | t_1 |> 1 5 | r |, libo ocenka | t_2 |> 1 5 | r | . V pervom sluqae, v oblasti Re s_1 ¿^1_2 , ffto ffkvivalentno ocenke:

| s_1 |^{c1}≫ ( | r | +1 )_{c1} , a vo vtorom, na prØmoæ Re s_2 = −^1_2 , – ocenke: c1∏ i=1 (s_2 + c_2 + i) ≫ ( | r | +1 )_{c2} . PolagaØ c_1 = c_2 = c ¿ 3, poluqaem, qto v l¸bom sluqae spravedliva obwaØ ocenka 1 s^{c1}_1 ·^{c1} ∏ i=1 (s_2 + c_2 + i) ≪ 1 (| r | +1)^c

, (9.24)

gde c ¿ 3 – l¸boe celoe fiksirovannoe qislo.

Krome togo, podstavlØØ v (9.22) ravenstvo (8.10), II i ocenku (8.13), poluqaem neravenstvo ^φ_2(r) ≪ X^{σ3− 12} (| r | +1)^c

. (9.26)

SravnivaØ ocenki (9.23) i (9.26) dlØ oblasteæ | t_3 |6^1_5 | r | i

| t_3 |>^1_5 | r | my vidim, qto ocenka (9.23) sil~nee ocenki (9.26)

BINARNYE ZADAQI. III 203 pri | r |→ ∞. Pofftomu ocenka (9.26) spravedliva i dlØ sluqaØ

| t_3 |6^1_5 | r |, t.e. ona spravedliva vsegda.

To ße samoe moßno skazat~ i pri sravnenii ocenok (9.26) i (9.21). Pofftomu dlØ funkcii φ̂ (r), opredelennoæ ravenstvom (9.19), vsegda spravedliva ocenka φ̂ (r) ≪ X^{σ3−} 1 2 (| r | +1)^c

. (9.27)

Pod slovom “vsegda” my podrazumevaem oblast~ v C^2 , opredelennu¸ usloviØmi: σ_1 ¿^1_2 , σ_2 = −^1_2 ; konstanta c ¿ 3 v (9.27) – l¸boe fiksirovannoe celoe qislo.

§10. NepreryvnaØ komponenta

NepreryvnaØ spektral~naØ komponenta iz pravoæ qasti ravenstva (1.19), [5] v naxem sluqae imeet vid: 1 π ∑ α ∞∫ −∞ ( m n )_{−r} φ_{α,∞;m} ( 1 2 +ir ) · φ_{α,∞;n} ( 1 2 +ir ) · φ̂ (r) dr. (10.1) My zamenili spektral~nu¸ funkci¸ ^φ (r) na φ̂ (r), t.k. popravoqnyæ kofffficient v (9.15) ot spektral~nogo parametra r ne zavisit, pofftomu takaØ zamena vpolne zakonna; tem bolee, qto (10.1) my rassmatrivaem kak qast~ Ødra dvoænogo integrala (7.9) parametry integrirovaniØ kotoryh i vhodØt v popravoqnyæ kofffficient (9.15).

DlØ togo qtoby ustranit~ nedorazumeniØ otnositel~no shodimosti integralov v (10.1) po spektral~nomu parametru r s funkcieæ ^φ (r) v ih Ødre napomnim, qto u nas est~ predstavlenie (9.7) dlØ funkcii ^φ (r) otkuda sleduet ocenka ^φ (r) ≪| r |^{−2−ε}, | r |→ ∞, (10.2) kotoraØ obespeqivaet absol¸tnu¸ shodimost~ integralov v (10.1) po spektral~nomu parametru r. No ocenka (10.2) ne ustraivaet nas, t.k. “konstanta” v simvole I. M. Vinogradova “≪” slixkom grubo zavisit ot parametra X. DlØ togo, qtoby sdelat~ fftu zavisimost~ priemlemoæ dlØ nas (kak v ocenke (9.27)) i byla vvedena uluqxennaØ spektral~naØ funkciØ φ̂ (r) iz (9.15).

204 A. I. VINOGRADOV

VozvrawaØs~ k Ødram integralov (10.1) napomnim, qto podrobnosti o strukture kofffficientov Fur~e rØdov �æzenxteæna

φ_{α,β;n}(w) privedeny v [5]. DlØ nas vaßno kak ffti kofffficienty

zavisØt ot parametra n: φ_{α,β;n}(w) = σ_{1−2w}(n) ζ(2w) · φ^∗_{α,β;δ} (w), gde funkciØ φ^∗_{α,β;δ} (w) zavisit tol~ko ot verxin α, β i kongruffncmodulØ δ. Podrobnosti fftoæ zavisimosti moßno naæti v [5].

Pofftomu nepreryvnu¸ komponentu (10.1) moßno zapisat~ kak Øvnu¸ funkci¸ parametrov m i n v vide 1 π ∑ α ∞∫ −∞ τ_{1−w}(m) · τ_w(n) ζ(2 − 2w) · ζ(2w) φ^∗_{α,β;δ} (1 − w) · φ^∗_{α,β;δ} (w)φ̂ (r) dr, (10.3) gde w =^1_2 + ir,

τ_w(n) = n^{w− 12} · σ_{1−2w}(n), (10.4)

σ_w(n) = ∑ d|n d^w. (10.5)

Teper~ napomnim, qto v Ødre dvoænogo integrala (7.9), II est~ vesovaØ funkciØ parametrov m i n:

m^{1−s3} · n^{−s3} , s_3 =

1 + s_1 + s_2 2 , a v pravoæ qasti ravenstva (3.21), I, ukazano, qto summirovanie po m = N^2 − X^2 > 0 koneqno, a summirovanie po n 6 1 beskoneqno s vesom Λ(n) – funkciæ Mangol~dta. Pofftomu posle usredneniØ nepreryvnoæ komponenty po m i n my poluqim v Ødre integrala dve summy: ∑ m=N2−α2>0 τ_{1−w}(m) · m^{1−s3} (10.6)

i_∞ ∑ n=1 τ_w(n) · Λ(n) · n^{s3} . (10.7)

Summa (10.6) koneqna pofftomu problem s ee shodimost~¸ net.

BINARNYE ZADAQI. III 205 DlØ rØda (10.7) spravedlivo ravenstvo ∞∑ n=1 Λ(n) n^{s3} · τ_w(n) = − ζ^′ ζ ( s_3 + ir ) − ζ^′ ζ ( s_3 − ir ) +

+ ∑ p log p p^{2s3} ( 1 + 1 p^{2ir} − 1 p^{s3+ir} ) . (10.8)

Glavnym qlenom pravoæ qasti (10.8) ØvlØetsØ summa dvuh logarifmiqeskih proizvodnyh klassiqeskoæ ζ-funkcii Rimana − ζ^′ ζ ( s_3 − ir ) − ζ^′ ζ ( s_3 + ir ) . (10.9)

OstavxaØsØ summa v (10.8) absol¸tno shoditsØ v poluploskosti

Re s_3 >^1_2 i problem s ee issledovaniem ne voznikaet. Pofftomu v

dal~neæxem my sosredotoqim vnimanie na glavnom qlene (10.9).

Posle podstanovki nepreryvnoæ komponenty (10.1) v Ødro dvoænogo integrala (7.9), II my poluqim neskol~ko troænyh integralov v koliqestve ravnom qislu verxin fundamental~noæ oblasti F_δ gruppy Γ_0(δ).

Vse oni issledu¸tsØ odinakovo, pofftomu dlØ konkretnosti my rassmotrim integral dlØ verxiny α = ∞.

Spektral~naØ funkciØ φ̂ (r), blagodarØ ocenke (9.27), obespeqivaet absol¸tnu¸ i ravnomernu¸ shodimost~ vnutrennego integrala po spektral~nomu parametru r. Dva vnexnih integrala (7.9) tak ße shodØtsØ absol¸tno i ravnomerno. Pofftomu my moßem sdelat~ spektral~nyæ integral vnexnim, a integrirovanie po s_1 – vnutrennim. Zatem sdvinem s_1-kontur vlevo na prØmu¸

Re s_1 =^1_2 + ε s l¸bym fiksirovannym ε > 0 iz intervala (0,^1_4 ].

Parametr s_1 =^{1+s1+s2}_2 peremestitsØ na prØmu¸ Re s_3 = σ_3 =^{1+ε}_2 . Dal~xe napomnim, qto my prinØli gipotezu Rimana v xirokom smysle podrazumevaØ, qto ona verna i dlØ ζ(s). Potomu pri sdvige s_1-kontura my proædem pol¸sa pervogo i vtorogo slagaemyh (10.9) v toqkah s_3 = 1±ir. V fftih pol¸sah spektral~naØ funkciØ

φ̂ (r) imeet ocenku: φ̂ (r)|_{S3 =1±ir} ≪ √ X (|r| + 1)^c . (10.6)

206 A. I. VINOGRADOV Na prØmoæ Re s_3 =^{1+ε}_2 logarifmiqeskie proizvodnye (10.9), kak ffto sdeduet iz gipotezy Rimana, ime¸t ocenku − ζ^′ ζ ( s_3 ± ir ) ≪ log^2 ( | s_3 | + | r | +1 ) . (10.11)

Spektral~naØ funkciØ na prØmoæ σ_3 = Re s_3 =^{1+ε}_2 , kak ffto sleduet iz (9.27), imeet ocenku:

φ̂ (r)|_{S3 = 1+ε2} ≪ ( √ X)^ε (|r| + 1)^c . (10.12)

Glavnyæ vklad nepreryvnoæ komponenty idet ot vyqetov v pol¸sah s_3 = 1 ± ir s ocenkoæ (10.10) dlØ vyqeta spektral~noæ funkcii.

Napomnim, qto pered dvoænym integralom (7.9) stoit normirovoqnyæ kofffficient X^{−1}. Pofftomu dvoænye integralyvyqety po r-konturu i s_2 -konturu s usloviem Re s_2 = −^1_2 oceniva¸tsØ veliqinoæ porØdka

X^{− 12} · Y^{32} M^{− 12}_k · N · log^3 N. (10.13)

Pri fftom veliqina Y^{3/2} poØvilas~ ot stepeni Y^{s1} v Ødre (7.9) v toqkah s_3 = 1±ir, qto sootvetstvuet uslovi¸ Re s_1 =^3_2 . Veliqina

M^{−1/2}_k – ot stepeni M^{s3}_k na kontur Re s_2 = −^1_2 . Veliqina N ·log^3 N

– ffto ocenka summy (10.6) v pol¸sah s_3 = 1±ir, t.k. v fftom sluqae

Re(1 − s_3) = 0 i summa (10.6) ne bol~xe summy ∑ x6N^{σ0(N 2 −} X^2) ≪ N · log^3 N .

Proizvol~nyæ parametr Y my ograniqim usloviem Y 6 c_0 ·N^2, gde c_0 ¿ e – l¸baØ skol~ ugodno bol~xaØ, no fiksirovannaØ konstanta.

Krome togo, po uslovi¸ M_k ¿^3 √ N , pofftomu M^{−1/2}_k · log^3 N ≪ 1.

Sledovatel~no (10.13) po svoemu porØdku ne bol~xe veliqiny

X^{−1/2} · N^4.

Proizvol~nyæ parametr X ≫ N^{10}, pofftomu

X^{− 12} · N^4 ≪ N^{−1}.

Ocenka vklada na konture Re s_1 =^1_2 + ε, t.e. Re s_3 =^{1+ε}_2 , imeet ewe men~xiæ porØdok v svØzi s ocenkami (10.11) i (10.12).

Analogiqno ocenivaetsØ i vklad ot ostatoqnogo rØda v pravoæ qasti (10.8). �tot rØd regulØren v poluploskosti Re s_3 >^1_2 ,

BINARNYE ZADAQI. III 207 i na prØmoæ Re s_3 =^{1+ε}_2 imeet porØdok O(1). Pofftomu dlØ nego sdvig s_1-kontura vlevo na prØmu¸ Re s_1 =^{1+ε}_2 prohodit bez pol¸sov i vyqetov i v rezul~tate my snova moßem vospol~zovat~sØ ocenkoæ (10.12). Pravda, na konture Re s_3 =^{1+ε}_2 nemnogo uhudxitsØ ocenka koneqnoæ summy (10.6) po sravneni¸ s pol¸- sami s_3 = 1 ± ir i stanet veliqinoæ porØdka N^{2−ε} · log^3 N vmesto

N · log^3 N . No fftot rost budet kompensirovan s bol~xim zapa-

som, umen~xeniem stepeni parametra X: na prmØoæ Re s_3 =^{1+ε}_2 ona budet ravna X^{ε/2−1} 6 X^{−7/8} ≪ N^{−8}, t.k. po uslovi¸ ε 6^1_4 .

Pofftomu ves~ vklad v obwu¸ ocenku ot nepreryvnoæ komponenty, posle ee summirovaniæ po vsem verxinam α, vseh kongruffncmodulØm δ i vsem k-“Øwikam”, koliqestvo kotoryh ≪ log N , uhodit v ostatok s bol~xim zapasom po sravneni¸ s glavnym qlenom v (1.22), I.

§11. DiskretnaØ komponenta

DiskretnaØ komponenta iz pravoæ qasti (1.19), [5], posle zameny spektral~noæ funkcii ^φ na φ̂ v Ødre integrala (7.9), II, primet vid: ∑ j¿1 ρ_j(m) · ρ_j (n) ch π¶_j · φ̂ (¶_j ). (11.1)

V opravdanie zameny ^φ na φ̂ moßno privesti te ße samye argumenty, kotorye uße byli ispol~zovany v predyduwem paragrafe dlØ nepreryvnoæ komponenty.

DlØ uproweniØ simvoliki my opustim v (11.1) vtoroæ indeks u kofffficientov Fur~e ρ_{j,∞}(n), t.k. verxina α = ∞ sqitaetsØ tradicionno osnovnoæ i v ee kofffficientah Fur~e vtoroæ indeks, ukazyva¸wiæ verxinu, obyqno opuskaetsØ esli net v summe drugih verxin.

RØd (11.1) i dva integrala v (7.9), II absol¸tno i ravnomerno shodØtsØ, pofftomu my moßem pomenØt~ porØdki summirovaniØ (11.1) i integrirovaniØ (7.9), II. Posle qego sdelat~ summirovanie po celym m i n vnutrennim, pomestiv ffti summy v Ødre integrala (7.9), II. �ta operaciØ toße zakonna, t.k. summa po

m = N^2−x^2 > 0, koneqna, a rØd po n absol¸tno i ravnomerno sho-

ditsØ v l¸boæ oblasti Re s_3 ¿ 1 + ε s l¸bym ε > 0; s_3 =^{1+s1+s2}_2 .

No predvaritel~no, kak i v §8, II dlØ koneqno-mernyh prostranstv, vospol~zuemsØ mul~tiplikativnost~¸ kofffficientov

208 A. I. VINOGRADOV Fur~e ρ_j (n) = ρ_j (1) · t_j(n), gde ρ_j (1) – normirovoqnyæ kofffficient, toqnoe znaqenie kotorogo opredelØetsØ ravenstvom: ∫ ∫ F_δ | f_j (z) |^2 dμ(z) = 1, (11.2)

t_j(n) – sobstvennoe qislo operatora Gekke T_n funkcii f_j (z). V

rezul~tate summa (11.1) primet vid: ∑ j¿1^{αj · tj(m) · tj (n) ·} φ̂ (_{¶j}), (11.3) gde α_j =| ρ_j (1) |^2 ·(ch π¶_j)^{−1}. (11.4)

Otmetim, qto dlØ verxiny ∞ operatory Gekke T_m ffrmitovy dlØ vseh celyh m ¿ 1, vkl¸qaØ i deliteli kongruffnc-modulØ δ (sm. po fftomu povodu [8]). Pofftomu vse ih sobstvennye qisla t_j (m) vewestvenny, qto pozvolØet snØt~ qertu kompleksnogo soprØßeniØ u sobstvennogo qisla t_j (m) v summe (11.3).

No ffta qerta sohranØetsØ u normirovoqnogo kofffficienta ρ_j(1) v ravenstve ρ_j (m) = ρ_j (1) · t_j(m), t.k. pri total~novewestvennom bazise f_j (z) dlØ neqetnyh funkciæ f_j (z) normirovoqnyæ kofffficient ρ_j (1) qisto mnimaØ veliqina, a dlØ qetnyh

f_j (z) – qisto vewestvennaØ (sm. po fftomu povodu [8]).

V rezul~tate, posle summirovaniØ po “m” i “n” v Ødre integrala (7.9) poØvØtsØ dve summy: ∑ m=N2−x2>0 t_j(m) · m^{1−s3} , (11.5)

s_3 =

1 + s_1 + s_2 2 , Re s_3 ¿ 1 + ε ∞∑ n=1 Λ(n) · t_j (n) · n^{−s3} . (11.6)

Summa (11.5) koneqna, pofftomu problem s ee shodimost~¸ ne voznikaet.

Glavnoæ qast~¸ beskoneqnogo rØda (11.6) ØvlØetsØ logarifmiqeskaØ proizvodnaØ rØda Gekke L_j (s), t.k. iz ego opredeleniØ

BINARNYE ZADAQI. III 209 dlØ Re s > 1:

L_j (s) = ∞∑ n=1 t_j(n) n^s = ∏ p ( 1 − t_j (p) p^s = 1 p^{2s} )_{−1} (11.7)

sleduet ravenstvo − L^′_j L_j (s) = ∞∑ n=1 Λ(n) · t_j(n) n^s − ∑ p log p p^s · ( 1 − t_j(p) p^s = 1 p^{2s} )_{−1} . (11.8)

�to analog ravenstva ih §8, II dlØ beskoneqnomernyh gil~bertovyh prostranstv.

Iz (11.8) vidno, qto raznost~ meßdu rØdom (11.6) i logarifmiqeskoæ proizvodnoæ rØda L_j(s) absol¸tno shoditsØ v poluploskosti Re s >^1_2 i problem s ee issledovaniem ne voznikaet, kak i v §8. Pofftomu v Ødre integrala (7.9) II my zamenim rØd (11.6) logarifmiqeskoæ proizvodnoæ − L^′_j L_j (s_3). (11.9)

My prinØli gipotezu Rimana dlØ vseh rØdov Gekke vseh kongruffnc-grupp, pofftomu funkciØ (11.9) regulØrna v poluploskosti

Re s_3 >^1_2 , a v oblasti Re s_3 ¿^{1+ε}_2 , pri l¸bom fiksirovannom ε > 0, imeet ocenku: L^′_j L_j (s_3 ) ≪ log^2 ( | s_3 | + | ¶_j | +δ ) , (11.10)

gde konstanta v simvole I. M. Vinogradova “≪” zavisit ot ε giperboliqeski kak veliqina 1/ε.

Pofftomu perenosØ s_1-kontur v (7.9), II vlevo na prØmu¸ Re s_1 = 1 2 + ε i sledovatel~no Re s_3 =^{1+s1+s2}_2 =^{1+ε}_2 , gde ε > 0 – l¸boe

fiksirovannoe, my poluqaem, qto porØdok vklada komponenty v “k”-om “Øwike” §5, II ocenivaetsØ veliqinoæ

X^{−1+ ε2} · Y^{12 +ε} · M^{− 12}_k · N^2 · log^2 N. (11.11)

Pri fftom neobhodimu¸ shodimost~ po spektral~nomu parametru ¶_j nam obespeqivaet ocenka (9.27) funkcii φ̂ (¶_j) iz §9. Ona ße, vmeste s normirovoqnym mnoßitelem X^{−1}, daet nam v ocenke (11.11) veliqinu X^{−1+ ε}2 . Veliqina Y^12^{+ε} – iz ocenki Y^{s1} na

210 A. I. VINOGRADOV

prØmoæ Re s_1 =^1_2 + ε. Veliqina M^{− 12}_k – iz ocenki M^{s2}_k na prØmoæ Re s_2 = −^1_2 . Veliqina N^2 – iz ocenki koneqnoæ summy (11.5) na prØmoæ Re s_3 =^{1+ε}_2 metodom bol~xogo rexeta Ivanca–Dezuæe [5]. Veliqina log^2 N – iz ocenki (11.10).

S uqetom ocenki Y ≪ N^2 i usloviØ M_k ¿^3 √ N , porØdok veliqiny (11.11) ne bol~xe

X^{−1+ ε2} · N^{3+2·ε}. (11.12)

Vklad ostatoqnogo rØda iz pravoæ qasti (11.8) tak ße ne bol~- xe veliqiny (11.12).

Pofftomu esli vzØt~ ε 6^1_2 i uqest~, qto X ¿ N^{10}, to vklad diskretnoæ komponenty v obwu¸ ocenku posle summirovaniØ po vsem “Øwikam” iz §5, II i vsem modulØm δ iz §3, I, imeet porØdok ne bol~xe veliqiny O(1).

Ob¨edinØØ ocenki §8, 10, 11 my poluqaem obwu¸ ocenku summy (5.17) v srednem po vsem “Øwikam”, vsem m = N^2 − x^2 > 0, vsem n ¿ 1 i vsem kongruffnc-modulØm δ i delaem zakl¸qenie, qto obwiæ vklad pervyæ summy (5.10), II, v binarnu¸ problemu uhodit v ostatok po sravneni¸ s glavnym qlenom v (1.22), I.

To ße samoe moßno skazat~ i o summe (5.18), II, t.e. o vtoroæ dvoænoæ summe iz (5.10), II. A t.k. vmeste s pervoæ summoæ oni da¸t “malye dugi” binarnoæ zadaqi, to tem samym problema ocenki “malyh dug” rexena i asimptotika qisla rexeniæ binarnoæ zadaqi poluqena.

§12. Zakl¸qenie

AnaliziruØ vse vyxe skazannoe moßno zametit~, qto prinØtie gipotezy Rimana suwestvenno tol~ko v §8, II, dlØ L-rØdov Gekke koneqno-mernyh klassiqeskih prostranstv. DlØ nepreryvnoæ i diskretnoæ komponent v §10 i 11 gipoteza Rimana ne imeet znaqeniØ, vpolne dostatoqno pravoæ granicy – ediniqnoæ polosy. �tot fenomen ob¨ØsnØetsØ bolee glubokimi algebroarifmetiqeskimi svØzØmi binarnyh zadaq s klassiqeskimi prostranstvami neßeli s beskoneqno-mernymi gil~bertovymi prostranstvami. Poslednie nosØt popravoqnyæ harakter po otnoxeni¸ k pervym.

Oqen~ sil~nye ocenki dlØ nepreryvnoæ i diskretnoæ komponent ØvlØ¸tsØ sledstviem bol~xoæ gladkosti vesovyh funkciæ

BINARNYE ZADAQI. III 211

f_k(c) iz §5, II, i bol~xoæ dliny X priblißa¸weæ tffta-funkcii

Hardi-Littlvuda v ravenstve (3.10), I, dlØ μ-funkcii Mëbiusa. K tomu ße vse “plohie” i “neudobnye” kuski malyh dug, kotorye ne umewalis~ v gladku¸ shemu, byli oceneny po puti tradicionnymi metodami v I-oæ i II-oæ qastØh fftoæ raboty. Oni i da¸t glavnyæ ostatok v binarnoæ probleme.

Analitiqeskiæ faktor, upomØnutyæ vyxe, v men~xeæ stepeni zatragivaet koneqno-mernye prostranstva. Qtoby ubedit~sØ v fftom, dostatoqno v qasti I, pri zapisi μ-funkcii Mëbiusa v (3.10), vospol~zovat~sØ soprØßennoæ tffta-funkcieæ Hardi– Littlvuda: μ(c) ∼= ε · φ(c) · ϑ_ε ( d x ) . (12.1)

V fftom sluqae summy Klostermana S_c(m, n) pravoæ qasti ravenstva (3.22), I, budut zameneny na S_c(m, −n), t.e. na summy Klostermana s parametrami raznyh znakov. Pofftomu iz raboty [5] nam pridetsØ vzØt~ predstavlenie (1.20), [5], vmesto (1.19), [5], kotoroe ne soderßit koneqno-mernyh prostranstv i, sootvetstvenno, vmesto spektral~noæ funkcii ^φ (r) iz ravenstva (1.22), [5], nado vzØt~ φ̆ (r) iz (1.23), [5]:

φ̆ (r) = 4 π · ch πr ∞∫ 0 K_{2ir}(x) · φ(x) · dx x (1.22)

s K-funkcieæ Makdonal~da v Ødre.

Na pervyæ vzglØd kaßetsØ, qto ffto Øvnoe uprowenie situacii po sravneni¸ s ravenstvom (1.19), [5].

No na samom dele vse naoborot. S pomow~¸ ravenstva (1.20), [5] nel~zØ poluqit~ ocenku malyh dug qasti I. Toqnee, esli i udastsØ ee poluqit~ na fftom puti, to so znaqitel~no bol~ximi tehniqeskimi izderßkami neßeli iz ravenstva (1.19), [5].

�to svØzano s tem obstoØtel~stvom, qto analogom predstavleniØ (9.8) dlØ φ̆ (r) budet ravenstvo:

φ̆ (r) = 4 π ch πr 2πi ∫ Re s= 12

Γ(s + ir) · Γ(s − ir) · J_s(φ) ds (12.3)

s toæ ße funkcieæ J_s(φ), qto i v (8.10).

212 A. I. VINOGRADOV

Preßde vsego dlØ funkcii φ̆ (r) uße nel~zØ poluqit~ analoga funkcii φ̂ (r) s ocenkoæ (9.27). �ta trudnost~ ØvlØetsØ sledstviem perehoda cos πs iz Ødra integrala (8.10) v kofffficient ch πr pered integralom (12.3).

Krome togo, dlØ obespeqeniØ absol¸tnoæ shodimosti diskretnogo spektra po ¶_j nado sdvinut~ kontur (12.3) vlevo na prØmu¸

Re s = −^1_2 − ε s l¸bym ε > 0. No pri takom sdvige kontura my

ne poluqim zapasa stepeni X v znamenatele daße s gipotezoæ Rimana dlØ vseh spektral~nyh L-rØdov Gekke.

Pofftomu ostaetsØ metod prØmogo sqeta asimptotiki integrala (12.3) po stacionarnoæ faze i zatem usrednenie po parametram X i Y s nadeßdoæ poluqit~ neobhodimu¸ shodimost~ po ¶j i zapas stepeni X v znamenatele odnovremenno. No sqet oqen~ tØßelyæ, t.k. nußna trehparametriqeskaØ asimptotika s ravnomernymi ocenkami ostatkov po trem parametram srazu: (r, s_ε, X). K tomu ße ne Øsno, qto nas ßdet vperedi poka sqet ne proveden.

Priqina fftih osloßneniæ na puti ravenstva (12.1) ponØtna – koneqno-mernye prostranstva v fftom sluqae rastvoreny v diskretnom spektre pravoæ qasti (1.20), [5]. Stoit ih ottuda vydelit~, kak, naprimer, v ravenstve (1.19), [5], tak vse sloßnosti srazu ße propada¸t.

VozvrawaØs~ k §8, II, zametim, qto gipoteza Rimana hotØ i pozvolØet sravnitel~no prosto ocenit~ vklad koneqno-mernyh prostranstv v obwu¸ ocenku “malyh dug”, tem ne menee ona ne po suwestvu. Sovremennoæ granicy nuleæ i plotnostnyh teorem dostatoqno dlØ poluqeniØ netrivial~noæ ocenki. Pri fftom parametr X nado vzØt~ suwestvenno bol~xogo porØdka:

X ¿ exp^[(log N )^{2]} .

HotØ formal~no do sih por nikto ne zanimalsØ perenosom teorem Adamara–Valle–Pussena i Linnika–Bomb~eri na L-rØdy Gekke koneqno-mernyh prostranstv, no Øsno, qto sdelat~ ffto moßno. Tem bolee, qto vse predvaritel~nye ocenki “bol~xogo rexeta” dlØ ih kofffficientov uße poluqeny v rabote [5]. OstaetsØ tol~ko perevesti ffti ocenki v plotnostnye teoremy i granicy nuleæ po izvestnoæ sheme iz [7].

V samom konce otmetim, qto iz spektral~noæ qasti fftoæ raboty vidno, qto ocenki “malyh dug” slabo zavisØt ot stepeni polinoma, kotoryæ my rassmatrivali. Edinstvennoe ser~ez-

BINARNYE ZADAQI. III 213 noe trebovanie – qtoby on ne obrawalsØ v nol~ na intervale summirovaniØ. Pofftomu obwiæ sluqaæ raspredeleniØ prostyh i poqti-prostyh v polinomah l¸boæ stepeni poluqaetsØ toqno tak ße v smysle ocenok “malyh dug”. Trudnost~ v fftom sluqae peremewaetsØ v issledovanie osobogo rØda problemy.

Formal~no osobyæ rØd legko vypisat~ kak rØd Dirihle s ffælerovskim proizvedeniem, kofffficientami kotorogo ØvlØ¸tsØ trigonometriqeskie summy A. VeælØ ot naxego polinoma. I ves~ vopros svoditsØ k tomu, kogda fftot rØd otliqen ot nulØ, t.e. kakaØ arifmetriqeskaØ zavisimost~ dolßna suwestvovat~ meßdu ego kofffficientami, ili kornØmi, qto by ffto uslovie vypolnØlos~.

Naibolee prosto ffti usloviØ vyglØdØt dlØ binarnyh zadaq vysokoæ stepeni, t.e. dlØ prostyh vida

p = x^n + 1, n ¿ 2;

dlØ dvoek prostyh vida

p_1 · p_2 = x^n − 1, n ¿ 2;

dlØ binarnoæ problemy Hardi-Littlvuda:

N = p + x^n, n ¿ 2.

No uße dlØ troek prostyh vida:

p_1 p_2 p_3 = x(x + a_1) · (x + a_2),

zadaqa ne trivial~na v smysle arifmetiqeskoæ zavisimosti meßdu kornØmi a_1 i a_2 ∈ N, ne govorØ o bolee dlinnyh cepoqkah prostyh.

Pod konec otmetim, qto zadaqu Dirihle o prostyh v progressii: p ≡ ℓ (mod D), (ℓ, D) = 1, moßno traktovat~ so spektral~- noæ toqki zreniØ, kak zadaqu raspredeleniØ prostyh v polinome pervoæ stepeni: p = ℓ + Dx i poluqit~ klassiqesku¸ asimptotiku: ∑ n≡ℓ (mod D) n6X Λ(n) ∼ X φ(D) dlØ vseh moduleæ D 6 X^{1−ε}, gde ε > 0 – skol~ ugodno malo, no fiksirovano.

214 A. I. VINOGRADOV

Literatura

1. A. I. Vinogradov, Sravnenenie spektrov II. — Zap. nauqn. semin. PO- MI 236 (1997).

Vinogradov A. I. Binary problem. A spectral approach. III. In this final part of the work the necessary estimates for the discrete and conditions components of the “small arcs” of the binary Goldbach equation are obtained. The estimate of all three parts (Part I in volume 245, and Part II in this volume) of the worke are summed up.

Postupilo 5 ØnvarØ 1997

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN