Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 251, 1998 g.

E. X. Gutxabax

METOD OBRATNO` ZADAQI DL˚ MODELI KULONOVSKO` PLAZMY PRI OTRICATEL^NYH TEMPERATURAH

1. Vvedenie i postanovka zadaqi

DannaØ rabota posvØwena issledovani¸ i postroeni¸ toqnyh rexeniæ nelineænogo fflliptiqeskogo uravneniØ -sh -Gordon: △u = −4sh u, (1.1) gde △ – dvumernyæ operator Laplasa

Ono predstavlØet kak qisto matematiqeskiæ interes, opisyvaØ vloßenie poverhnosti otricatel~noæ krivizny v trehmernoe evklidovo prostranstvo [1], tak imeet i rØd fiziqeskih priloßeniæ. V qastnosti, ono voznikaet kak model~ dvumernoæ kulonovskoæ sistemy qastic pri otricatel~nyh temperaturah [2, 3].

PonØtie otricatel~nyh temperatur bylo vpervye vvedeno, po-vidimomu, L. Onzagerom v 1949 godu v svØzi s zadaqeæ opisaniØ vihrevyh liniæ. Kak okazalos~ v dal~neæxem, ono svØzano s tak nazyvaemymi anomal~nymi sistemami, sostoØwimi iz slabo vzaimodeæstvu¸wih qastic, spinov i t.p. (sm., naprimer, [4]), v kotoryh ffnergetiqeskiæ spektr ograniqen sverhu i suwestvuet nekotoroe maksimal~noe znaqenie ffnergii. V fftom sluqae statistiqeskaØ summa sistemy ∑ i g(E_i) exp(−E_i/T ) v predpoloßenii,

qto g(E_i) ∼ exp(−aE_i), E_i → ∞, a > 0, gde g(E_i)-plotnost~ qisla sostoØniæ, E_i-ffnergetiqeskiæ uroven~, moßet shodit~sØ kak pri

T > 0, tak i pri T < 0 (T – absol¸tnaØ temperatura). Predpola-

gaØ togda, qto a = ∞ i, sledovatel~no, g(E_i) = 0 pri E_i > E_{max}, netrudno videt~, qto statistiqeskaØ summa prevrawaetsØ v koneqnyæ rØd i imeet koneqnoe znaqenie pri T ∈ (−∞, ∞).

Oqevidno, dalee, qto zaselennost~ ffnergetiqeskih urovneæ, proporcional~naØ bol~cmanovskomu faktoru exp(−E_i/T ) , pri

T > 0 padaet s uveliqeniem ffnergii. V qastnosti, pri T → ∞

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (kod proekta 98-01-01063). 215

216 E. X. GUTXABAX

exp(−E_i/T ) → 1, t.e. vse urovni okazyva¸tsØ zaselennymi rav-

nomerno. InaØ kartina pri T ∈ (−∞, 0) – v fftom sluqae bol~cmanovskiæ faktor ØvlØetsØ vozrasta¸weæ funkcieæ E_i i voznikaet Øvlenie inversii zaselennosteæ urovneæ, pri kotorom zaselennost~ na verhnih ffnergetiqeskih urovnØh v srednem stanovitsØ bol~xe, qem na nißnih. Oqevidno, qto uravnenie (1.1), v pravoæ qasti kotorogo stoit raznost~ bol~cmanovskih faktorov dlØ odnozarØdnyh ionov i fflektronov (sistema Bol~cmana–Puassona), kak raz i sootvetstvuet opisannoæ situacii s otricatel~noæ temperaturoæ.

Pereædem k postanovke graniqnoæ zadaqi. Budem predpolagat~, qto funkciØ u(x, y) opredelena na poluploskosti R^2_+ =

{(x, y) : x ∈ (−∞, ∞), y ¿ 0}, vewestvennoznaqnaØ i dostatoqno

gladkaØ, u(x, 0), u_y(x, 0) – graniqnye znaqeniØ iskomoæ funkcii i ee normal~noæ proizvodnoæ – takovy, qto sqitaetsØ zadannym odno iz nih, pri fftom oni svØzany meßdu soboæ nekotorym usloviem, sformulirovannym niße (nelineænym analogom graniqnogo usloviØ 3-go roda). Krome togo, budem predpolagat~, qto u(x, 0) → 0, |x| → ∞ (1.2) Uravnenie (1.1) ØvlØetsØ integriruemym i predstavlØetsØ v vide usloviØ sovmestnosti lineænoæ matriqnoæ sistemy: Ψ_x(x, y, λ) = U (x, y, λ)Ψ(x, y, λ) (1.3a) Ψ_y (x, y, λ) = V (x, y, λ)Ψ(x, y, λ) (1.3b) Zdes~ Ψ(x, y, λ) – matriqnoznaqnaØ (2 × 2) funkciØ, λ – kompleksnyæ spektral~nyæ parametr, a U i V ime¸t vid: U (λ) ≡ U (x, y, λ) = i[ 2 λ^2 − 1 + λ + 1 2(λ − 1)

(ch u − 1)]σ_3+

+ λ + 1 2(λ − 1) sh ue^{−2ixσ3} σ_2 + u_z 2 e^{−2ixσ3} σ_1

V (λ) ≡ V (x, y, λ) = [ 2λ λ^2 − 1 + λ + 1 2(λ − 1)

(ch u − 1)]σ_3+

+ i(λ + 1) 2(λ − 1) sh ue^{−2ixσ3} σ_2 + iu_z 2 e^{−2ixσ3} σ_1

METOD OBRATNO` ZADAQI 217 Zametim, qto takoæ neskol~ko neobyqnyæ i sloßnyæ vid kalibrovki pary svØzan s dokazannoæ ranee kalibrovoqnoæ ffkvivalentnost~¸ uravneniØ (1.1) i dvumernogo izotropnogo ferromagnetika Geæzenberga [5, 6], a vybor v kaqestve pol¸sov ±1 obuslovlen neobhodimost~¸ poluqeniØ udobnoæ sistemy konturov pri rexenii obratnoæ zadaqi (sm. niße).

2. AssociirovannaØ lineænaØ zadaqa Vvedem Ψ^±(x, λ) – rexeniØ `osta sistemy (1.3), udovletvorØ- ¸wie usloviØm (k(λ) = 2/(λ^2 − 1)):

Ψ^±(x, λ) → exp(ik(λ)xσ_3)(1 + o(1)), x → ±∞ (2.1)

i opredelim matricu perehoda T (λ) ≡ T (λ, y)(λ^2 = λ̄^2):

Ψ^−(x, λ) = Ψ^+ (x, λ)T (λ), T (λ) = ( a(λ) b(λ) c(λ) d(λ) ) (2.2)

Matrica T (λ) ØvlØetsØ unimodulØrnoæ: det T (λ) = 1. PolagaØ

ϕ^±(x, λ) = Ψ^±(x, λ) exp(−ik(λ)xσ_3), iz (1.3a) poluqim:

ϕ^±(λ) = e^{−ixσ3} e^{(u/2)σ1} σ_2e^{−ixσ3}ϕ̄^±(−λ̄)σ_2, λ^2 = λ̄^2, (2.3)

ϕ^±(λ) = e^{−2ixσ3} σ_1ϕ^±( 1 λ )e^{−2ixσ3} σ_1λ^2 = λ̄^2 (2.4)

Iz fftih sootnoxeniæ s uqetom opredeleniØ matricy perehoda sledu¸t sootnoxeniØ simmetrii:

T (λ) = σ_2T̄ (−λ̄)σ_2, λ^2 = λ̄^2, (2.5)

T (λ) = σ_1T ( 1 λ )σ_1 (2.6)

Ots¸da imeem:

T (λ) = σ_3T̄ (− 1 λ̄ )σ^3, λ^2 = λ̄^2 (2.7)

Naædem zavimsimost~ dannyh rasseØniØ ot peremennoæ y. DlØ fftogo obratimsØ k sisteme (1.3b). Vypolniv standartnye deæstviØ i polagaØ l(λ) = 2λ/(λ^2 − 1) = λk(λ), poluqim: a(λ, 0) = a(λ, y), b(λ, y) = b(λ, 0)e^{2l(λ)y} (2.8)

218 E. X. GUTXABAX c(λ, y) = c(λ, 0)e^{−2l(λ)y}, d(λ, 0) = d(λ, y) (2.9) Iz fftih sootnoxeniæ vytekaet, qto koefficienty a(λ) i d(λ) “podozritel~ny” na rol~ proizvodØwih funkcionalov “integralov dvißeniØ”, a iz trebovaniØ koneqnosti koefficientov b(λ) i c(λ) sleduet, qto b(λ, 0) sleduet zanulit~ pri λ > 1, −1 < λ < 0, (2.10) a c(λ, 0) – pri 0 < λ < 1, λ < −1. (2.11) �ti neravenstva opredelØ¸t granicy lakun v spektre operatora associirovannoæ lineænoæ zadaqi, a oblastØmi na vewestvennoæ osi, dopolnitel~nymi k lakunam, ØvlØetsØ sam nepreryvnyæ spektr. Pri λ = −λ̄ podobnyh ograniqeniæ net, pofftomu nepreryvnyæ spektr moßet raspolagat~sØ na mnimoæ osi.

PolagaØ U (x, y, λ) = ik(λ)σ_3 + Q(x, y, λ), gde Q(x, y, λ) = (_i 2 λ+1 λ−1 (ch u − 1) (−^i_2^{λ+1}_{λ−1} sh u +^{uz}_2 )e^{−2ix} (^i_2^{λ+1}_{λ−1} sh u +^{uz}_2 )e^{2ix} −^i_2^{λ+1}_{λ−1} (ch u − 1) ) , a takße vvodØ stolbcy ϕ^±_1 , ϕ^±_2 matricy ϕ^±, iz (1.3a) poluqim vol~terrovy integral~nye uravneniØ prØmoæ zadaqi:

ϕ^−_1 (x, λ) = e_1 + ∫ dξg^−_1 (x − ξ, λ)Q(ξ, λ)ϕ^−_1 (ξ, λ), (2.12) ϕ^−_2 (x, λ) = e_2 + ∫ dξg^−_2 (x − ξ, λ)Q(ξ, λ)ϕ^−_2 (ξ, λ) (2.13) V fftih uravneniØh e_1 = (1, 0)^T , e_2 = (0, 1)^T , a g^−_{1,2}(x, λ) - zatravoqnye funkcii Grina, ime¸wie vid:

g^−_1 (x, λ) = θ(x)diag (1, e^{−2ik(λ)x}), g^−_2 (x, λ) = θ(x)diag (e^{2ik(λ)x}, 1) (2.14)

Iz (2.12)–(2.13) sleduet, qto

ϕ^−_1 (x, λ) ∈ H(Ω_1 ∪ Ω_3), ϕ^−_2 (x, λ) ∈ H(Ω_2 ∪ Ω_4), (2.15)

gde H(Ω_i) – klass funkciæ (Ω_i = {λ : (i − 1)π/2 < arg λ < iπ/2}, i =

1, ...4), analitiqnyh v oblasti Ω_i. Soverxenno analogiqno moßno

pokazat~, qto

ϕ^+_1 (x, λ) ∈ H(Ω_2 ∪ Ω_4), ϕ^+_2 (x, λ) ∈ H(Ω_1 ∪ Ω_3), (2.16)

METOD OBRATNO` ZADAQI 219 IshodØ iz (2.12)–(2.13), netrudno poluqit~ integral~nye predstavleniØ dlØ dannyh rasseØniØ:

a(λ) = 1 + ∫ dξ[Q_{11}(ξ, λ)ϕ^−_{11}(ξ, λ) + Q_{12}(ξ, λ)ϕ^−_{21}(ξ, λ)], (2.17)

b(λ) = ∫ dξ[Q_{11}(ξ, λ)ϕ^−_{12}(ξ, λ) + Q_{12}(ξ, λ)ϕ^−_{22}(ξ, λ)]e^{−2ik(λ)ξ}, (2.18)

i, sledovatel~no

a(λ) ∈ H(Ω_1 ∪ Ω_3) (2.19)

Iz (2.18) i analogiqnogo sootnoxeniØ dlØ c(λ) sleduet, qto b(λ) i c(λ), voobwe govorØ, ne dopuska¸t analitiqeskogo prodolßeniØ s vewestvennoæ i mnimoæ osi. PolagaØ v (2.18) y = 0, v sootvetstvii s (2.10) poluqim ravenstvo: ∫ dξ[Q_{11}(ξ, 0, λ)ϕ^−_{12}(ξ, 0, λ) + Q_{12}(ξ, 0, λ)ϕ^−_{22}(ξ, 0, λ)]e^{−2ik(λ)ξ} = 0,

(2.20)

kotoroe svØzyvaet meßdu soboæ graniqnye znaqeniØ iskomoæ funkcii i ee normal~noæ proizvodnoæ i igraet rol~ graniqnogo usloviØ (v spektral~nom predstavlenii).

Vvedem vaßnu¸ dlØ dal~neæxego matriqnu¸ kompleksnoznaqnu¸ funkci¸ Ω = Ω(x, y), kotoru¸ opredelim sledu¸wim obrazom: Ω(x, y) = limΨ^−(x, y, λ), |λ| → ∞. (2.21) Iz (2.21 ), (2.3) sleduet, qto vypolnØetsØ sootnoxenie:

Ω = e^{−ixσ3} e^{u2 σ1} σ_2e^{−ixσ3}Ω̄σ_2, (2.22)

kotoroe suwestvenno budet ispol~zovano niße.

Matrica Ω udovletvorØet uravneni¸:

Ω_x = U (x, y, ∞)Ω, (2.23)

i, krome togo, det Ω(x, y) = 1. Budem takße predpolagat~, qto ona imeet asimptotiki:

Ω_0 = limΩ(x) = (−1)^N e^{iα02 σ3} , x → +∞, (2.24) limΩ(x) = I, x → −∞, (2.25)

220 E. X. GUTXABAX gde α_0 – nekotoryæ parametr, α_0 ≢ 0, a smysl celogo qisla N budet vyØsnen v dal~neæxem. Takoæ vybor asimptotik soglasuetsØ s (1.3a), (2.23) i diktuetsØ ukazannoæ ranee kalibrovoqnoæ ffkvivalentnost~¸ graniqnyh zadaq.

Iz (2.2), (2.23), (2.24) imeem:

T (∞) = (−1)^N exp ( iα_0 2 σ_3), T (0) = (−1)^N exp (− iα_0 2 σ_3), (2.26)

a iz (2.10) i analogiqnogo vyraßeniØ dlØ c(λ) sleduet, qto

b(±1 − 0) = c(±1 − 0) = 0. (2.27)

3. Dispersionnye sootnoxeniØ i toßdestva sledov

Rezul~taty, poluqennye v predyduwem paragrafe, pozvolØ¸t vypisat~ dispersionnye sootnoxeniØ, a takße poluqit~ toßdestva sledov.

Iz (2.17) imeem:

a(λ) = (−1)^N e^{iα02} [1 + O( 1 |λ| )], |λ| → ∞, λ ∈ Ω_1 ∪ Ω_3. (3.1)

Analogiqno moßno pokazat~, qto

d(λ) = (−1)^N e^{− iα02} [1 + O( 1 |λ| )], |λ| → ∞, λ ∈ Ω_2 ∪ Ω_4. (3.2)

Predpoloßim teper~, qto koefficient a(λ) imeet koneqnoe qislo prostyh nuleæ v oblastØh Ω_1 i Ω_3, priqem koliqestvo fftih nuleæ v obeih oblastØh odinakovo i ravno N , a sami nuli ne leßat na nepreryvnom spektre (razve, qto v lakunahformula (2.10). Krome togo, budem sqitat~, qto a(λ) = a_s(λ)a_c(λ), gde a_s(λ) sootvetstvuet vkladu diskretnogo spektra (“solitonnaØ” qast~), a a_c(λ)-nepreryvnogo. PrinimaØ vo vnimanie (2.2), (2.10)–(2.11) i ravenstvo |a_s(λ)|^2 = 1 pri λ = λ̄, budem imet~

ln a_c(λ) + ln d_c(λ) = 0, λ = λ̄,

ln a_c(λ) + ln d_c(λ) = ln(1 − |b(λ)|^2), λ = −λ̄.

�ti ravenstva zada¸t skaqki kusoqno-analitiqeskih funkciæ

ln a_c(λ) i ln d_c(λ) na nepreryvnom spektre. Primeniv k funkcii

METOD OBRATNO` ZADAQI 221 ln a_c(λ) ∈ H(Ω_1 ∪ Ω_3) formulu Koxi i uqityvaØ (2.26) i dva pre-

dyduwih sootnoxeniØ, poluqim:

ln a_c(λ) = − ∞∫ −∞ dμ 2πi ln(1 − |b(iμ)|^2) μ + iλ sign (μ). (3.3)

Rassmotrim “solitonnu¸” qast~ koefficienta a(λ): a_s(λ). Pust~

a_s(λ_n) = 0, gde λ_n ∈ Ω_1. Togda v silu sootnoxeniØ ā(λ_n) = a(−1/λ̄_n)e^{iα0} budem imet~: a(−1/λ̄) = 0, −λ̄^{−1} ∈ Ω_3. Ots¸da s

uqetom (2.6) naædem vyraßenie dlØ a_s(λ):

a_s(λ) = (−1)^N e^{iα02} N∏ n=1 (λ − λ_n)(λ +^1_{λn} ) λ + λ̄_n)(λ −^1_{λn} )

. (3.4)

Ob¨ediniv (3.3) i (3.4), poluqim okonqatel~no

a(λ) = (−1)^N e^{iα02} N∏ n=1 (λ − λ_n)(λ +^1_{λn} ) λ + λ̄_n)(λ −^1_{λn} ) ×

× exp [− ∞∫ −∞ dμ 2πi ln(1 − |b(iμ)|^2) μ + iλ sign (μ)].

(3.5)

Iz poslednego ravenstva s uqetom (2.26) sleduet: e^{−iα0} = N∏ n=1 λ^2_n λ̄2_n exp [− ∞∫ −∞ dμ 2πi ln(1 − |b(iμ)|^2) μ ]. (3.6)

V qastnosti, pri b(μ) = 0, t.e. v “solitonnom” sektore zadaqi e^{−iα0} = N∏ n=1 λ^2_n λ̄2_n . (3.7)

Pri α_0 = 0 i N = 1 ots¸da imeem, qto libo λ_1 = λ̄_1, libo λ = −λ̄_1. V pervom sluqae sobstvennaØ funkciØ budet delokalizovannoæ, a rexenie ne budet udovletvorØt~ asimtotike (2.1). Vo vtorom sluqae (λ_1 = −λ̄_1): a_s(λ_1) = 1 – diskretnoe sobstvennoe znaqenie nahoditsØ na nepreryvnom spektre – situaciØ, kotoru¸ my ne rassmatrivaem. Sledovatel~no, pri α_0 = 0 minimal~no dopustimoe znaqenie N v bezotraßatel~nom sluqae

222 E. X. GUTXABAX ravno dvum. Ots¸da ponØtna priqina vvedeniØ parametra α_0 v (2.24).

PolagaØ v (3.7) λ_n = ρ_ne^{iθn} , ρ_n > 0, θ_n ∈ (0, π/2), poluqim ∑_N i=1 θ_n = −α_0/4+ πn/2, n = 0, ±1, ±2, . . . ; v qastnosti, pri N = 1 θ_1 = −α_0/4 + πk/2, gde k takovo, qto vypolnØetsØ neravenstvo 0 < −α_0/4 + πk/2 < π/2. Pust~ a_s(λ) = 1, t.e. diskretnyæ spektr v sisteme otsutstvuet.

V fftom sluqae iz (3.6) imeem:

α_0 = − ∞∫ 0 dμ π ln(1 − |b(iμ)|^2) μ . (3.8)

Iz (3.5) i (3.8) sleduet, qto

T (±1) = 1. (3.9)

Zametim, qto vyraßenie tipa (3.5) spravedlivo i dlØ koefficienta d(λ) – zdes~ my na fftom ostanavlivat~sØ ne budem.

Pereædem k vyvodu toßdestva sledov. Vvidu togo, qto matrica Ω (sootnoxenie (2.23)) Øvno ne opredelØetsØ, ffti toßdestva v toqkah nul~ i beskoneqnost~ poluqeny byt~ ne mogut (my ne znaem rexeniæ uravneniæ Rikkati v fftih sluqaØh). Pofftomu ograniqimsØ sootnoxeniØmi v okrestnostØh toqek divizorov pol¸- sov.

PolagaØ ln a(λ) = ∑_∞ p=0 a^{(±1)}_p (λ ± 1)^p, λ → ±1, iz (3.5) budem

imet~: a^{(1)}p = −a^{(−1)}p , p – qetnoe i a^{(1)}p = ā^{(−1)}p , p – neqetnoe. �ti ravenstva, ØvlØ¸wiesØ sledstviem spektral~noæ struktury zadaqi, pozvolØ¸t kontrolirovat~ pravil~nost~ promeßutoqnyh vyqisleniæ i okonqatel~nyh rezul~tatov.

Iz (1.3a) standartnym obrazom moßno poluqit~ uravnenie Rikkati dlØ funkcii F (x, λ) = ϕ^−_{21}(x, λ)/ϕ^−_{11}(x, λ):

F_x + Q_{12}F^2 = (Q_{22} − Q_{11} − 2ik(λ))F + Q_{21}. (3.10)

Krome togo, iz uravneniØ na ϕ^−_1 s uqetom (2.2) sleduet, qto

ln a(λ) = ∞∫ ∞ dx[Q_{11}(x, λ) + Q_{12}(x, λ)F (x, λ)]. (3.11)

Ispol~zuØ Øvnyæ vid matriqnyh fflementov Q_{ij}, v okrestnosti toqki λ = −1 poluqim (F (x, λ) = ∑_∞ s=1 F^{(−1)}_s (λ + 1)^s)): F^{(−1)}_1 =

METOD OBRATNO` ZADAQI 223

(iu_z/2)e^{2ix}, otkuda soglasno (3.11) ln a(λ) = 0, λ → −1, qto sogla-

suetsØ s (3.9). V sledu¸wem porØdke (∼ (λ+1)), uqityvaØ (3.10), (3.11), (3.5), budem imet~: 1 + ρ^2_1 − 1 ρ^2_1 + 2ρ_1cosθ_1 + 1 + ∞∫ −∞ dμ 2π (μ^2 − 1) ln(1 − |b(iμ)|^2) (μ^2 − 1)^2 + 4μ^2 sign (μ) =

= 1 16 ∞∫ −∞ dxu_x(x, 0)u_y(x, 0), (3.12)

− ρ_1sinθ_1 ρ^2_1 + 2ρ_1cosθ_1 + 1 + ∞∫ −∞ dμ 2π μ ln(1 − |b(iμ)|^2) (μ^2 − 1)^2 + 4μ^2 sign (μ) =

= − 1 4 ∞∫ −∞ dx[(ch u(x, 0) − 1) − 1 8 (u^2_x(x, 0) − u^2_y(x, 0))], (3.13)

gde λ_1 = ρ_1e^{iθ1} , θ_1 ∈ (0, π/2). Takim obrazom, nepreryvnyæ spektr zadaqi vnosit vklad v levye qasti toßdestv sledov. Sleduet otmetit~, takße, qto analogiqnyæ harakter ffti toßdestva priobretut i v okrestnosti toqki λ = 1.

4. UravneniØ obratnoæ zadaqi i formuly vosstanovleniØ

Iz analiza svoæstv spektra operatora associirovannoæ lineænoæ zadaqi, a takße analitiqeskih svoæstv rexeniæ `osta, vypolnennogo vyxe, sleduet, qto nepreryvnyæ spektr zadaqi leßit na “kreste”: {λ : λ_R = 0 ∪ λ_I = 0}, a stolbcy matric fftih rexeniæ dopuska¸t analitiqeskie prodolßeniØ v opredelennye oblasti na ploskosti kompleksnogo spektral~nogo parametra λ. �to daet vozmoßnost~ ispol~zovat~ metod zadaqi Rimana. Odnako zdes~ voznikaet dopolnitel~naØ trudnost~: iz (2.21) i opredeleniØ matricy ϕ^− vytekaet, qto ϕ^−(x, ∞) = Ψ(x, ∞) = Ω(x, y), priqem matrica Ω(x, y) ØvlØetsØ neizvestnoæ. �to privodit k tomu, qto lokal~naØ zadaqa Rimana ob analitiqeskoæ faktorizacii okazyvaetsØ v fftom sluqae s nekanoniqeskoæ normirovkoæ na beskoneqnosti. Krome togo, opredelennye trudnosti voznika- ¸t zdes~ i pri nahoßdenii formul vosstanovleniØ potenciala. �tim zadaqam i posvØwen dannyæ paragraf.

224 E. X. GUTXABAX

V kaqestve metoda rexeniØ obratnoæ zadaqi vyberem metod vektornoæ zadaqi Rimana. Iz (2.2) i svØzi matric Ψ^± i ϕ^± poluqim:

ϕ^−(x, λ) = ϕ^+(x, λ)T_1(x, λ), (4.1) gde T_1(x, λ) = exp(ik(λ)xσ_3)T (λ) exp(−ik(λ)xσ_3).

Vospol~zuemsØ odnim iz ravenstv, sledu¸wih iz (4.1):

ϕ^+_1 (x, λ) d(λ) = ϕ^−_1 (x, λ) − ϕ^−_2 (x, λ) c(λ) d(λ) e^{−2ik(λ)x}. (4.2) Predpoloßim, qto λ_n ∈ Ω_1 takovo, qto a(λ_n) = 0, pri fftom

−1/λ̄_n ∈ Ω_3 i a(−1/λ̄_n) = 0. Togda v fftih toqkah vektor-funkcii Ψ^−_1 (x, λ) i Ψ^+_2 (x, λ) okazyva¸tsØ lineæno zavisimymi, otkuda

imeem:

ϕ^−_1 (x, λ_n) = − 1 b_n ϕ^+_2 (x, λ_n)e^{−2ik(λn)x}, (4.3)

ϕ^−_1 (x, − 1 λ̄_n ) = 1 b̄_n ϕ^{+2} (x, − 1 λ̄_n )e^{−2ik(−} 1 λ̄n ) x, (4.4) gde ϕ^−_1 (λ_n), ϕ^+_2 (λ_n), ϕ^−_1 (−λ̄^{−1}_n ), ϕ^+_2 (−λ̄^{−1}_n ) – sobstvennye funkcii diskretnogo spektra, b_n – sootvetstvu¸wie koefficienty perehoda.

UqityvaØ, qto ϕ^−_1 (λ) → Ω^1(x, y), |λ| → ∞, λ ∈ Ω_1 ∪ Ω_3, a

ϕ^+_1 (λ)/d(λ) → Ω^1(x, y), λ ∈ Ω_2 ∪ Ω_4, gde Ω^1 = Ω(x, y)e_1, primene-

nØØ formulu Koxi k vektor-stolbcu (ϕ^−_1 − Ω^1), analitiqnomu v oblasti Ω_1 i ispol~zuØ (4.2)–(4.4), poluqim ravenstvo:

ϕ^−_1 (λ) = Ω^1 − i N∑ n=1 β_n λ^2_n(λ −^1_{λn} ) e^{−2ik( 1λn )x}χ(x)ϕ̄^−_1 (− 1 λ̄_n )+

+i N∑ n=1 β̄_n λ + λ̄_n χ(x)ϕ̄^−_1 (λ_n) + ∞∫ −∞ dμ 2π b̄(μ) ā(μ) χ(x) μ + λ e^{−2ik(μ)x}ϕ̄^−_1 (μ)sign (μ)−

− ∞∫ −∞ dμ 2π b̄(iμ) ā(iμ) χ(x) μ + iλ e^{−2ik(iμ)x}ϕ̄^−_1 (iμ)sign (μ), (4.5)

METOD OBRATNO` ZADAQI 225 gde χ(x) = e^{−ixσ3} σ_2e^{−u/2σ1} e^{−ixσ3} , β_n(y) = b_n/a^′(λ_n) = β_n(0)e^{2l(λn )y}. �to uravnenie ewe ne ØvlØetsØ zamknutym uravneniem na stolbec ϕ^−_1 (λ), poskol~ku soderßit neizvestnu¸ vektor-funkci¸

Ω^1. Pofftomu dlØ poluqeniØ iskomogo uravneniØ vospol~zuemsØ

(2.22), perepisannom v vide:

Ω^{−1}e^{−ixσ3} σ_2e^{− u2 σ1} e^{−ixσ3}Ω̄ = σ_2. (4.6)

PodstavlØØ (4.6) v (4.5) i polagaØ

ϕ^−_1 (λ) = Ω(x, y)ϕ̃^−_1 (λ), (4.7)

poluqim sledu¸wu¸ sistemu singulØrnyh integral~nyh uravneniæ na funkci¸ ϕ̃^−_1 (λ):

ϕ̃^−_1 (λ) = e_1 + i^N ∑ n=1 β̄_ne−2ik(^¯λn)x λ + λ̄_n σ_2 ¯ϕ̃^−_1 (λ̄_n)

−i N∑ n=1 β_ne^{−2ik( 1λn )x} λ^2_n(λ −^1_{λn} ) σ_2 ¯ϕ̃^−_1 (− 1 λ̄_n )+ ∞∫ −∞ dμ 2π b̄(μ) ā(μ) e^{−2ik(μ)x} μ + λ σ_2 ¯~ ϕ^−_1 (μ)sign (μ)−

− ∞∫ −∞ dμ 2π b̄(iμ) ā(iμ) e^{−2ik(iμ)x} μ + iλ σ_2 ~ϕ̄^−_1 (iμ)sign (μ), (4.8)

ϕ̃^−_1 (λ_p) = e_1 + i^N ∑ n=1 β̄_ne−2ik(^¯λn)x λ_p + λ̄_n σ_2 ¯ϕ̃^−_1 (λ̄_n)−

−i N∑ n=1 β_ne^{−2ik( 1λn )x} λ^2_n(λ_p −^1_{λn} ) σ_2 ¯ϕ̃^−_1 (− 1 λ̄_n )+ ∞∫ −∞ dμ 2π b̄(μ) ā(μ) e^{−2ik(μ)x} μ + λ_p σ_2 ¯~ ϕ^−_1 (μ)sign (μ)−

− ∞∫ −∞ dμ 2π b̄(iμ) ā(iμ) e^{−2ik(iμ)x} μ + iλ_p σ_2 ~ϕ̄^−_1 (iμ)sign (μ), (4.9)

ϕ̃^−_1 (− 1 λ̄_p ) = e^1 + i N∑ n=1 β̄_ne−2ik(^¯λn)x λ̄_n − 1/λ̄_p σ^2

¯ϕ̃−_1 (λ̄_n)+

+i N∑ n=1 β_ne^{−2ik( 1λn )x} λ^2_n(^1_{λ̄p} +^1_{λn} ) σ_2 ¯ϕ̃^−_1 (− 1 λ̄_n )+ ∞∫ −∞ dμ 2π b̄(μ) ā(μ) e^{−2ik(μ)x} μ −^1_{λ̄p} σ_2 ¯~ ϕ^−_1 (μ)sign (μ)−

226 E. X. GUTXABAX − ∞∫ −∞ dμ 2π b̄(iμ) ā(iμ) e^{−2ik(iμ)x} μ − i^1_{λ̄p} σ_2 ~ϕ̄^−_1 (iμ)sign (μ). (4.10)

UravneniØ (4.9), (4.10) poluqeny iz (4.8) pri λ = λ_p i λ = −1/λ̄_p sootvetstvenno. V pravyh qastØh vseh treh uravneniæ, toqnee v pervyh integral~nyh qlenah neobhodimo uqityvat~ naliqie lakun (2.10).

Sistema (4.8)–(4.10) ØvlØetsØ sistemoæ uravneniæ obratnoæ zadaqi na sobstvennye funkcii nepreryvnogo i diskretnogo spektrov. Vvidu togo, qto ona napisana dlØ “otkalibrovannyh” vektor-funkciæ, to formuly vosstanovleniØ potenciala, kotorymi ee neobhodimo dopolnit~, dolßny byt~ zapisany v terminah fftih ße funkciæ.

Ispol~zuØ (1.3a) i (4.7), poluqim differencial~noe uravnenie na matricu ϕ̃^− ≡ ϕ̃^−(x, λ):

ϕ̃^−_x = −ik(λ)ϕ̃^−σ_3 + 1 λ − 1 Ω^{−1}[i(ch u − 1)σ_3 + sh ue^{−2ixσ3} σ_2]Ωϕ̃^−+

+ik(λ)Ω^{−1}σ_3Ωϕ̃^−. (4.11)

V okrestnosti toqki λ = 1, polagaØ ϕ̃^− = ∑_{k=∞} k=0 ϕ̃_k(λ − 1)k (ϕ̃^−_0 → I, x → −∞), naædem:

ϕ̃^−_0 = Ω^{−1} ( 1 th^u_2 e^{−2ix} th^u_2 e^{2ix} 1 ) . (4.12)

Parametrizuem teper~ neizvestnu¸ matricu Ω qetyr~mØ kompleksnoznaqnymi funkciØmi peremennyh x, y: Ω(x, y) = ( α(x, y) β(x, y) γ(x, y) δ(x, y) ) . (4.13)

Togda sootnoxenie (4.6) privodit k qetyrem algebraiqeskim svØzØm:

α = δ̄ch u 2 − β̄sh u 2 e^{−2ix}, β = ᾱsh u 2 e^{−2ix} − γ̄ch u 2 , γ = −β̄ch u 2 + δ̄sh u 2 e^{2ix}, δ = ᾱch u 2 − γ̄sh u 2 e^{2ix}. S uqetom fftih sootnoxeniæ iz (4.12) poluqim (ϕ̃^0 = ϕ̃^−_0 ):

ϕ̃^0 = 1

ch^u_2

Ω̄^T , (4.14)

METOD OBRATNO` ZADAQI 227 priqem det ϕ̃^0 = (ch^u_2 )^{−2}. KombiniruØ (4.12), (4.14) i (4.6), budem imet~: ch u(x, y) 2 = [|ϕ̃^0_{11}|^2 + |ϕ̃^0_{21}|^2]^{−1} = [|ϕ̃^0_{12}|^2 + |ϕ̃^0_{22}|^2]^{−1}, (4.15) ili ch u(x, y) 2 = [⟨ϕ̃^0_1^T , ϕ̃^0_1⟩_2]^{−1} = [⟨ϕ̃^0_2^T , ϕ̃^0_2⟩_2]^{−1}, (4.16)

gde simvol ⟨, ⟩_2 oznaqaet skalØrnoe proizvedenie vektorov v C^2. DrugaØ zapis~ (4.16) daet ch u(x, y) 2 = { 1 2 T r(ϕ̃^{0T} ¯ϕ̃^0)}^{−1}. (4.17)

Soverxenno analogiqno moßno poluqit~ ewe odnu formulu vosstanovleniØ: sh u(x, y) 2 = 2Ãe^{−2ix} 1 + √ 1 − 4Ã^2e^{−4ix}

, (4.18)

gde Ã = ⟨(((ϕ̄^−)^0)_1)^T , (((ϕ^−))^0)_2⟩_2, priqem Ã → 0 pri |x| → ∞, a trebovanie vewestvennosti potenciala privodit k tomu, qto veliqina Ãe^{−2ix} dolßna byt~ vewestvennoæ. Poslednee netrudno dokazat~, ispol~zuØ (4.14) i opredelenie Ã. Krome togo, s pomow~¸ fflementarnyh preobrazovaniæ pokazyvaetsØ, qto (4.18) ffkvivalentno (4.16).

Iz (4.15), (4.18) sleduet, qto rexenie zadaqi (1.1), (1.2) imeet nesingulØrnyæ harakter.

V “solitonnom” sektore modeli (b(λ) = 0) dlØ formul vosstanovleniØ moßno naæti vyraßenie qerez sobstvennye funkcii diskretnogo spektra. DlØ fftogo razloßim pravu¸ qast~ (4.8) pri λ → 1 i, priravnØv ee ϕ̃^0_1, iz (4.15) poluqim:

u(x, y) = 2 ln 1 − √ 1 − (|ξ|^2 + |η|^2)^2 |ξ|^2 + |η|^2 , (4.19) gde ξ = ξ(x, y) = 2N∑ n=1 β̄_ne−2ik(^¯λn)x λ̄_n + 1

¯ϕ̃_{−11}(λ_n),

η = η(x, y) = 1 + 2N∑ n=1 β̄_ne−2ik(^¯λn)x λ̄_n + 1

¯ϕ̃_{−21}(λ_n),

228 E. X. GUTXABAX λ_{n+N} = − 1 λ̄_n , β^{n+N} = − β̄_n λ̄_n^2 , n = 1, 2, ...N. Funkcii ϕ̃^−_{11}(x, λ_n), ϕ̃^−_{21}(x, λ_n), vhodØwie v (4.19), netrudno naæti iz sistemy lineænyh algebraiqeskih uravneniæ (4.9)–(4.11). Togda: ξ = ⟨Λ̄Ē, R^{−1}E⟩_{2n}, η = 1 − ⟨Λ̄Ē, R^{−1}AĒ⟩_{2n}, (4.20) gde oboznaqeno: A = A_{mn}, A_{mn} = E_mĒ_n/(λ_m + λ̄_n), E_m =

β^{1/2}_m e^{ik(λm)x}, Λ = diag ((λ_1 + 1)^{−1}, ....(λ_{2N} + 1)^{−1}), m, n = 1, ....2N, E = (E_1, ....E_{2N}), R = I + AĀ. N – “solitonnoe” rexenie, opisyvaemoe (4.19), (4.20) ØvlØetsØ toqnym rexeniem ishodnoæ graniqnoæ zadaqi. Odnako daße v prosteæxem sluqae (N = 1) ono ØvlØetsØ ves~ma gromozdkim i zdes~ my privodit~ ego ne budem.

Otmetim, qto asimptotika rexeniØ dlØ nepreryvnogo spektra vyqislena v [6] ishodØ iz kalibrovoqnoæ ffkvivalentnosti dannoæ graniqnoæ zadaqi i graniqnoæ zadaqi dlØ ferromagnetika Geæzenberga, pri fftom suwestvenno ispol~zovalsØ metod raboty [7].

5. Priloßenie k modeli odnozarØdnoæ plazmy pri otricatel~nyh temperaturah

K rassmotrennoæ modeli, kak uße ukazyvalos~ privodit model~ ravnovesnoæ sistemy zarØßennyh qastic (vihreæ) na ploskosti [2, 3], obobwa¸waØ klassiqesku¸ model~ DebaØ–H¸kkelØ [8] dlØ plazmy ili rastvora fflektrolita na sluqaæ netrivial~- nogo statistiqeskogo raspredeleniØ “fona”.

SleduØ [2, 3], predpoloßim, qto u nas imeetsØ kulonovskaØ sistema N^+_0 qastic s zarØdom +e i N^−_0 qastic c zarØdom −e, zakl¸qennyh v nekotoryæ koneqnyæ ob¨em V = L^2 (gde L – lineænyæ masxtab). Krome togo, budem sqitat~, qto temperatury ionnyh i fflektronnyh komponent sovpada¸t i ravny T (postoØnnaØ Bol~cmana sqitaetsØ ravnoæ edinice). Ispol~zuØ cepoqku BBGKI, udobno rassmatrivat~ skalØrnyæ potencial Φ = Φ(x, y): eΦ(x, y) = n_0 ∫ dxdyϕ(r − r′)ρ(r′), r = (x, y), (5.1) gde n_0 – srednØØ plotnost~ zarØßennyh qastic, ϕ(r − r′) – dvuhqastiqnoe kulonovskoe vzaimodeæstvie, ρ(r) – raznost~ plotnosteæ ionov i fflektronov. Togda s pomow~¸ dostatoqno strogoæ

METOD OBRATNO` ZADAQI 229 procedury obryva i rascepleniØ upomØnutoæ cepoqki, moßno poluqit~ uravnenie:

△Φ = 4πn_0c l^0

[exp( eΦ T ) − exp( −eΦ T )], (5.2)

gde l^0 – harakternaØ dlina, priqem c = V ∫ dxdy[exp[^{n0}_T ∫ dx′dy′ϕ(r − r′)ρ(r′)] . PolagaØ v (5.2) u =^{eΦ}_T i ~△ = (4λ^2_D/c)△, λ^2_D = l^0|T |/(8πn_0e^2) – debaevskiæ radius, naædem:

sign (T ) ~△u = 4sh u. (5.3)

Iz fftogo uravneniØ pri T < 0 imeem uravnenie (1.1) (sluqaæ

T > 0 rassmotren v [9, 10]).

Soglasno opisannoæ vyxe postanovke zadaqi, uravnenie (5.3), spravedlivoe dlØ R^2_+ , sleduet dopolnit~ zadannym znaqeniem polØ i svØzannym s nim znaqeniem proizvodnoæ polØ na granice

∂R^2_+, priqem Φ(x, 0) → 0, |x| → ∞.

Obsudim nekotorye fiziqeskie aspekty poluqennyh v predyduwih paragrafah rezul~tatov, sqitaØ, qto n_0 = N^±_0 /V = const, t.e. v termodinamiqeskom predele. DlØ fftogo, preßde vsego, vy- Øsnim kaqestvennye osobennosti povedeniØ rexeniØ (4.19). PolnaØ ffnergiØ koneqnoæ sistemy diskretnyh izolirovannyh zarØdov v dvumernom sluqae daetsØ vyraßeniem [2, 3]: E_{tot} = 1 2 ∑ i,j (N^+_{0i} − N^−_{0i} )Φ_{ij}(N^+_{0j} − N^−_{0j} ), (5.4)

gde N^+_0 = ∑ i N^+_{0i} , N^−_0 = ∑ j N^−_{0j} , Φ_{ij} = −(2e^2/l^0) ln |r_i − r_j| – ku-

lonovskiæ potencial vzaimodeæstviØ meßdu qasticami i-go i j-go klasterov, r_i i r_j ih radius-vektory. SravnivaØ vyraßenie dlØ Φ_{ij} s (4.19), my vidim, qto oni ime¸t odinakovyæ funkcional~nyæ vid. Pust~ B = |ξ|^2 + |η|^2, priqem v silu vewestvennosti potenciala 0 6 B 6 1. Togda iz (4.19) sleduet, qto pri B → 0 u(x, y) ≃ 2 ln(B/2) → −∞, a pri B →

1 u(x, y) → 0. V terminah sobstvennyh funkciæ diskretnogo spek-

tra i veliqin ξ, η, pervoe uslovie oznaqaet, qto ξ, η → 0, otku- da ∑_{2N} n=1[β̄_n exp(−2ik(λ̄_n)x)/(λ̄_n + 1)]ϕ̃^−_{21}(λ_n) → −1, qto vozmoßno

230 E. X. GUTXABAX v sluqae koneqnyh r. Vtoroe uslovie moßet byt~ vypolneno, v qastnosti, pri ξ → 0, η → 1, t.e. pri r → ∞.

Takim obrazom, my imeem sledu¸wu¸ kaqestvennu¸ kartinu. Predpoloßim, qto vnaqale vnexnego polØ net (u(x, 0) = u_y(x, 0) = 0) i iz zarØßennyh qastic na ploskosti moßno obrazovat~ klastery qastic odinakovogo zarØda. Posle vkl¸qeniØ vnexnego polØ, ime¸weesØ prostranstvennoe raspredelenie perestraivaetsØ i perehodit v nekotoroe drugoe, ustanovivxeesØ sostoØnie. V l¸boæ toqke (x, y) ∈ R^2_+ potencial skladyvaetsØ iz potenciala, sozdavaemogo graniceæ ∂R^2_+ i sobstvennogo potenciala samoæ sistemy zarØßennyh qastic, t.e. v itoge obrazuetsØ nekotoroe samosoglasovannoe pole. Ego potencial opisyvaetsØ vyraßeniem T u(x, y)/e, gde u(x, y) = u(B), a funkciØ B = B(x, y) igraet rol~ “peredatoqnoæ” funkcii sredy. Pri fftom minimal~nomu znaqeni¸ B sootvetstvuet pri nekotoryh koneqnyh x, y lokal~nyæ i glubokiæ minimum potenciala, priqem v okrestnosti takogo minimuma u < 0. S uqetom togo, qto T < 0, veliqina Φ okazyvaetsØ bol~xoæ i poloßitel~noæ, qto svidetel~stvuet o lokal~noæ koncentracii qastic odnogo znaka. Vvidu nesingulØrnogo haraktera otveta (4.19), Φ v to ße vremØ ostaetsØ ograniqennoæ sverhu i, tem samym, ograniqennym ØvlØetsØ ffnergetiqeskiæ spektr sistemy. Takim obrazom, my imeem delo s anomal~noæ sistemoæ, v kotoroæ nabl¸daetsØ inversiØ zaselennosteæ urovneæ: poloßitel~naØ opredelennost~ ffnergii v sovokupnosti s otricatel~nost~¸ temperatur privodit k tomu, qto naibolee vygodnym stanovitsØ zanØt~ vysokie ffnergetiqeskie urovni, qem nizkie; krome togo proishodit bol~xee, po sravneni¸ s pervonaqal~nym raspredeleniem, raspredelenie zarØdov na klastery s odnoimennymi zarØdami.

Maksimal~nomu znaqeni¸ B sootvetstvuet r → ∞ i u(B) → 0, t.e. po mere udaleniØ ot granicy, pole, sozdavaemoe sosredotoqennym na neæ zarØdom, za sqet vzaimodeæstviØ s sobstvennym polem sredy zatuhaet. Podobnoe zatuhanie proishodit medlennee, qem v analogiqnoæ situacii s poloßitel~nymi temperaturami [9, 10]. �to netrudno videt~, sopostaviv rexeniØ sootvetstvu¸wih linearizovannyh zadaq: △u = ±4u, u → 0, r → ∞, (5.5) gde znak “+” sootvetstvuet sisteme s T > 0, a “−” – s T < 0. V

METOD OBRATNO` ZADAQI 231 pervom sluqae funkciØ Grina graniqnoæ zadaqi proporcional~- na funkcii Makdonal~da nulevogo indeksa i imeet asimptotiku ∼ (e^{−x}/ √ x)[1 + O(1/x)], x → ∞, a vo vtorom – funkcii Neæmana

nulevogo indeksa, kotoraØ vedet sebØ kak (sin(x − π/4)/ √ x)[1 + O(1/x)], x → ∞. Pofftomu bolee medlennyæ harakter zatuhaniØ

polØ pri T < 0, moßno ob¨Øsnit~, po-vidimomu, bolee slaboæ ffkranirovkoæ granicy za sqet qeredovaniØ oblasteæ s odinakovo zarØßennymi qasticami.

OpisannaØ vyxe kartina spravedliva vs¸du na poluploskosti, za iskl¸qeniem nekotoryh Øvno opredelØemyh napravleniæ. V fftih sluqaØh B prinimaet promeßutoqnye znaqeniØ:

B ∈ [ϵ, 1 − ϵ], ϵ > 0, i, kak netrudno pokazat~, na fftih napra-

vleniØh potencial ØvlØetsØ oscilliru¸weæ funkcieæ - v srede nabl¸daetsØ dal~niæ porØdok, t.e. voznikaet kogerentnaØ struktura raspredeleniØ fflektriqeskogo polØ i plotnosteæ raspredeleniØ plazmy s ewe bol~xim, qem na drugih napravleniØh, razdeleniem zarØdov.

Avtor blagodaren V. D. Lipovskomu za postoØnnoe vnimanie k rabote i poleznye obsußdeniØ.

Literatura

1. A. I. Bobenko, — UMN 46, No. 4 (1991), 3.

2. G. Goyce, D. Montgomeri, — J. Plasma Phys. 10, No. 1 (1973), 10.

3. D. Montgomeri, G. Goyce, — Phys. Fluids 17, No. 6 (1974), 1139.

4. ı. B. Rumer, M. X. Ryvkin, Termodinamika, statistiqeskaØ fizika i kinetika, M.,Nauka, 1977.

5.. E. X. Gutxabax, Vestnik LGU, ser.fizika, himiØ, No. 4 (1990), 84. 6. G. G. Varzugin, E. X. Gutxabax, V. D. Lipovskiæ, TMF, 104, No. 3 (1995), 513.

7. P. Deift, X. Zhou, Ann. of Math., 137, No. 2 (1993), 295.

8. L. D. Landau, E. M. Lifxic, StatistiqeskaØ fizika. M. Nauka, 1982. 9. V. D. Lipovskiæ, S. S. Nikuliqev, Vestnik LGU, ser. fizika, himiØ, No. 4 (1989), 61.

10. E. X. Gutxabax, V. D. Lipovskiæ, S. S. Nikuliqev, TMF 115, No. 3 (1998), 323.

Gutshabash E. Sh. Inverse scattering transform for the Coulomb’s plasma with the negative temperature.

The boundary problem for two-dimensional elliptycal equation sh - Gordon is investigated. Their exact solutions are found and the identities

232 E. X. GUTXABAX of traces are proposed. The application of this problem to the model of the Coulomb’s plasma with the negative temperature is considered.

Postupilo 15 i¸nØ 1998 g.

NII Fiziki Sankt-Peterburgskogo gosudarstvennogo universiteta