A.V.Cyganov KLASSIQESKIE INTEGRIRUEMYE SISTEMY I AVTOMORFIZMY PREDSTAVLENI` SL(2)

1. Vvedenie

Vnexnie avtomorfizmy beskoneqnomernyh predstavleniæ algebry Li sl(2) ispol~zu¸tsØ pri postroenii matric Laksa dlØ integriruemyh gamil~tonovyh sistem i diskretnyh integriruemyh otobraßeniæ. Dannyæ podhod pozvolØet kak vosproizvesti izvestnye rezul~taty, tak i postroit~ novye primery integriruemyh sistem. Postroeny predstavleniØ Laksa so spektral~nym parametrom, sootvetstvu¸wie klassiqeskie rmatricy ØvlØ¸tsØ dinamiqeskimi. Odno iz dostoinstv fftoæ shemy sostoit v tom, qto postroenie predstavleniæ Laksa v metode klassiqeskoæ r-matricy pozvolØet dostatoqno legko pereæti k rassmotreni¸ kvantovyh sistem i razdeleni¸ peremennyh v kvantovoæ mehanike [1].

2. Vnexnie avtomorfizmy beskoneqnomernyh predstavleniæ algebry sl(2)

Pust~ {e, f , h} est~ bazis v algebre Li sl(2)

[h, e] = e , [h, f] = −f , [e, f] = 2h . (2.1)

�lement Δ = h^2 + 1 2 (ef + fe) (2.2)

obertyva¸weæ algebry ØvlØetsØ operatorom Laplasa na gruppe SL(2). Rassmotrim beskoneqnomernoe predstavlenie W algebry sl(2) v lineænom prostranstve V tak, qto W : {e, f , h} → {e, f, h} ∈ End(V ) . Sopostavim dannomu predstavleni¸ W matricu L = ( h e f −h ) , {e, f, h} ∈ End(V ) , (2.3) 260

KLASSIQESKIE INTEGRIRUEMYE SISTEMY 261

Esli operator e obratim v prostranstve End(V ), to otobraßeniØ ϱ_{1,2} : W → W^′ ϱ_1 : L(e, f, h) → L(e^′, f^′, h^′) = L + ( 0 0 λe^{−1} 0 ) , λ ∈ C (2.4) ϱ_2 : L(e, f, h) → L(e^′, f^′, h^′) = L + ( λ 0 −2λhe^{−1} −λ ) , (2.5) ØvlØ¸tsØ vnexnimi avtomorfizmami prostranstva beskoneqnomernyh predstavleniæ algebry sl(2) v prostranstve V . Dannye otobraßeniØ ϱ_{1,2} sdviga¸t spektr operatora Laplasa Δ (2.2) po pravilu

Δ → Δ^′ = Δ + λ , ili Δ → Δ^′ = Δ + λ^2 . (2.6) Dannye avtomorfizmy prostranstva predstavleniæ sl(2) my budem ispol~zovat~ pri postroenii matric Laksa dlØ koneqnomernyh gamil~tonovyh integriruemyh sistem.

V kaqestve primera rassmotrim sledu¸wee predstavlenie W algebry sl(2) v klassiqeskoæ mehanike h = xp 2 , e = x^2 2 , f = − p^2 2 , Δ = 0 . (2.7)

Zdes~ (x, p ) - kanoniqeskie koordinaty, tak qto {p , x} = 1. V kvantovom sluqae predstavlenie W s obratimym operatorom e moßno realizovat~ sledu¸wim obrazom h = x∂_x − l , e = x , f = x∂^2_x − 2l∂_x + f x , Δ^′ = l(l + 1) + f . (2.8)

Analogiqnoe predstavlenie dlØ sistem tipa Kalodßero imeet vid h = 1 4 N∑ k=1 (x_kD_k + D_kx_k) , e = 2 N∑ k=1 x^2_k , f = −2 N∑ k=1 D^2_k ,

gde x_k - koordinaty, a D_k - operatory Dankla.

Teper~ vvedem avtomorfizmy samogo predstavleniØ W algebry sl(2) v forme τ : L(e, f, h) → L(e^′, f^′, h^′) = M L(e, f, h)M^{−1} , (2.9)

262 A.V.CYGANOV

s podhodØweæ matriceæ M = ( α β γ δ ) (e, f, h) , {e, f, h} ∈ End V , fflementy kotoroæ ØvlØ¸tsØ funkciØmi operatorov {e, f, h}. Oqevidno, otobraßenie τ (2.9) zavedomo sohranØet znaqenie operatora Laplasa Δ (2.2) i dolßno sohranØt~ kommutacionnye sootnoxeniØ meßdu generatorami {e, f, h}.

Pri α, β, γ, δ ∈ C vnutrennie avtomorfizmy predstavleniØ W (2.7) otveqa¸t sledu¸weæ zamene koordinat

x^′ = 1 det M

(αx + βp ) , p^′ = 1 det M

(γx + δp ) . (2.10)

DlØ klassiqeskih integriruemyh sistem zadannyh na orbitah koprisoedinennogo predstavleniØ algebry sl(2) (2.7) avtomorfizm τ (2.9) zadaet integriruemoe otobraßenie ili integriruemu¸ sistemu s diskretnym vremenem [2–4].

Vnexnie avtomorfizmy beskoneqnomernogo predstavleniØ W (2.7) otveqa¸t bolee sloßnym otobraßeniØm τ : (x, p ) → (x^′, p^′). Naprimer, dlØ matricy M vida M = ( 0 −1 ζ π ) , (2.11)

otobraßenie τ (2.9) ØvlØetsØ vnexnim avtomorfizmom predstavleniØ W (2.7), esli ζ = e , π = λ − eh 2f − α ef^{−1} − β fe^{−1} , ζ = h , π = λ − α fh^{−1} − β hf^{−1} , λ ∈ C . (2.12)

Bolee togo, dlØ predstavleniæ W s nulevym spinom Δ = 0 (2.7), otobraßenie τ (2.9) ØvlØetsØ vnexnim avtomorfizmom pri ζ = e , π = λ − h ( αe^{−1} + βf^{−1} ) − h^{−1} (γe + δf) , λ ∈ C , ζ = h , π = λ − e ( αh^{−1} + βf^{−1} ) − e^{−1} (γh + δf) , (2.13) ζ = α e^{−1} , π = λ − h 2ef ( β ln(f) + γ ln(e) ) , α = β − γ , ζ = α he^{−1} , π = λ − ( β ln(f) + γ ln(e) ) , α = β − γ .

KLASSIQESKIE INTEGRIRUEMYE SISTEMY 263

Koneqno, spisok vnexnih avtomorfizmov predstavleniæ algebry sl(2) ne isqerpyvaetsØ dannymi avtomorfizmami. Dalee my budem ispol~zovat~ vnexnie avtomorfizmy τ vida (2.9) pri postroenii predstavleniæ Laksa dlØ integriruemyh sistem s diskretnym vremenem.

Zametim tak ße, qto predstavleniØ s nulevym spinom Δ = 0 ispol~zu¸tsØ v kvantovoæ konformnoæ teorii polØ [6] i mogut byt~ svØzany s dinamiqeskimi rexeniØmi uravneniæ otraßeniØ dlØ cepoqek Tody otveqa¸wih kornevym sistemam tipa D_n [5, 7]. 3. Integriruemye gamil~tonovy sistemy Voz~mem racional~nu¸ funkci¸ vida e(λ) = ∏_n j=1(λ − q_j) ∏_m k=1(λ − δ_k) , m ≤ n , δ_k ∈ R, (3.1) gde {q_j} - koordinaty v R^n, a {δ_k} - nabor proizvol~nyh konstant. SleduØ rabote [8], vvedem diagonal~nu¸ metriku

g_{jj}(q_1, . . . , q_n) = Res |_{λ=q}j 1 e(λ) , (3.2)

i gamil~tonian svobodnogo dvißeniØ H = n∑ j=1 g_{jj}(q_1, . . . , q_n)p^2_j . (3.3)

Zdes~ {p_j, q_j}^n_{j=1} – nabor kanoniqeskih peremennyh v prostranstve R^{2n} so standartnoæ simplektiqeskoæ strukturoæ Ω_n = ∑_n j=1 dp_j ∧ dq_j i skobkami Puassona {p_j, q_k} = δ_{jk}. Matrica Laksa L(λ) dlØ svobodnogo dvißeniØ (3.3) L_x(λ) = {H, L} = [L, A] , (3.4) vyraßaetsØ qerez funkci¸ e(λ) i dve ee proizvodnye po vremeni e_x = {H, e} i e_{xx} = {H, {H, e}} po pravilu L(λ) = ( −e_x/2 e −e_{xx}/2 e_x/2 ) (λ) ≡ ( h(λ) e(λ) f(λ) −h(λ) ) , A(λ) = ( 0 1 0 0 ) . (3.5)

264 A.V.CYGANOV

Spektral~naØ krivaØ

C = det(yI − L(λ)) , C : y^2 = 2g+1∏

k=1 (λ − λ_k) roda g = [(n − 1)/2] ØvlØetsØ minimal~no dopustimoæ krivoæ dlØ integriruemyh sistem v prostranstve R^{2n}. �to oznaqaet, qto vse parametry {λ_k}^n_{k=1} krivoæ C otveqa¸t znaqeniØm n nezavisimyh integralov dvißeniØ. V naxem sluqae v koordinatah {p_j, q_j}^n_{j=1} integraly dvißeniØ ravny

I_k = n∑ j=1 c_{jk}p^2_j , I_1 = H , (3.6)

gde c_{jk} - fflementy matricy obratnoæ k matrice XtekkelØ [8].

Skobki Puassona dlØ matricy L(λ) (3.5) ravny

{^1L(λ),^2L(μ)} = [r_{12}(λ, μ),^1L(λ)] − [r_{21}(λ, μ),^2L(μ) ] . (3.7)

Zdes~^1L(λ) = L(λ) ⊗ I i^2L(μ) = I ⊗ L(μ) [9]. DlØ racional~noæ funkcii e(λ) (3.1) matricy r_{ij} v (3.7) sovpada¸t s obyqnoæ racional~noæ r-matriceæ na algebre petel~ L(sl(2)) [10]

r_{12}(λ, μ) = Π λ − μ , r_{21}(λ, μ) = Π r_{12}(μ, λ) Π , (3.8)

gde Π – operator perestanovki [9].

V obwem sluqae, funkciØ e(λ) meromorfna i polnost~¸ opredelØetsØ svoimi nulØmi {q_j}^n_{j=1}, kotorye da¸t rexenie problemy obraweniØ otobraßeniØ AbelØ [8]. V fftom sluqae r-matricy v (3.7) ØvlØ¸tsØ trigonometriqeskimi ili fflliptiqeskimi [10].

Takim obrazom, predstavlenie Laksa (3.5) s pol¸sami v toqkah {δ_k}^m_{k=1} (3.1) dlØ geodeziqeskogo dvißeniØ (3.3) moßno otoßdestvit~ s fflementom popolnennoæ algebry petel~ L(sl(2)) [10] v fundamental~nom predstavlenii. �to pozvolØet primenØt~ vnexnie avtomorfizmy ϱ_{1,2} (2.4)–(2.5) “podstila¸weæ” algebry Li sl(2) neposredstvenno k predstavleni¸ (3.5) sootvetstvu¸- weæ algebry petel~.

Deæstvitel~no, vvedem semeæstvo matric v sootvetstvii s otobraßeniØmi (2.4)–(2.5)

L(λ) → L_N (λ) = L + ( 0 0 [ φ(λ)e^{−1}(λ) ] N 0 ) , (3.9)

KLASSIQESKIE INTEGRIRUEMYE SISTEMY 265

L(λ) → L_N (λ) = L + [ φ(λ) ] N 0 −2 [ φ(λ)h(λ)e^{−1} (λ) ] N − [ φ(λ) ] N . (3.10) Zdes~ parametriqeskaØ funkciØ φ(λ) – proizvol~naØ funkciØ spektral~nogo parametra λ i [z]_N – proekciØ fflementa z na ad^∗_Rinvariantnye puassonovy podprostranstva ishodnyh r-skobok (3.7) [11, 5]. DlØ racional~noæ r-matricy (3.8) dannye proekcii ØvlØ¸tsØ lineænymi kombinaciØmi teælorovskih proekciæ

[z]_N = [_{+∞} ∑ k=−∞ z_kλ^k ] N ≡ N∑ k=0 z_kλ^k , (3.11)

ili loranovskih proekciæ [10, 11].

Vvedem oboznaqeniØ

σ_− = ( 0 0 1 0 ) , σ_3 = ( 1 0 0 −1 ) , i dokaßem

Predloßenie 1. OtobraßeniØ (3.9)–(3.10) ØvlØ¸tsØ avtomor-

fizmami predstavleniæ dvuh r-matriqnyh algebr vida (3.7). Pri fftom otobraßeniØ ϱ_{1,2} (3.9)–(3.10) deæstvu¸t na ishodnu¸ rmatricu po pravilu

r^{(N )}_{12} = r_{12} + ([ φ(λ)e^{−2}(λ) ] N − [ φ(μ)e^{−2} (μ) ] N ) λ − μ · σ_− ⊗ σ_− , (3.12)

r^{(N )}_{12} = r_{12} + ([ φ(λ)e^{−1} (λ) ] N − [ φ(μ)e^{−1}(μ) ] N ) λ − μ · σ_3 ⊗ σ_−

− 2 ([ φ(λ)h(λ)e^{−2} (λ) ] N − [ φ(μ)h(μ)e^{−2}(μ) ] N ) λ − μ · σ_− ⊗ σ_− r^{(N )}_{21} (λ, μ) = Π r^{(N )}_{12} (μ, λ) Π . (3.13) Takim obrazom, integriruemaØ sistema opisyva¸waØ svobodnoe dvißenie otobraßaetsØ v semeæstvo funkcional~no nezavisimyh integriruemyh sistem.

DlØ pervogo otobraßeniØ ϱ_1 (3.9) dannoe utverßdenie dokazano v rabote [11]. Pri dokazatel~stve ispol~zuetsØ rØd svoæstv

266 A.V.CYGANOV

loranovskih ad^∗_R-invariantnyh puassonovyh podprostranstv dlØ racional~nyh r-matric. Obwee dlØ vseh r-matric dokazatel~- stvo neizvestno.

Kak i preßde n parametrov λ_j spektral~noæ krivoæ C_N = det(yI − L_N (λ)) ØvlØ¸tsØ znaqeniØmi integralov dvißeniØ

I_k → I^{(N )}_k = I_k + n∑ j=1 c_{jk}U_j(q_j , p_j) . (3.14)

Ostal~nye parametry krivoæ C_N ravny kofffficientam loranovskogo razloßeniØ funkcii φ(λ), kotorye i opredelØ¸t formu potencialov U_j (3.14) [8].

OtobraßeniØ (3.9)–(3.10) odnogo predstavleniØ algebry petel~ L(sl(2)) v razliqnye predstavleniØ sootvetstvu¸weæ universal~noæ obertyva¸weæ algebry moßno rassmatrivat~ kak odeva¸wu¸ proceduru. �ta procedura pozvolØet sozdavat~ matricy Laksa L^′_N (λ) dlØ beskoneqnogo semeæstva integriruemyh sistem iz odnoæ izvestnoæ matricy Laksa dlØ dvißeniØ po geodeziqeskim. Pri fftom otobraßeniØ (3.9)–(3.10) “odeva¸t” ishodnu¸ krivu¸ C minimal~no dopustimogo roda g = [(n − 1/2)], zada¸wu¸ metriku, dlØ vseh potencial~nyh odnorodnyh sistem tipa XtekkelØ na fazovom prostranstve R^{2n} [8]. Dannye sistemy zada¸tsØ gamil~tonianami vida H = n∑ j=1 g_{jj}(q_1, . . . , q_n) [ p^2_j + U (q_j, p_j) ] . (3.15)

Pri fftom peremennye {q_j}^n_{j=1} obrazu¸t sistemu ortogonal~nyh krivolineænyh koordinat v prostranstve R^n [12, 8]. Dekartovy koordinaty {x_j }^n_{j=1} ravny kofffficientam v loranovskom razloßenii funkcii √ e(λ) [11]. V dekartovyh koordinatah gamil~tonian (3.15) imeet vid H = n∑ j=1 p^2_j 2 + V_N (x_1, . . . , x_n, p_1, . . . , p_n) ,

to est~ otobraßeniØ (3.9)–(3.10) sdviga¸t klassiqeskiæ analog operatora Laplasa Δ = ∑_n j=1 p^2_j /2 v R^{2n}, tak ße kak i v (2.6). Zametim, qto avtomorfizm ϱ_1 (2.4) privodit v potencialu V_N (x_1, . . . , x_n), kotoryæ zavisit tol~ko ot koordinat [5, 8].

KLASSIQESKIE INTEGRIRUEMYE SISTEMY 267

V kaqestve primera vypixem neskol~ko standartnyh krivolineænyh sistem koordinat v ploskom prostranstve R^n [13]:

fflliptiqeskie koordinaty pri m = n v (3.1) e(λ, q_1, . . . , q_n) = ∏_n j=1(λ − q_j) ∏_n k=1(λ − δ_k) = 1 + n∑ k=1 x^2_k λ − δ_k = B^2 (λ, x_1, . . . , x_n)

δ_1 < x_1 < δ_2 · · · < δ_n < x_n

paraboliqeskie koordinaty pri m = n − 1 v (3.1) e(λ, q_1, . . . , q_n) = ∏_n j=1(λ − q_j) ∏_{n−1} k=1 (λ − δ_k) =

= λ − x_n + n−1∑ k=1 x^2_k λ − δ_k = B^2(λ, x_1, . . . , x_n)

x_1 < δ_1 < x_2 · · · < δ_{n−1} < x_n

sferiqeskie koordinaty pri m = n + 1 v (3.1)

e(λ, q_0, . . . , q_n) = q_0 ∏_n j=1(λ − q_j) ∏_{n+1} k=1 (λ − δ_k) = n+1∑ k=1 x^2_k λ − δ_k = B^2(λ, x_1, . . . , x_{n+1})

Po svoemu opredeleni¸ krivolineænye koordinaty {q_j} ØvlØ- ¸tsØ nulØmi funkcii e(λ), togda kak dekartovy koordinaty {x_j} ØvlØ¸tsØ vyqetami funkcii e(λ) v polnom sootvetstvii s podhodom, osnovannym na primenenii funkcii Beækera–Ahiezera [1]. Vse drugie ortogonal~nye krivolineænye sistemy koordinat v ploskom prostranstve R^n mogut byt~ poluqeny predel~nymi perehodami iz dannyh sistem [13]. Bolee togo, vse integriruemye sistemy s gamil~tonianami natural~nogo vida s racional~nymi potencialami, dopuska¸wie toqeqnoe razdelenie peremennyh v standartnyh krivolineænyh koordinatah, mogut byt~ postroeny v ramkah predloßennogo podhoda [8, 14].

4. Integriruemye otobraßeniØ

Poprobuem postroit~ otobraßenie sohranØ¸wee simplektiqesku¸ strukturu v R^{2n}

τ_λ : R^{2n} → R^{2n} (4.1)

268 A.V.CYGANOV

takoe qto integraly dvißeniØ I^{(N )}_k (3.14) budut invariantny otnositel~no deæstviØ τ_λ I^{τ (N )} k = I^{(N )}_k , {I^{(N )}_i , I^{(N )}_k } = 0 , i, k = 1, . . . , n .

Zdes~ f^τ (z) = f(τ (z)) i I^{(N )}_k – integraly dvißeniØ dlØ gamil~- tonovoæ integriruemoæ sistemy s matriceæ Laksa L_N (λ) (3.9)– (3.10). Tak kak {I^{(N )}_k } – polnyæ nabor integralov v invol¸cii, to otobraßenie τ_λ budet opisyvat~ integriruemu¸ sistemu s diskretnym vremenem. Voobwe govorØ, takogo otobraßeniØ moßet ne suwestvovat~. No daße esli ono i suwestvuet, to naæti ego byvaet sovsem neprosto.

Diskretnoe uravnenie Laksa imeet vid

L^τ_N (λ) = M L_N (λ) M^{−1} . (4.2)

S toqki zreniØ algebraiqeskoæ geometrii otobraßenie τ_λ zadaet nabor sdvigov (mnogoznaqnyæ sdvig) na Økobiane spektral~- noæ krivoæ C ili na ego abelevom podmnogoobrazii [2].

S toqki zreniØ teorii predstavleniæ otobraßenie τ_λ zadaet avtomorfizm predstavleniØ L_N (λ) lineænoæ r-matriqnoæ algebry (rpoi). Dannyæ avtomorfizm (4.2) sohranØet rmatricy (3.12)–(3.13)

τ (λ) : r^{(N )}_{12} → r^{τ (N )}_{12} = r^{(N )}_{12} ,

kotorye preobrazu¸tsØ po pravilu

r^{τ (N )}_{12} =^1M^2M · ( r^{(N )}_{12} − { 1 M^{−1} ,^2L } 1 M^{−1} + 1 2 [ U_{12} ,^2L ] ) · 1 M^{−1} 2 M^{−1} ,

U_{12} = { 1 M^{−1} , 2 M^{−1} } ·^1M^2M . (4.3) Krome fftogo, otobraßenie τ_λ (4.2) dolßno sohranØt~ strukturu dannogo predstavleniØ (3.5)–(3.9), (3.10). DlØ primera rassmotrim integriruemye sistemy razdelØ¸- wiesØ v fflliptiqeskih m = n (3.1) i sferiqeskih koordinatah m = n + 1 (3.1). V dekartovyh koordinatah matrica Laksa L(λ) (3.1) dlØ svobodnogo dvißeniØ imeet vid L(λ) =

KLASSIQESKIE INTEGRIRUEMYE SISTEMY 269 = ( 0 ϵ 0 0 ) + n∑ j=1 1 λ − δ_j ( −p_jx_j x^2_j −p^2_j p_jx_j ) (λ) ≡ n∑ k=0 L^{(j)}(λ, x_j , p_j ) ,

(4.4) gde ϵ = 1 + n − m = 0, 1 sootvetstvenno. Oqevidno, vnutrennie avtomorfizmy (2.9) induciru¸t otobraßeniØ kotorye vsegda sohranØ¸t r-matricu (3.8), no v obwem sluqae naruxa¸t strukturu predstavleniØ pri m ≤ n. V to ße vremØ dlØ sferiqeskih koordinat dannye avtomorfizmy induciru¸t otobraßeniØ tipa (2.10).

Takim obrazom my vidim, qto postroenie iskomyh integriruemyh otobraßeniæ τ_λ (4.1) dostatoqno sloßnaØ procedura. Estestvenno predpoloßit~, qto avtomorfizmy τ_λ mogut byt~ svØzany s avtomorfizmami τ (2.9) predstavleniæ “podstila¸weæ” algebry Li sl(2). V dannoæ rabote my dokaßem, qto avtomorfizmy algebry sl(2) deæstvitel~no pozvolØ¸t nahodit~ integriruemye sistemy s diskretnym vremenem.

Podstaviv matricu Laksa

L_N (λ) = ( h_N e_N f_N −h_N ) (λ) i iskomu¸ vtoru¸ matricu Laksa M vida (2.11) v uravnenie (4.2) my poluqim

e^τ_N (λ) = −ζ^{−1}(λ) f_N (λ) .

�to ffkvivalentno otobraßeni¸

x^τ_j = ±ζ^{−1/2}(λ) p_j , ζ(λ) = [ φ(λ) e(λ) ] N , ζ(λ) = −2 [ φ(λ)h(λ) e(λ) ] N . (4.5) Napomnim, qto matrica Laksa (4.4) dlØ svobodnogo dvißeniØ ØvlØetsØ fflementom popolnennoæ algebry petel~ vida ⊕^n_{j=1}sl(2) v fundamental~nom predstavlenii. Bolee togo, predstavleniØ v kaßdom uzle cepoqki L^{(j)}(λ, x_j, p_j) ime¸t nulevoæ spin Δ = 0. Pofftomu, my moßem poprobovat~ primenit~ avtomorfizmy tipa (2.13) s podhodØwim fflementom ζ.

V dannoæ rabote my ograniqimsØ izuqeniem vtorogo avtomorfizma ϱ_2 (2.5)–(3.10) i ewe bolee uprostim vykladki ispol~- zuØ svoæstva invariantnyh teælorovskih podprostranstv (3.11).

270 A.V.CYGANOV

Itak, pust~

L_1(λ) = L(λ) + ( −λ/2 0 ∑_n j=1 p_j x_j λ/2 ) , (4.6)

gde L(λ) zadano v (4.4). DannaØ matrica postroena po pravilu (3.10). Deæstvitel~no, poloßim φ(λ) = −λ/2 v (3.10) i ispol~- zuem razloßenie Lorana v okrestnosti toqki λ = ∞ otbrosiv vse slagaemye s obratnymi stepenØmi po λ [ φ(λ) ] 1 = [ −λ/2 ] 1 = −λ/2 , −2 [ φ(λ)h(λ) e(λ) ] 1 = [ ∑_n j=1 p_j x_j + O(λ^{−1}) 1 + ∑_n j=1 x^2_j λ^{−1} + O(λ^{−2}) ] 1 = n∑ j=1 p_j x_j =

= (^n∑ j=1 p_jx_j + O(λ^{−1} ) 1 = [ϕ(λ)h(λ)]_1 ,

gde ϕ(λ) = λ^{1−n} ∏ (λ − δ_k). Takim obrazom, dlØ dannoæ proekcii moßno ispol~zovat~ bolee prostye avtomorfizmy vida (2.9)– (2.11) s fflementom ζ = h. Bolee togo, dlØ dannoæ proekcii rmatrica (3.13) ne zavisit ot dinamiqeskih peremennyh.

Naprimer, pri α = 1 i β = 0 v (2.12) matrica M_1(λ) imeet vid

M_1(λ) = ( 0 −1 [ϕ(λ)h(λ)]_1 [ ϕ(λ) − f(λ) h(λ) ] 1

)

= ( 0 −1 ∑_n j=1 p_j x_j λ −

P_{nj=1 p 2j} P_{nj=1 p j xj} ) . (4.7)

Diskretnoe uravnenie Laksa (4.2) s matricami L_1(λ) (4.6) i M_1(λ) (4.7) otveqaet izvestnym integriruemym otobraßeniØm [3, 4]. DlØ sluqaØ fflliptiqeskih koordinat ffto otobraßenie izvestno kak diskretnyæ analog sistemy Garn~e [3, 4]. DlØ sluqaØ sferiqeskih koordinat ffto otobraßeniØ ØvlØetsØ odnim iz diskretnyh analogov zadaqi Neæmana o dvißenii toqki na sfere pod deæstviem sily s kvadratiqnym potencialom [3]. Vypixem

KLASSIQESKIE INTEGRIRUEMYE SISTEMY 271

Øvno otobraßenie τ_λ dlØ sluqaØ fflliptiqeskih koordinat [4] τλ : qτj = ±p j · (_n ∑ k=1 p kxk )�1/2_,

τλ : pτj = ∓xj · (_n ∑ k=1 p kxk )_{1/2} ± p j · (_n ∑ k=1 p kxk )�1/2^( λj − ∑_{nk=1} p 2k ∑_{nk=1} p kxk ) . Zametim, qto v rabotah [3, 4] rassmatrivalos~ obratnoe otobraßenie τ^{−1}_λ . Krome fftogo, v rabote [3] ispol~zu¸tsØ podobnye matricy Laksa i, pofftomu, sootvetstvu¸wie r-matricy preobrazu¸tsØ po pravilu (4.3) i zavisØt ot dinamiqeskih peremennyh.

My dokazali, qto izvestnye klassiqeskie integriruemye otobraßeniØ [3, 4] svØzany s vnexnimi avtomorfizmami beskoneqnomernyh predstavleniæ (2.9). Bolee togo, ispol~zuØ dannye avtomorfizmy moßno postroit~ obobweniØ dannyh sistem (2.12)– (2.13) i poluqit~ novye sistemy s diskretnym vremenem. DlØ rexeniØ uravneniæ dvißeniØ i v nepreryvnom, i v diskretnom sluqae moßno ispol~zovat~ metod razdeleniØ peremennyh ili prointegrirovat~ zadaqu v θ-funkciØh, svØzannyh s giperfflliptiqeskoæ spektral~noæ krivoæ C.

Literatura

1. E. K. Sklyanin , — Progr. Theor. Phys. Suppl., 118 (1995 ), 35–61 .

2. A. P. Veselov , — Uspehi Mat. Nauk 46 (1991 ), 3–45 .

3. O. Ragnisco , — Phys. Lett. A198 (1995 ), 295–305 . 4. Z. Qiao and R. Zhou , — Phys. Lett. A. 235 (1997 ), 35–40 . 5. A. V. Tsiganov , Automorphisms of sl(2) and dynamical r-matrices. solv-- int/9610003, 1996 .

6. L. N. Lipatov , — JETP Lett. 59 (1994 ), 596 .

7. A. V. Tsiganov , Dynamical boundary conditions for integrable lattices. solv-- int/9801004, 1998 .

8. A. V. Tsiganov , The Stäckel systems and algebraic curves. solv-int/9712003, 1997 . 9. L. D. Faddeev and L. A. Takhtajan , Hamiltonian methods in the theory of solitons. Springer, Berlin, 1987 .

10. A. G. Reyman and M. A. Semenov-Tian Shansky , Group Theoretical Methods in the theory of Finite-Dimensional Integrable systems.. In V. I. Arnold and S. P. Novikov, editors, Dynamical systems VII, volume EMS 16, Berlin, 1993. Springer .

11. P. P Kulish, S. Rauch-Wojciechowski, and A. V. Tsiganov , — J. Math. Phys. 37 (1995 ), 3365 .

12. J. C. Eilbeck, V. Z. Enolskii, V. B. Kuznetsov, and A. V. Tsiganov , — J. Phys.

A27 (1994 ), 567–578 .

272 A.V.CYGANOV

13. E. G. Kalnins , Separation of Variables for Riemann Spaces of Constant Curvature. Longman Scientific & Technical, Pitman Monographs and Surveys in pure and Applied Mathematics, New York, 1986 .

14. E. G. Kalnins, S. Benenti and W. Miller, Jr. , — J.Math.Phys. 38 (1997 ), 2345 .

Tsiganov A. V. Classical integrable systems amd automorphisms of representations of SL(2).

Outer automorphisms of infinite-dimensional representations of sl(2) algebra are applied to produce some classical integrable systems with continuous and discrete time. The associated Lax pairs and r-matrix algebras are constructed.

Postupilo 15 oktØbrØ 1998 g. Nauqno-issledovatel~skiæ institut fiziki, Sankt-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ Universitet