Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

V. A. Zalgaller

O PERESEQENI˚H VYPUKLYH TEL

Semeæstvo vypuklyh kompaktov Φ(Λ) v R^n, zavisØwih ot parametra Λ, kotoryæ prinimaet znaqeniØ v vypuklom mnoßestve lineænogo prostranstva, nazyvaetsØ vognutym semeæstvom (sm. [1], p. 24), esli dlØ l¸byh Λ_1, Λ_2 i l¸bogo 0 6 θ 6 1 vypolnØetsØ vkl¸qenie

Φ((1 − θ)Λ_1 + θΛ_2) ⊃ (1 − θ)Φ(Λ_1) + θΦ(Λ_2).

Teorema. Pust~ v R^n fiksirovany dva nepustyh vypuklyh kom-

pakta K_0, K_1. Budem podvergat~ kompakt K_1 parallel~nym perenosam na vektora r ∈ R^n. Togda mnoßestvo D teh r ∈ R^n, dlØ kotoryh pereseqenie Φ(r) := K_0 ∩ (K_1 + r) nepusto, est~ vypukloe mnoßestvo v R^n, a semeæstvo vypuklyh kompaktov Φ(r), zavisØwih ot parametra r ∈ D, ØvlØetsØ vognutym semeæstvom.

Dokazatel~stvo. 1. Pust~ r1, r2 ∈ D. Togda suwestvu¸t toqki

x ∈ Φ(r_1) = K_0 ∩ (K_1 + r_1), y ∈ Φ(r_2) = K_0 ∩ (K_1 + r_2).

Pri fftom x = x_1 +r_1, y = y_1 +r_2, gde x_1, y_1 ∈ K_1. Togda pri l¸bom

0 6 θ 6 1 nepusto mnoßestvo Φ((1 − θ)r1 + θr2), poskol~ku emu

zavedomo prinadleßit toqka z = (1 − θ)x + θy. Deæstvitel~no,

z ∈ K_0 po vypuklosti K_0 i z ∈ K_1 + (1 − θ)r_1 + θr_2 vvidu z = z_1 + (1 − θ)r_1 + θr_2, gde z_1 := (1 − θ)x_1 + θx_2 ∈ K_1 po vypuklosti K_1.

�to dokazyvaet vypuklost~ mnoßestva D.

2. Pust~ r_1, r_2 ∈ D i pust~ fiksirovano θ ∈ [0, 1]. Rassmotrim mnoßestvo (1 − θ)Φ(r_1) + θΦ(r_2). KaßdaØ ego toqka z po opredeleni¸ sloßeniØ vypuklyh mnoßestv predstavima v vide

z = (1 − θ)x + θy, gde x ∈ Φ(r_1), y ∈ Φ(r_2). Po tol~ko qto dokazan-

nomu takaØ toqka z ∈ Φ((1 − θ)r_1 + θr_2). Pofftomu

Φ((1 − θ)r_1 + θr_2) ⊃ (1 − θ)Φ(r_1) + θΦ(r_2),

qto dokazyvaet vognutost~ semeæstva Φ(r) pri izmenenii parametra r v mnoßestve D. �

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96-01-681. 7

8 V. A. ZALGALLER

DokazannaØ teorema interesna svoimi sledstviØmi.

Sledstvie 1. Vvidu neravenstva Brunna–Minkovskogo (sm.

[1] p. 48) pri l¸byh r_1, r_2 ∈ D dlØ tela

Φ_θ := (1 − θ)Φ(r_1) + θΦ(r_2)

spravedlivo n√ Vol Φ_θ > (1 − θ)^n √ Vol Φ(r_1) + θ^n √ Vol Φ(r_2), (1)

gde v sluqae dim Φ(r_1) = dim Φ(r_2) = n ravenstvo nastupaet tol~- ko togda, kogda Φ(r_1) i Φ(r_2) gomotetiqny. No soglasno naxeæ teoreme

Φ((1 − θ)r_1 + θr_2) ⊃ Φ_θ , (2)

pofftomu funkciØ^n √ Vol Φ(r) est~ vognutaØ funkciØ v D. Ots¸da

sleduet, qto mnoßestva E(t) := {r ∈ D | Vol Φ(r) > t} vypukly (ili pusty). V qastnosti, v sluqae dim K_0 = dim K_1 = n vypuklo nepustoe mnoßestvo d ⊂ D teh r, pri kotoryh Vol Φ(r) dostigaet maksimuma. V fftom sluqae dlØ vseh r ∈ d tela Φ(r) odinakovy s toqnost~¸ do parallel~nogo perenosa. Poslednee vytekaet iz usloviØ ravenstva v (1). Primer, kogda mnoßestvo d ne svoditsØ k odnoæ toqke: sluqaæ, kogda telo K_1 svobodno perenosimo parallel~no vnutri tela K_0; drugoæ primer, kogda K_0 – vypuklaØ n-mernaØ plitka bol~xih razmerov i nebol~xoæ tolwiny 1, a K_1 – xar diametra 2.

Sledstvie 2. Vvidu dokazannogo A. D. Aleksandrovym (sm.

[2] § 4) obobweniØ neravenstva Brunna–Minkovskogo, dlØ l¸bogo 1 6 ν 6 n − 2 i l¸byh nepustyh vypuklyh mnoßestv C_1, . . . , C_ν imeet mesto neravenstvo dlØ smexannyh ob¨emov: n�ν√V (Φ_θ , . . . , Φ_θ, C_1, . . . , C_ν ) >

> (1 − θ)^{n�ν√}V (Φ(r1), . . . , Φ(r1), C1, . . . , Cν )+

+ θ^n�^ν √ V (Φ(r_2), . . . , Φ(r_2), C_1, . . . , C_ν ). (3)

Pri ν = n−1 v (3) vsegda imeet mesto ravenstvo iz-za lineænosti smexannogo ob¨ema po odnomu otdel~nomu argumentu.

O PERESEQENI˚H VYPUKLYH TEL 9 Vvidu vkl¸qeniØ (2) i monotonnosti smexannogo ob¨ema po vkl¸qeni¸ ots¸da sleduet, qto funkciØ

f(r) =^n�^ν √ V (Φ(r), . . . , Φ(r), C_1, . . . , C_ν ) ØvlØetsØ v D vognutoæ funkcieæ pri kaßdom ν = 1, . . . , n − 1. V qastnosti, kogda kaßdoe iz mnoßestv C_1, . . . , C_ν est~ standartnyæ ediniqnyæ xar v R^n, to funkciØ f^n�^ν (r) ffto ne qto inoe, kak ν-aØ integral~naØ popereqnaØ mera W_ν (r) kompakta Φ(r).

Iz vognutosti f(r) sleduet, qto mnoßestva

E(t) := {r ∈ D | f^n�^ν (r) > (t)}

vypukly (ili pusty). No togda u funkcii f^n�^ν (r) lokal~nyæ maksimum ØvlØetsØ i global~nym, i mnoßestvo d teh r ∈ D, pri kotoryh fftot maksimum dostigaetsØ, vypuklo. Odnako na fftot raz dlØ razliqnyh r_1, r_2 ∈ d tela Φ(r_1) i Φ(r_2) ne obØzany otliqat~sØ tol~ko parallel~nym perenosom.

Sledstvie 3. Kakoæ by iz harakteristik pereseqeniØ K0 ∩

(K_1 + r) = Φ(r): ob¨emu, (n − 1)-plowadi A(r) = nW_1(r) granicy,

l¸boæ integral~noæ popereqnoæ mere W_ν (r), upomØnutomu vyxe smexannomu ob¨emu f^n�^ν (r) my by ni hoteli pridat~ maksimum za sqet vybora parallel~nogo perenosa r kompakta K_1, moßno pol~zovat~sØ tem, qto kaßdaØ stacionarnaØ toqka fftoæ funkcii ot r ØvlØetsØ toqkoæ ee global~nogo maksimuma, i potomu ego qislennyæ poisk moßno vesti gradientnymi metodami, ne opasaØs~ pridti k toqke, otliqnoæ ot toqki absol¸tnogo maksimuma.

Primery. 1. Pust~ K0, K1 – ravnostoronnie treugol~niki,

ris. 1. Maksimum plowadi pereseqeniØ Φ(r) = K_0 ∩ (K_1 + r) dostigaetsØ v edinstvennom poloßenii: pri sovmewenii centrov tØßesti treugol~nikov K_0, K_1 maksimum perimetra figury Φ(r) dostigaetsØ v fftom i vo mnogih drugih poloßeniØh, pri kotoryh forma Φ(r) razliqna, a perimetry odinakovy.

2. Pust~ K0, K1 – vytØnutye ravnobedrennye treugol~niki,

ris. 2. Na fftot raz maksimum plowadi figury Φ(r) toße dostigaetsØ tol~ko pri sovmewenii centrov tØßesti treugol~nikov

K_0, K_1, a maksimum perimetra Φ(r) – v edinstvennom, no sovsem

drugom poloßenii: pri sovmewenii vysot treugol~nikov.

Obobwenie na sluqaæ neskol~kih tel. Pust~ v R^n fiksi-

rovany vypuklye kompakty K_0, K_1, . . . , K_m, i my, sohranØØ K_0

10 V. A. ZALGALLER

Ris. 1 Ris. 2.

na meste, podvergaem kompakty K_1, . . . , K_m nezavisimym parallel~nym perenosam na vektora r_1, . . . , r_m. Kaßdyæ uporØdoqennyæ nabor r_1, . . . , r_m budem rassmatrivat~ kak edinyæ vektor

ρ = (r_1, . . . , r_m) lineænogo prostranstva R^{nm} = R^n_1 × . . . × R^n_m.

Oboznaqim Φ(ρ) := K_0^m ⋂ i=1 (K_i + r_i).

Teorema. Mnoßestvo D ⊂ R^{mn} teh ρ, dlØ kotoryh Φ(ρ) nepusto,

vypuklo v R^{mn}. Semeæstvo vypuklyh kompaktov Φ(ρ), zavisØwih ot parametra ρ ∈ D, ØvlØetsØ vognutym semeæstvom. ZnaqeniØ n√ Vol Φ(ρ) ØvlØ¸tsØ vognutoæ funkcieæ v D.

Dokazatel~stvo. Pust~ ρ1 = (r11, . . . , rm1) ∈ D i ρ2 =

(r_{12}, . . . , r_{m2}) ∈ D. Togda suwestvu¸t toqki x, y ∈ K_0, dopuska-

¸wie predstavleniØ

x = x_i + r_{i1}, y = y_i + r_{i2}; x_i, y_i ∈ K_i; i = 1, . . . , m.

Vvidu vypuklosti kompakta K_0 emu pri l¸bom 0 6 θ 6 1 prinadleßit toqka z = (1 − θ)x + θy, dopuska¸waØ predstavleniØ

z = z_i + (1 − θ)r_{i1} + θr_{i2},

gde z_i = (1 − θ)x_i + θy_i ∈ K_i, a (1 − θ)r_{i1} + θr_{i2} sut~ sostavlØ¸wie vektora (1 − θ)ρ_1 + θρ_2 ∈ R^{nm}. �to dokazyvaet vypuklost~ D v

R^{nm}. Iz dokazannogo sleduet takße, qto

Φ((1 − θ)ρ_1 + θρ_2) ⊃ (1 − θ)Φ(ρ_1) + θΦ(ρ_2), (4)

t.e. vognutost~ semeæstva Φ(ρ), ρ ∈ D.

Nakonec, iz teoremy Brunna–Minkovskogo sleduet vognutost~ funkcii^n √ Vol Φ(ρ) v D. �

O PERESEQENI˚H VYPUKLYH TEL 11 Iz vognutosti^n √ Vol Φ(ρ) v D sleduet, qto libo Vol Φ(ρ) ≡ 0 v

D, libo Vol Φ(ρ) > 0 v intD. Esli kaßdyæ iz vypuklyh kompaktov

K_i, i = 0, . . . , m, byl n-mernym, to vozmoßna tol~ko vtoraØ al~-

ternativa. V fftom sluqae mnoßestvo d ⊂ D teh ρ, pri kotoryh dostigaetsØ max Vol Φ(ρ), vypuklo, a vse Φ(ρ) pri ρ ∈ d odinakovy s toqnost~¸ do parallel~nogo perenosa. Verno i sledstvie 2: v qastnosti, pri 1 6 ν 6 n − 1 dlØ kaßdoæ integral~noæ popereqnoæ mery W_ν funkciØ^n�^ν √ W_ν (Φ(ρ)) vognuta v D. KaßdaØ iz

funkciæ W_ν (Φ(ρ)) dostigaet maksimuma na svoem vypuklom mnoßestve d_ν ⊂ D, no formy kompaktov Φ(ρ) pri ρ ⊂ d_ν mogut byt~ razliqnymi, no dlØ W_ν tol~ko v sluqae ν = n − 1.

Vyroßdenie po razmernosti. Esli hot~ odin iz kompaktov Ki

(my, koneqno, sqitaem ih nepustymi) imel ponißennu¸ razmernost~, to Vol_nΦ(ρ) ≡ 0. Oboznaqim k = max dim Φ(ρ) po vsem ρ ∈ D;

k 6 min dim Ki. Sluqaæ k = 0 ne interesen, i my dalee sqitaem k > 1._{Oboznaqim Dk mnoßestvo teh ρ ∈ D, dlØ kotoryh dim Φ(ρ) = k.}

DlØ vseh ρ ∈ D_k affinnye oboloqki affΦ(ρ) sut~ k-mernye ploskosti v R^n, parallel~nye odnomu i tomu ße podprostranstvu

R^k ⊂ R^n. Deæstvitel~no, esli by pri ρ1, ρ2 ∈ Dk affinnye

oboloqki Φ(ρ_1) i Φ(ρ_2) ne byli parallel~ny, to v silu (4) u Φ (_1 2 ρ_1 +^1_2 ρ_2 ) byla by razmernost~ > k, qto protivoreqit vyboru k.

Pust~ π : R^n → R^k ortogonal~naØ proekciØ. Pri ρ ∈ D_k proektirovanie Φ(ρ) → π(Φ(ρ)) ØvlØetsØ parallel~nym perenosom vypuklogo kompakta Φ(ρ), ne vliØ¸wim ni na ego ob¨em, ni na integral~nye popereqnye mery, ni na smexannye ob¨emy s uqastiem Φ(ρ). Mnoßestvo D_k vypuklo, a semeæstvo π(Φ(ρ)) – vognutoe semeæstvo k-mernyh vypuklyh tel v R^k, zavisØwee ot parametra ρ ∈ D_k.

DlØ semeæstva π(Φ(ρ)), ρ ∈ D_k v R^k verny vse utverßdeniØ predyduwego punkta s zamenoæ n na k. V qastnosti,^k √ Vol_kπ(Φ(ρ)) = k√ Vol_kΦ(ρ) est~ vognutaØ funkciØ v D_k , i te Φ(ρ), dlØ kotoryh Vol_kΦ(ρ) dostigaet maksimuma, razliqa¸tsØ drug ot druga tol~-

ko parallel~nym perenosom. Oblast~ D_k = intD. V sluqae k > 1 pri l¸bom 1 6 ν 6 k − 1 vognuta v D funkciØ^k�^ν √ W_ν (Φ(ρ)); zdes~ W_ν est~ ν-Ø integral~naØ popereqnaØ mera tela Φ(ρ) v affΦ(ρ).

12 V. A. ZALGALLER

Literatura

1. T. Bonnesen, W. Fenchel, Theorie der konvexen Körper. Berlin, Springer, 1934.

2. A. D. Aleksandrov, K teorii smexannyh ob¨emov vypuklyh tel. II. No-

vye neravenstva meßdu smexannymi ob¨emami i ih priloßeniØ. — Ma-

tem. sb. 2, No. 6 (1937), 1205–1238.

Zalgaller V. A. On intersections of convex bodies.

Let K_0, K_1, . . . , K_m be nonempty convex bodies in R^n. Let r_1, . . . , r_m be vectors in R^n, ρ = (r_1, . . . , r_m) ∈ R^{nm}. Then the set D = {ρ | Φ(ρ) = K_0 ∩^m ⋂ i=1 (K_i + r_i) ≠ ?} is convex in R^{nm}, and the family of sets

{Φ(ρ) | ρ ∈ D} is concave. Let k = max_ρ dim Φ(ρ) > 1. Then for the volume Vol_k Φ(ρ) = W_0(Φ(ρ)) and for all mean cross-sectional measures W_ν (Φ(ρ)), ν = 0, 1, . . . , k − 1, the function^k�^ν √ W_ν (Φ(ρ)) is concave on the set D.

Postupilo 2 marta 1998 g. Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN