Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

V. A. Zalgaller

RAZDEL˚ıWI` XAROVO` SLO` S MAKSIMAL^NYM OTNOXENIEM RADIUSOV §1 Pust~ v R^n, n > 2, fiksirovany kompakt A, soderßawiæ bolee odnoæ toqki, i nepustoæ kompakt B. Toqku x ∈ R^n nazovem dopustimoæ, esli naimen~xiæ soderßawiæ A zamknutyæ n-mernyæ xar d(x) s centrom x ne soderßit toqek kompakta B. PredpolagaetsØ, qto A i B takovy, qto mnoßestvo M dopustimyh toqek nepusto. Esli x ∈ M , to suwestvuet naibol~xaØ sfera Q(x) s centrom x, vnutri kotoroæ net toqek B. Sfera Q(x) i graniqnaØ sfera q(x) xara d(x) ograniqiva¸t xarovoæ sloæ, razdelØ¸wiæ kompakty A i B, priqem na q(x) i Q(x) ime¸tsØ sootvetstvenno toqki iz A i iz B. Takoæ xarovoæ sloæ K(x) nazovem dopustimym. Radiusy r(x) i R(x) ego graniqnyh sfer razliqny, i R(x)/r(x) > 1. Dopustimyæ xarovoæ sloæ K(x_0) nazovem ffkstremal~nym, esli dlØ nego otnoxenie radiusov maksimal~no:

R(x_0) r(x_0)

= sup_{x∈M} R(x) r(x) . Niße, v teoreme 2, dan neobhodimyæ i dostatoqnyæ priznak ffkstremal~nogo xarovogo sloØ. NastoØwaØ stat~Ø otveqaet na vopros, postavlennyæ (pri n = 2) pered avtorom A. ı. Solyninym.

Teorema 1. V R^n pri nepustom mnoßestve M dopustimyh toqek

ffkstremal~nyæ xarovoæ sloæ suwestvuet i edinstvenen.

Spravedlivost~ teoremy vytekaet iz sledu¸wih qetyreh utverßdeniæ. 1) Mnoßestvo M vypuklo i otkryto. 2) FunkciØ R(x)/r(x) nepreryvna na M . 3) Esli suwestvuet x_1 ∈ M s R(x_1)/r(x_1) = t, to mnoßestvo E(t) = {x ∈ M | R(x)/r(x) > t} kompaktno. 4) Esli dlØ dvuh razliqnyh toqek x_1, x_2 ∈ M znaqeniØ

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96-01-681. 13

14 V. A. ZALGALLER

R(x_1)/r(x_1) i R(x_2)/r(x_2) odinakovy (oboznaqim ih t), to dlØ l¸boæ vnutrenneæ toqki otrezka x_1x_2 znaqenie R(x)/r(x) > t.

Dokaßem posledovatel~no ffti qetyre utverßdeniØ. 1) Pust~ x_1, x_2 ∈ M , x_1 ≠ x_2. Xary d(x_1) i d(x_2) ime¸t nepustoe pereseqenie: oni oba soderßat A. Krome togo odin iz fftih xarov ne moßet soderßat~sØ strogo vnutri drugogo. Pofftomu pereseka¸tsØ i sfery q(x_1), q(x_2). Pereseqenie poslednih budet nekotoroæ sferoæ S^{n−2}. DlØ l¸boæ toqki x otkrytogo otrezka

(x_1, x_2) sfera S^{n−1}(x) s centrom x, prohodØwaØ qerez S^{n−2}, ohva-

tyvaet kompakt A, otdelØØ ego ot B. Pofftomu x ∈ M , znaqit M vypuklo. Pust~ x_0 ∈ M i R(x_0) − r(x_0) = 3ε > 0. Togda pri

|x − x_0| < ε sfera s centrom x i rudiusom ρ = (R(x_0) + r(x_0))/2

strogo razdelØet A i B. Znaqit ε-okrestnost~ toqki x_0 prinadleßit M , i M otkryto. �

2) Oboznaqim φ : M → R funkci¸, opredelennu¸ ravenstvom

φ(x) = R(x)/r(x) > 1. Pust~ 1 < t_1 < t_2. Legko proverit~, qto

proobraz φ^{−1}(t_1, t_2) libo pust, libo otkryt v M . Znaqit funkciØ φ nepreryvna. �

3) Pust~ x_1 ∈ M , R(x_1)/r(x_1) = t > 1. Zafiksiruem sferu S^{n−1}_1 s centrom x_1 stol~ bol~xogo radiusa ρ_1, qto ona ohvatyvaet i A, i B. Zatem vyberem drugu¸ sferu S^{n−1}_2 s tem ße centrom x_1 nastol~ko bol~xogo radiusa ρ_2, qto otnoxenie

y + ρ_1 y − ρ_1 < t pri y > ρ_2.

Togda ni odna toqka mnoßestva E(t) ne moßet leßat~ vne oblasti, ohvaqennoæ sferoæ S^{n−1}_2 . Znaqit E(t) ograniqeno. Krome togo ono, vvidu 2), zamknuto. Pofftomu E(t)-kompakt. � 4) Pust~ x_1, x_2 ∈ M , x_1 ≠ x_2, R(x_1)/r(x_1) = R(x_2)/r(x_2) = t > 1, i pust~ dlØ opredelennosti r(x_1) = r_1 6 r_2 = r(x_2). Xary d(x_1) i d(x_2) pereseka¸tsØ, priqem vkl¸qenie d(x_1) ⊂ d(x_2) nevozmoßno: inaqe na Q(x_1) ne bylo by toqek iz B. Znaqit sfera

S^{n−2}_1 = q(x_1) ∩ q(x_2) imeet nenulevoæ radius. Sfera Q(x_1) ne mo-

ßet leßat~ strogo vnutri Q(x_2), pofftomu Q(x_1) ∩ Q(x_2) est~ nekotoraØ sfera S^{n−2}_2 (vozmoßno nulevogo radiusa).

Provedem qerez toqki x_1, x_2 dvumernu¸ ploskost~ P i rassmotrim v ploskosti P toqki C_1 ∈ q(x_1) ∩ q(x_2) ∩ P i C_2 ∈

Q(x_1) ∩ Q(x_2) ∩ P , ris. 1. DlØ toqek C_1, C_2 toqki x_1, x_2 leßat na

“okrußnosti ApolloniØ” Γ, sostavlennoæ iz vseh toqek x ∈ P , dlØ kotoryh C_2x/C_1x = t. Okrußnost~ Γ ograniqivaet strogo

RAZDEL˚ıWI` XAROVO` SLO` 15 vypuklyæ krug, vnutri kotorogo C_2x/C_1x > t. Pofftomu xarovoæ sloæ s centrom x, proizvol~no vybrannym vnutri otrezka

x_1x_2, i radiusami xC_1, xC_2 razdelØet kompakty A i B. DlØ nego C_2x/C_1x > t. Tem bolee dlØ dopustimogo xarovogo sloØ s fftim

centrom x budet R(x)/r(x) > t. �

Ris. 1.

Utverßdenie teoremy 1 o suwestvovanii ffkstremal~nogo xarovogo sloØ sleduet iz 2) i 3), a ego edinstvennost~ – iz 4).

�

Teorema 2. DlØ togo, qtoby v R^n xarovoæ sloæ K(x0) byl ffks-

tremal~nym dlØ kompaktov A, B, neobhodimo i dostatoqno, qtoby suwestvovali dva koneqnyh nabora toqek A^′ ⊂ (q(x_0) ∩ A) i B^′ ⊂ (Q(x_0) ∩ B), kaßdyæ iz ne bolee qem n + 1 toqek, takie, qto K(x_0) ffkstremal~nyæ sloæ dlØ kompaktov A^′, B^′.

1. Dostatoqnost~. Pust~ sloæ K(x0) dopustimyæ dlØ A, B i

ffkstremal~nyæ dlØ A^′, B^′. Pri perehode ot A^′, B^′ k bolee xirokim A, B mnoßestvo M dopustimyh toqek razve lix~ sokrawaetsØ, a dlØ kaßdoæ toqki x ∈ M , ostavxeæsØ dopustimoæ, otnoxenie R(x)/r(x) razve lix~ umen~xaetsØ. �

2. Neobhodimost~ my dokaßem snaqala dlØ kompaktov A, B, so-

stoØwih kaßdyæ lix~ iz koneqnogo qisla toqek. Pri fftom stanut geometriqeski Øsnymi svoæstva teh “nebogatyh” mnoßestv

A^′, B^′, o kotoryh idet req~ v teoreme 2. Zatem budet ispol~zovan

predel~nyæ perehod.

3. Kogda fiksirovano otnoxenie R/r > 1, to dlØ kaßdyh dvuh

16 V. A. ZALGALLER toqek a, b ∈ R^n geometriqeskim mesto toqek x, dlØ kotoryh |x − b| |x − a| = R r ØvlØetsØ sfera. Toqka a leßit vnutri nee. Budem oboznaqat~ ograniqennyæ fftoæ sferoæ n-mernyæ otkrytyæ xar D(a, b), a ego zamykanie D̄(a, b). V D(a, b) otnoxenie |x − b|/|x − a| bol~xe, qem R/r. 4. Pust~ kompakty A, B sostoØt kaßdyæ iz koneqnogo qisla

toqek, i xarovoæ sloæ K(x_0) ffkstremalen dlØ A, B. Pereseqenie

q(x_0) ∩ A sostoit iz koneqnogo mnoßestva toqek {a_i}, a pereseqe-

nie Q(x_0) ∩ B – iz koneqnogo mnoßestva toqek {b_j}.

DlØ kaßdoæ pary a_i, b_j rassmotrim svoæ xar D(a_i, b_j), na granice kotorogo rasstoØnie do b_j otnositsØ k rasstoØni¸ do a_i kak

R(x_0)/r(x_0). Granicy vseh fftih xarov prohodØt qerez centr x_0

sloØ K(x_0).

Pereseqenie otkrytyh xarov D(a_i, b_j) po vsem param a_i, b_j obØzano byt~ pustym. Deæstvitel~no, esli by suwestvovala toqka p ∈ ⋂ i,j D(a_i, b_j), to kaßdomu iz xarov D(a_i, b_j), v silu ego vypu-

klosti, prinadleßal by otkrytyæ otrezok (x_0, p). Togda, sdvigaØ centr xarovogo sloØ K(x) niqtoßno malo iz toqki x_0 v napravlenii toqki p, my poluqili by dopustimyæ sloæ K(x), u kotorogo R(x)/r(x) > R(x_0)/r(x_0), qto protivoreqit ffkstremal~nosti

K(x_0). (V vozmoßnosti takogo sdviga igraet rol~ koneqnost~ qi-

sla toqek v A i B.)

5. Vyberem iz xarov D(ai, bj) naimen~xiæ po koliqestvu na-

bor xarov D(a_{ik} , b_{jk}), dlØ kotorogo ⋂ k D(a_{ik} , b_{jk}) = ?. Koliqestvo

xarov v fftom nabore ne menee dvuh, no i ne bolee n + 1. Deæstvitel~no, esli by xarov bylo ne menee n + 1 i kaßdyæ nabor iz n + 1 xara imel obwu¸ toqku, to soglasno teoreme Helli [1, str. 11], obwaØ toqka byla by i u vseh xarov D(a_i, b_j), qto iskl¸qeno. (Zdes~ snova igraet rol~ koneqnost~ mnoßestv A i B i vypuklost~ xarov.)

Vkl¸qim v mnoßestvo A^′ tol~ko toqki a_{ik} . Nekotorye iz nih mogli uqastvovat~ ne v odnoæ pare a_{ik} , b_{jk}, pofftomu ih moßet byt~ daße men~xe, qem par i_k, j_k. Analogiqno B^′ obrazuem iz toqek b_{jk} , ih toße razve lix~ men~xe, qem par i_k, j_k. �kstremal~nyæ dlØ A, B sloæ K(x_0) ostaetsØ dopustimym dlØ A^′, B^′.

RAZDEL˚ıWI` XAROVO` SLO` 17

6. UbedimsØ, qto sloæ K(x0) ffkstremalen i dlØ A^′, B^′. Deæ-

stvitel~no, kaßdaØ toqka x ∈ M (A^′, B^′), otliqnaØ ot x_0, leßit strogo vne zamykaniØ odnogo iz xarov D(a_{ik} , b_{jk}). Togda dlØ sootvetstvu¸wih fftomu xaru toqek a_{ik} , b_{jk} i radiusov R(x), r(x) dopustimogo dlØ A^′, B^′ sloØ s centrom x imeem R(x) r(x) 6 |x − b_{jk} | |x − a_{ik} | < R(x_0) r(x_0) . Teorema 2 dokazana dlØ l¸byh kompaktov A, B s koneqnym qislom toqek.

7. ObratimsØ k obwemu sluqa¸, kogda v A, B moßet byt~ bes-

koneqno mnogo toqek. Rassmotrim posledovatel~nost~ razbieniæ prostranstva R^n na kuby s rebrom 2^{−m} (m = 1, 2, . . .). Pri kaßdom m vyberem v A i B koneqnye podmnoßestva A_m, B_m tak, qto v kaßdom zamknutom kube W m-go razbieniØ s nepustym W ∩ A est~ hot~ odna toqka iz A_m, i v kaßdom W s nepustym W ∩B est~ hot~ odna toqka iz B_m, priqem A_{m+1} ⊃ A_m, B_{m+1} ⊃ B_m. �kstremal~nye xarovye sloi K_m dlØ par A_m, B_m budut shodit~sØ k ffkstremal~nomu xarovomu slo¸ dlØ A, B.

PrimenØØ teoremu 2 k param koneqnyh kompaktov A_m, B_m, zakl¸qaem, qto pri kaßdom m suwestvuet ne bolee n + 1 toqek

{a^m_i } = A^′_m ⊂ A_m i toqek {b^m_j } = B^′_m ⊂ B_m takih, qto K_m est~

ffkstremal~nyæ xarovoæ sloæ dlØ A^′_m, B^′_m.

8. Pust~ l 6 n + 1 naimen~xee qislo, pri kotorom sredi par

A^′_m, B^′_m est~ beskoneqnaØ podposledovatel~nost~ takih, qto dlØ

kaßdoæ iz nih suwestvuet nabor iz l xarov D(a^m_{ik} , b^m_{jk}) s pustym pereseqeniem. Iz fftoæ podposledovatel~nosti moßno vybrat~ podposledovatel~nost~, dlØ kotoroæ pri m → ∞ suwestvu¸t predel~nye toqki a^m_{ik} → a_{ik} , b^m_{jk} → b_{jk} . Togda dlØ A, B suwestvu¸t utverßdaemye v teoreme 2 mnoßestva A^′ ⊂ {a_{ik} }, B^′ = {b_{jk}} iz ne bolee qem l 6 n + 1 toqek kaßdoe.

Teorema 2 dokazana.

Zameqanie. Mnoßestvo A^′ obØzano soderßat~ ne menee dvuh to-

qek. Deæstvitel~no, esli A^′ = a, to pereseqenie vseh xarov

D(a, b_j) ne moßet byt~ pustym: vsem im prinadleßit toqka a.

Primer. V kaqestve prosteæxego primera naædem centr x0 ffks-

tremal~nogo xarovogo sloØ v sluqae predel~no bednyh mnoßestv A i B, t.e. kogda A sostoit vsego iz dvuh toqek a_1, a_2, a B – iz odnoæ toqki b.

18 V. A. ZALGALLER

Ris. 2.

Esli toqka b prinadleßit otrezku [a_1, a_2], to mnoßestvo M dopustimyh toqek pusto. Esli b leßit na prØmoæ a_1a_2 vne [a_1, a_2], to centr x_0 leßit v seredine otrezka [a_1, a_2]. Esli b leßit vne prØmoæ a_1, a_2, to toqki a_1, a_2, b leßat v nekotoroæ dvumernoæ ploskosti P . Vvedem na P dekartovy koordinaty (x, y) tak, qto koordinaty fftih toqek a_1(−u, 0), a_2(u, 0), b(v, −w), u > 0, v > 0,

w > 0, ris. 2. Centr x_0 obØzan leßat~ na osi y, pritom v verhneæ

poluploskosti. Ego koordinata y > 0 nahoditsØ iz trebovaniØ

R^2/r^2 = max, t.e. (y + w)^2 + v^2 y^2 + u^2

= max,

otkuda y = v^2 + w^2 − u^2 2w + √( v^2 + w^2 − u^2 2w )_2 + u^2,

Ris. 2 sootvetstvuet sluqa¸ u = 5, v = 3, w = 4. V fftom sluqae

y = 5, R^2 = 90, r^2 = 50. Na ris. 2, krome krugov s centrom x_0 i ra-

diusami R(x_0), r(x_0), izobraßeny tonkoæ linieæ dve prohodØwie qerez x_0 i kasa¸wiesØ v fftom ffkstremal~nom sluqae vnexnim obrazom okrußnosti, ØvlØ¸wiesØ granicami krugov D(a_1, b) ∩ P i D(a_2, b) ∩ P . §2 ObratimsØ k voprosu o razdelØ¸wem xarovom sloe s maksimal~nym otnoxeniem radiusov dlØ kompaktov A, B v prostranstve Lobaqevskogo H^n i v sferiqeskom prostranstve S^n. Kak

RAZDEL˚ıWI` XAROVO` SLO` 19 i vyxe sqitaem, qto kompakt A soderßit ne menee dvuh toqek, kompakt B nepust, i mnoßestvo M dopustimyh razdelØ¸wih xarovyh sloev nepusto.

Predvaritel~no nado izuqit~ analogi okrußnosti ApolloniØ v H^2 i S^2. �to sdelano v rabote [2]. Kak tam dokazano analog Γ okrußnosti ApolloniØ na ploskosti Lobaqevskogo vsegda ØvlØetsØ analitiqeskoæ strogo vypukloæ krivoæ. Pofftomu verna

Teorema 3. DlØ kompaktov A, B ⊂ H^2 spravedlivy dokazannye

vyxe dlØ kompaktov v R^n teoremy 1 i 2.

Dokazatel~stva ne trebuet izmeneniæ. Tol~ko xary D(a_i, b_j) zamenØ¸tsØ na oblasti, ograniqennye poverhnost~¸ vraweniØ sootvetstvu¸weæ krivoæ Γ, postroennoæ v ploskosti H^2, kotoraØ provedena qerez toqki a_i, b_j, x_0.

V prostranstve S^n situaciØ suwestvenno inaØ. Naqnem s zameqaniØ, qto u kaßdogo xara v prostranstve S^n est~ dva (diametral~no protivopoloßnye v S^n) centra. DlØ razdelØ¸wih kompakty A i B xarovyh sloev my vsegda imeem v vidu tot iz centrov, pri kotorom A leßit vnutri xara. I imenno ot fftogo centra x otsqityva¸tsØ radiusy r(x) i R(x).

GlavnaØ osobennost~ svØzana so sledu¸wim obstoØtel~stvom. Pust~ na sfere S^2 radiusa ρ fiksirovany toqki a, b na rassto- Ønii pρ drug ot druga, 0 < p < π, i fiksirovano qislo t > 1. KrivaØ Γ, sostoØwaØ iz toqek x ∈ S^2, dlØ kotoryh |bx| / |ax| = t, leßit v otkrytoæ polusfere, ohvatyvaet v fftoæ polusfere toqku a, no pri nekotoryh znaqeniØh p i t moßet ograniqivat~ v fftoæ polusfere, kak pokazano v [2], nevypukloe mnoßestvo D(a, b, t). V svØzi s fftim ne prohodØt rassußdeniØ, ispol~zovannye pri dokazatel~stve teorem 1 i 2. I ffto ne sluqaæno. Kak pokazano v [2] dlØ nekotoryh kompaktov A, B ⊂ S^n mogut suwestvovat~ dva razliqnyh ffkstremal~nyh razdelØ¸wih xarovyh sloØ s raznymi centrami x_1, x_2 i odinakovymi maksimal~nymi otnoxeniØmi R(x_1) / r(x_1) = R(x_2) / r(x_2).

Odnako, pri t > 2 oblasti D(a, b, t), kak dokazano v [2], obØzatel~no strogo vypukly. �to pozvolØet dokazat~ sledu¸wee.

Teorema 4. Esli v prostranstve S^n dlØ rassmatrivaemyh kom-

paktov A, B suwestvuet hotØ by odin dopustimyæ razdelØ¸wiæ xarovoæ sloæ s otnoxeniem radiusov R(x) / r(x) > 2, to dlØ fftih kompaktov verny utverßdeniØ teorem 1 i 2.

20 V. A. ZALGALLER

Dokazatel~stvo suwestvovaniØ ffkstremal~nogo sloØ uprowaetsØ kompaktnost~¸ prostranstva S^n. Edinstvennost~ ffkstremal~nogo sloØ, kak i pri dokazatel~stve teoremy 1, vytekaet iz vypuklosti krivoæ Γ pri t > 2.

Pri dokazatel~stve analoga teoremy 2 nel~zØ mehaniqeski povtorit~ dokazatel~stvo fftoæ teoremy v R^n, poskol~ku v S^n ne imeet mesta teorema Helli. Krome togo na S^2 krivaØ Γ(a, b, t), voobwe govorØ analitiqeskaØ, pri osobom znaqenii t =^π_{π−p} priobretaet odnu edinstvennu¸ toqku, v kotoroæ naruxaetsØ analitiqnost~. �ta toqka okazyvaetsØ uglovoæ na Γ i leßit na S^2 diametral~no protivopoloßno toqke b.

Pofftomu dokazatel~stvo analoga teoremy 2 prihoditsØ neskol~ko izmenit~ v ego punktah 4 i 5. Na fftot raz dlØ kaßdoæ pary toqek a_i ∈ q(x_0) ∩ A, b_j ∈ Q(x_0) ∩ B analogom xara D(a_i, b_i) ØvlØetsØ oblast~ v S^n, ograniqennaØ “poverhnost~¸ vraweniØ” sootvetstvu¸weæ krivoæ Γ, postroennoæ dlØ toqek

a_i, b_j i t = R(x_0)/r(x_0) na sfere S^2, prohodØweæ qerez toqki a_i, b_j, x_0. KaßdaØ iz fftih “poverhnosteæ vraweniØ” (dlØ raznyh

par a_i, b_j) prohodit qerez toqku x_0. Puqku geodeziqeskih, iduwih iz x_0 vnutr~ takoæ oblasti D(a_i, b_j) sootvetstvuet v (evklidovom) prostranstve T_{x0} S^n puqok luqeæ, zapolnØ¸wih libo otkrytoe poluprostranstvo, esli toqka x_0 byla toqkoæ analitiqnosti na Γ(a_i, b_j, t), libo – otkrytyæ vypuklyæ konus, esli t bylo osobym, a x_0 – uglovoæ na Γ. A v prostranstve T_{x0} S^n verna teorema Helli, i prohodØt rassußdeniØ, privedennye v punktah 4 i 5 dokazatel~stva teoremy 2. �

Literatura 1. L. Dancer, B. Gr¸nbaum, V. Kli, Teorema Helli i ee primeneniØ. M, Mir, 1968.

2. V. A. Zalgaller, O. M. Merkulova, Analog okrußnosti ApolloniØ

na ploskosti Lobaqevskogo i na sfere. Zap. nauqn. semin. POMI 252

(1998).

Zalgaller V. A. A separating spherical belt with maximal radius ratio. For compacta A, B^n_R, given are the necessary and sufficient conditions for the spherical belt separating A and B and having the maximal ratio of the exterior and interior radii.

Postupilo 12 fevralØ 1998 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN