Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

V. A. Zalgaller, O. M. Merkulova

ANALOG OKRUȷNOSTI APOLLONI˚ NA PLOSKOSTI LOBAQEVSKOGO I NA SFERE

Na evklidovoæ ploskosti R^2 pri fiksirovannyh toqkah A, B s rasstoØniem a > 0 meßdu nimi i fiksirovannom qisle k > 1 mnoßestvo Γ teh toqek M , dlØ kotoryh odinakovo otnoxenie M B/M A = k, ØvlØetsØ okrußnost~¸. Ee nazyva¸t okrußnost~¸ ApolloniØ (sm. [1], str. 276). �ta okrußnost~ imeet diametr P_1P_2 na prØmoæ AB, ris. 1, i ohvatyvaet toqku A, priqem AP_1 =^a_{k+1} , AP_2 =^a_k�_1 .

Ris. 1.

Teorema 1. Na ploskosti Lobaqevskogo H^2 pri fiksirovannyh

toqkah A, B s rasstoØniem a > 0 i k > 1 mnoßestvo Γ teh toqek M , dlØ kotoryh M B/M A = k, ØvlØetsØ analitiqeskoæ zamknutoæ krivoæ. Pri fftom Γ ograniqivaet v H^2 soderßawee toqku A strogo vypukloe mnoßestvo.

Dokazatel~stvo. 1. Ne naruxaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto

ploskost~ H^2 imeet kriviznu K = 1. Togda, pri oboznaqeniØh ris. 2, po “teoreme kosinusov” dlØ treugol~nikov na ploskosti Lobaqevskogo (sm. [2], str. 194) iz rassmotreniØ treugol~nika ABM imeem dlØ krivoæ Γ uravnenie v polØrnyh koordina- tah r, φ: ch kr = ch ach r + shashr cos φ.

Na Γ znaqeniØ r izmenØ¸tsØ v predelah a k + 1 6

r 6^a_{k − 1}, 21

22 V. A. ZALGALLER, O. M. MERKULOVA priqem znaqeni¸ r =^a_{k+1} otveqaet toqka P_1 i φ = π, a znaqeni¸ r =^a_k�_1 toqka P_2 i φ = 0.

Ris. 2.

2. Oboznaqim Φ(r, φ) = ch kr − ch ach r − shashr cos φ. Qtoby ubedit~sØ, qto krivaØ Γ s uravneniem Φ(r, φ) = 0 analitiqeskaØ, dostatoqno ubedit~sØ, qto v kaßdoæ ee toqke libo^{∂Φ}_{∂φ} ≠ 0, libo^{∂Φ}_{∂φ} ≠ 0. Vvidu simmetrii krivoæ Γ otnositel~no prØmoæ AB dostatoqno ograniqit~sØ toæ ee qast~¸, gde 0 6 φ 6 π.

Pri 0 < φ < π ∂Φ ∂φ = shashr sin φ > 0.

DlØ ostavxihsØ dvuh toqek φ = π i φ = 0 rassmotrim^{∂Φ}_{∂r} . Pri φ = π, r =^a_{k+1} ∂Φ ∂r = ksh ka k + 1

+ sh ( a − a k + 1 ) = (k + 1)sh ka k + 1 > 0. Pri φ = 0, r =^a_k�_1 ∂Φ ∂r = ksh ka k − 1 − sh ( a + a k − 1 ) = (k − 1)sh ka k − 1 > 0. Itak, Γ – analitiqeskaØ krivaØ, ime¸waØ v kaßdoæ toqke kasatel~nu¸.

3. Qtoby dokazat~, qto zamknutaØ krivaØ Γ ograniqivaet na ploskosti H^2 strogo vypuklu¸ oblast~ D = D(A, B, k), ubedimsØ, qto pri malyh sdvigah iz toqki M ∈ Γ po kasatel~noæ k Γ my napravlØemsØ vo vne oblasti D. Vnutri D otnoxenie rasstoØniØ do B k rasstoØni¸ do A bol~xe k, a vne D – men~xe k.

ANALOG OKRUȷNOSTI APOLLONI˚ 23

Ris. 3.

Pust~ M (0) ∈ Γ, ris. 3, i l – kasatel~naØ k Γ v toqke M (0). Budem sdvigat~sØ po l iz toqki M (0) na maloe rasstoØnie t. V toqke M (0) rasstoØniØ do A i B byli r i kr. DlØ sdvinutoæ toqki M (t) rasstoØniØ do A i B oboznaqim sootvetstvenno z(t) i ζ(t). DlØ treugol~nika AM (0)M (t), ris. 3, imeem ch z(t) = ch rch t − shrsht cos α, otkuda nahodim

z(0) = r, z0(0) = dz(0) dt = − cos α, z00(0) = d^2z(0) dt^2 = sin^2 αcth r.

Pofftomu

z(t) = r − cos α · t + 1 2 sin^2 αcth r · t^2 + o(t^2).

Analogiqno iz treugol~nika BM (0)M (t) nahodim ζ(t) = kr − cos β · t + 1 2 sin^2 βcth kr · t^2 + o(t^2).

No iz togo, qto prØmaØ l kasatel~naØ k krivoæ Γ, na kotoroæ otnoxenie rasstoØniæ do B i A postoØnno, sleduet, qto otnoxenie ζ(t) k z(t) pri t = 0 stacionarno. Pofftomu cos β = k cos α.

ObratimsØ k otnoxeni¸ ξ(t) z(t) = kr − k cos α · t +^1_2 (1 − k^2 cos^2 α)cth kr · t^2 + o(t^2) r − cos α · t +^1_2 (1 − cos^2 α)cth r · t^2 + o(t^2) .

24 V. A. ZALGALLER, O. M. MERKULOVA Ono pri dostatoqno malom |t| > 0 budet men~xe k iz-za neravenstva ( 1 − k^2 cos^2 α ) cth kr < k ( 1 − cos^2 α ) cth r, spravedlivogo vvidu 1 < k, 0 6 sin^2 β = 1 − k^2 cos^2 α < 1 − cos^2 α,

0 6 cth kr < cth r.

Znaqit, malyæ sdvig iz M (0) v napravlenii l vedet strogo vo vne D, i potomu oblast~ D strogo vypukla. �

Teorema 2. Na sfere S^2 radiusa ρ pri fiksirovannyh toqkah A, B

s rasstoØniem AB = aρ > 0, 0 < a 6 π, i fiksirovannom k > 1 mnoßestvo Γ teh toqek M , dlØ kotoryh M B/M A = k, leßit v odnoæ otkrytoæ polusfere, ograniqivaet v fftoæ polusfere oblast~ D = D(A, B, k), soderßawu¸ toqku A, i ØvlØetsØ pri k ≠^π_π�_a analitiqeskoæ krivoæ. Sluqaæ k =^π_π�_a otliqaetsØ tem, qto analitiqnost~ krivoæ Γ naruxaetsØ v odnoæ toqke. �ta toqka B0 diametral~no protivopoloßna na S^2 toqke B. Na Γ toqka B0 uglovaØ s uglom sektora (so storony oblasti D) ravnym 2 arccos^π�^a_π .

Pri nekotoryh sootnoxeniØh a i k oblast~ D nevypukla.

Dokazatel~stvo. 1. Ne naruxaØ obwnosti, sqitaem, qto radius

sfery ρ = 1. ProhodØwu¸ qerez toqki A i B bol~xu¸ okrußnost~ sfery nazyvaem ffkvatorom. Esli qerez seredinu dugi AB ffkvatora provesti polnyæ meridian, to on razdelit S^2 na dve polusfery. V toæ iz otkrytyh polusfer, gde leßit toqka A, soderßatsØ i vse toqki mnoßestva Γ.

2. Sluqaæ a = π trivialen. Pofftomu dalee sqitaem 0 < a < π. Budem rassmatrivat~ na S^2 okrußnost~ S(A, r) s centrom A i radiusom r i analogiqnu¸ okrußnost~ S(B, kr). IskomaØ krivaØ Γ est~ mnoßestvo toqek pereseqeniØ fftih dvuh okrußnosteæ pri razliqnyh r. Pri ves~ma malyh r > 0 ffti okrußnosti ne pereseka¸tsØ. S nepreryvnym uveliqeniem r pri r_{min} =^a_{k+1} u S(A, r) i S(B, kr) poØvlØetsØ edinstvennaØ obwaØ toqka P_1, leßawaØ na duge AB. S dal~neæxim uveliqeniem r ffti okrußnosti naqnut peresekat~sØ v dvuh toqkah, simmetriqnyh otnositel~- no ffkvatora. No pri nekotorom r_{max} ffti okrußnosti snova budut imet~ edinstvennu¸ obwu¸ toqku P_2, leßawu¸ na ffkvatore, a zatem – perestanut peresekat~sØ. (Nakonec, S(B, kr) isqeznet, pri r > π/k.) Esli k >^π_π�_a , to r_{max} =^a_k�_1 .

ANALOG OKRUȷNOSTI APOLLONI˚ 25 Pri k =^π_π�_a toqka P_2 popadaet v toqku B0, diametral~no protivopoloßnu¸ B, i vsØ okrußnost~ S(B, kr_{max}) vyroßdaetsØ v toqku B0.

Esli 1 < k <^π_π�_a , to r_{max} =^{2π}�^a_{k+1} , ris. 4

Ris. 4 Ris. 5.

3. V polØrnyh koordinatah r, φ, ris. 5, uravnenie Γ imeet vid Φ(r, φ) = cos a cos r − sin a sin r cos φ − cos kr = 0, (∗) priqem k > 1, 0 < a < π, 0 < a k + 1 6

r 6^a_{k − 1} 6^π_k pri k >^π_{π − a} 0 < a k + 1 6

r 6^{2π − a}_{k + 1} <^π_k pri 1 < k <^π_{π − a} .

Vvidu simmetrii Γ otnositel~no ffkvatora sqitaem 0 6 φ 6 π.

Veliqina ∂Φ ∂φ = sin a sin r sin φ

obrawaetsØ v nol~ tol~ko pri φ = π i φ = 0, t.e. v toqkah P_1 i P_2 s minimal~nym i maksimal~nym znaqeniem r. Rassmotrim v fftih toqkah^{∂Φ}_{∂r} .

V toqke P_1 imeem φ = π, r =^a_{k+1} ∂Φ ∂r = sin ( a − a k + 1 ) + k sin kr k + 1

= (k + 1) sin kr k + 1 > 0.

26 V. A. ZALGALLER, O. M. MERKULOVA DlØ toqki P_2 vozmoßny tri sluqaØ 1) φ = 0, r =^a_k�_1 , k >^π_π�_a . Togda ∂Φ ∂r = − sin ( a + a k − 1 ) + k sin ka k − 1 = (k − 1) sin ka k − 1 > 0. 2) φ = 0, r =^a_k�_1 , k =^π_π�_a . Togda ∂Φ ∂r = (k − 1) sin ka k − 1 = (k − 1) sin π = 0.

3) φ = 0, r =^{2π}�^a_{k+1} , 1 < k <^π_π�_a . Togda ∂Φ ∂r = − sin ( 2π − a k + 1 + a ) + k sin k(2π − a) k + 1

= (k − 1) sin k(2π − a) k + 1 > 0. Poslednee neravenstvo sleduet iz togo, qto poloßitel~nyæ argument^{k(2π}�^{a)}_{k+1} rastet s rostom k i dostigaet π pri k =^π_π�_a , no k <^π_π�_a .

Itak, pri k ≠^π_π�_a vo vseh toqkah Γ libo^{∂Φ}_{∂φ} ≠ 0, libo^{∂Φ}_{∂r} ≠ 0. Znaqit Γ – analitiqeskaØ krivaØ.

4. Pri k =^π_π�_a toqka P_2 leßit ot A na rasstoØnii r =^a_k�_1 , a ot toqki B na rasstoØnii^{ka}_k�_1 = π, t.e. P_2 = B0. ObratimsØ k stroeni¸ Γ pri k =^π_π�_a vblizi toqki B0. Pust~ M blizkaØ k B0 toqka na toæ vetvi krivoæ_Γ, kotoraØ leßit vyxe ffkvatora, ris. 6.

Ris. 6.

ANALOG OKRUȷNOSTI APOLLONI˚ 27 V toqke B0 rasstoØnie d do toqki B ravnØlos~ π. Pri perehode v toqku M ffto rasstoØnie izmenilos~ na Δd = −B0M , a rasstoØnie do A na Δr ≈ −B0M cos γ(M ), gde γ(M ) – ugol meßdu kratqaæximi dugami B0M i B0A. No Δd = kΔr. Pofftomu cos γ(M ) pri M → B0 stremitsØ k^1_k =^π�^a_π . Ots¸da sleduet, qto rassmatrivaemaØ vetv~ krivoæ Γ imeet v toqke B0 polukasatel~nu¸ i ona obrazuet s ffkvatorom ugol γ = arccos^π�^a_π . SimmetriØ krivoæ Γ otnositel~no ffkvatora pozvolØet utverßdat~, qto B0 uglovaØ toqka na Γ s uglom sektora 2 arccos^π�^a_π .

5. V kaqestve primera, kogda krivaØ Γ(A, B, k) nevypukla, rassmotrim na ediniqnoæ sfere S^2 toqki A, B, nahodØwiesØ na rasstoØnii 0,1 rad., i vyberem “osoboe” k_0 =^π_π�_{0,1} ≈ 1.0328775. V fftom sluqae rasstoØniØ r = M A toqek M krivoæ Γ do A izmenØ¸tsØ v predelah ot 0, 1/(k_0 + 1) do π − 0, 1. PridavaØ r posledovatel~nost~ znaqeniæ r_i v fftih predelah (s xagom 0.1) nahodim iz uravneniØ (∗) sootvetstvu¸wie znaqeniØ φ_i. V tablice 1 privedeny (dlØ kratkosti s okrugleniem) krome znaqeniæ r_i, φ_i vyqislennye po nim “geografiqeskie” koordinaty u_i, v_i sootvetstvu¸wih toqek M_i krivoæ Γ, gde u_i – (severnaØ) xirota, a v_i – dolgota, otsqitannaØ ot “naqal~nogo” meridiana, prohodØwego qerez toqku A. Po fftim dannym postroeny na komp~¸tere grafik ris. 7 zavisimosti u_i ot v_i i, a ris. 6 izobraßal raspoloßenie vseh toqek M_i i provedennu¸ po nim krivu¸ Γ na sfere imenno pri vybrannyh parametrah a = 0, 1, k_0 = π/(π − 0, 1).

Ris. 7.

�ti risunki v dostatoqnoæ mere podtverßda¸t nevypuklost~ rassmotrennoæ krivoæ Γ. (�tu nevypuklost~ moßno podtverdit~

28 V. A. ZALGALLER, O. M. MERKULOVA vyqisleniem v sootvetstvu¸wih toqkah (r_i, φ_i) krivoæ Γ, zadannoæ uravneniem (∗), geodeziqeskoæ krivizny fftoæ krivoæ na sfere, ispol~zuØ lineænyæ fflement ds^2 = dr^2 + sin^2 rdφ^2 sfery v koordinatah r, φ. Poluqennye pri fftom znaqeniØ geodeziqeskoæ krivizny τ privedeny v poslednem stolbce tablicy 1. Otricatel~nye znaqeniØ τ ukazyva¸t na vognutost~ Γ.)

Na ris. 8 ukrupnenno izobraßen vid uqastka rassmatrivaemoæ krivoæ Γ vblizi toqki B0, a rØdom izobraßeny uqastki krivyh Γ(A, B, k_1) i Γ(A, B, k_2) pri k_1 = k_0 + 0, 002 i k_2 = k_0 − 0, 002.

Ris. 8.

Teorema 2 dokazana polnost~¸.

V rabote [3] dlØ dvuh kompaktov A, B ⊂ R^2, iz kotoryh A soderßit ne menee dvuh toqek, a B – nepust, dokazano, qto esli est~ hot~ odin xarovoæ sloæ (sloæ meßdu dvumØ koncentriqeskimi sferami), razdelØ¸wiæ A i B tak, qto A leßit v zamknutom xare, ograniqennom vnutrenneæ sferoæ, a B leßit vne otkrytogo xara, ograniqennogo vnexneæ sferoæ, to suwestvuet i edinstvenen ffkstremal~nyæ razdelØ¸wiæ xarovoæ sloæ s maksimal~nym znaqeniem otnoxeniØ R/r radiusov vnexneæ i vnutrenneæ sfer. Dokazatel~stvo fftoæ teoremy opiralos~ na vypuklost~ okrußnosti ApolloniØ na ploskosti.

S naruxeniem upomØnutoæ vypuklosti dlØ krivyh Γ na sfere svØzan sledu¸wiæ rezul~tat.

ANALOG OKRUȷNOSTI APOLLONI˚ 29 Tablica 1 r φ v u τ 1. 0.05 3.14 −0.05 0.00 39.98 2. 0.15 1.86 −0.04 0.14 19.27 3. 0.25 1.68 −0.03 0.25 6.18 4. 0.35 1.59 −0.01 0.35 3.24 5. 0.45 1.52 0.02 0.45 2.13 6. 0.55 1.47 0.06 0.55 1.58 7. 0.65 1.42 0.11 0.64 1.24 8. 0.75 1.37 0.18 0.73 1.00 9. 0.85 1.33 0.27 0.82 0.81 10. 0.95 1.29 0.37 0.90 0.66 11. 1.05 1.24 0.51 0.96 0.52 12. 1.15 1.20 0.68 1.02 0.40 13. 1.25 1.16 0.87 1.06 0.28 14. 1.35 1.12 1.09 1.07 0.17 15. 1.45 1.08 1.32 1.07 0.05 16. 1.55 1.04 1.53 1.04 −0.06 17. 1.65 0.99 1.71 0.99 −0.18 18. 1.75 0.95 1.87 0.93 −0.30 19. 1.85 0.91 2.00 0.86 −0.43 20. 1.95 0.86 2.12 0.78 −0.57 21. 2.05 0.81 2.22 0.70 −0.73 22. 2.15 0.76 2.30 0.63 −0.90 23. 2.25 0.71 2.39 0.53 −1.11 24. 2.35 0.66 2.46 0.45 −1.36 25. 2.45 0.60 2.54 0.37 −1.68 26. 2.55 0.53 2.63 0.29 −2.11 27. 2.66 0.46 2.69 0.21 −2.74 28. 2.75 0.39 2.78 0.14 −3.76 29. 2.85 0.29 2.86 0.08 −5.75 30. 2.95 0.17 2.95 0.03 −11.20 31. 3.05 0.02 3.05 0.00 −0.54

Teorema 3. V prostranstve S^n, n > 2 suwestvu¸t kompakty A i

B, iz kotoryh A soderßit ne menee dvuh toqek, a B – ne pust, dlØ kotoryh ffkstremal~nyæ razdelØ¸wiæ xarovoæ sloæ suwestvuet,

30 V. A. ZALGALLER, O. M. MERKULOVA

no ne edinstvenen.

Dokazatel~stvom moßet slußit~ sledu¸wiæ primer. Pust~ Γ_1 = Γ(a_1, b_1, k) – nevypuklaØ “okrußnost~ ApolloniØ” na sfere S^2, i pust~ l – okrußnost~ bol~xogo kruga sfery S^2, opornaØ k Γ_1 v dvuh toqkah x_1, x_2. Uslovno ffto izobraßeno na ris. 9.

Ris. 9.

Otrazim krivu¸ Γ_1 i toqki a_1, b_1 otnositel~no ploskosti okrußnosti l. Poluqim na S^2 novu¸ krivu¸ Γ_2 i novu¸ paru toqek a_2, b_2, ris. 9. Pust~ kompakty A = {a_1, a_2}, B = {b_1, b_2}; togda toqki x_1 i x_2 budut kaßdaØ centrom ffkstremal~nogo razdelØ¸wego xarovogo sloØ dlØ kompaktov A i B. (V sluqae, esli qislo k =^π_π�_{a1 b1} , t.e. bylo vzØto osobym dlØ a_1, b_1, to toqki b_1 i b_2 sovpadut, a toqka x_2 budet diametral~no protivopoloßnoæ dlØ b_1.) �

Teorema 4 (Dostatoqnyæ priznak vypuklosti Γ). Esli v uslovi-

Øh teoremy 2 vypolnØetsØ hotØ by odno iz sledu¸wih trebovaniæ: 1) k > 2; 2) 1 < k < 2, a 6^k�^1_2 π; 3) 1 < k < 2, a >^3�^k_2 π, to krivaØ Γ ograniqivaet na sfere strogo vypuklu¸ oblast~ D(A, B, k), soderßawu¸ toqku A.

Dokazatel~stvo. Ispol~zuem podhod, primenennyæ pri doka-

zatel~stve teoremy 1 dlØ ustanovleniØ vypuklosti oblasti D(A, B, k) na ploskosti Lobaqevskogo. ObratimsØ k ris. 3, predpolagaØ na fftot raz, qto vse proishodit na S^2, a ne na H^2, i qto l – kasatel~naØ k Γ bol~xaØ okrußnost~ sfery S^2. Togda dlØ

ANALOG OKRUȷNOSTI APOLLONI˚ 31 treugol~nika AM (0)M (t) imeem

cos z(t) = cos r cos t + sin r sin t cos α,

otkuda nahodim

z(0) = r, z0(0) = − cos α, z00(0) = sin^2 αctgr,

z(t) = r − cos α · t + 1 2 sin^2 αctgr · t + o(t^2).

Analogiqno, ζ(t) = kr − cos β · t + 1 2 sin^2 βctgkr · t^2 + o(t^2),

priqem snova cos β = k cos α.

Otnoxenie ζ(t) z(t) = kr − k cos α · t +^1_2 (1 − k^2 cos^2 α)ctgkr · t^2 + o(t^2) r − cos α · t +^1_2 (1 − cos^2 α)ctgr · t^2 + o(t^2)

zavedomo budet pri malyh |t| > 0 men~xe k, esli vypolnØetsØ neravenstvo ( 1 − k^2 cos^2 α ) ctgkr < k ( 1 − cos^2 α ) ctgr, (∗) kotoroe, voobwe govorØ, ne obØzano sobl¸dat~sØ. No neravenstvo (∗) vypolnØetsØ v sluqae ctgr > 0, poskol~ku togda 1 < k,

0 6 sin^2 β = 1 − k^2 cos^2 α < 1 − cos^2 α, ctgkr < ctgr. T.e. (∗) sobl¸-

daetsØ pri r < π/2.

1) esli k > 2, to dlØ l¸boæ toqki M ∈ Γ rasstoØnie M B =

kr 6 π, i r < π/2. Esli k = 2, to libo M B = 2r < π, libo

na Γ naædetsØ toqka M_1, dlØ kotoroæ M_1B = 2r = π. No togda M_1 = B0 – edinstvennaØ uglovaØ toqka na Γ i v neæ ugol sektora so storony D(A, B, 2) raven 2 arccos^1_2 < π, tak qto i ffto – toqka strogoæ vypuklosti.

2) Pust~ 1 < k < 2 i a <^k�^1_2 π. Togda ka < 2a < kπ − π, otkuda k >^π_π�_a . No togda na Γ imeem r_{max} =^a_k�_1 <^π_2 .

Esli a =^k�^1_2 π, to r_{max} =^π_2 , no kr_{max} < π, i potomu Γ – analitiqeskaØ krivaØ, ØvlØ¸waØsØ predelom vypuklyh krivyh Γ_i (pri a_i <^k�^1_2 π), a potomu Γ sama strogo vypuklaØ krivaØ.

3) Pust~ 1 < k < 2 i a >^3�^k_2 π. V promeßutke 1 < k < 2 sobl¸daetsØ neravenstvo^3�^k_2 > 1 −^1_k . Pofftomu a > (1 −^1_k )π, otkuda k <^π_π�_a . Pofftomu r_{max} =^{2π}�^a_{k+1} <^π_2 .

32 V. A. ZALGALLER, O. M. MERKULOVA

Esli a =^3�^k_2 π, to r_{max} =^π_2 , no kr_{max} < π, i snova Γ – analitiqeskaØ krivaØ, predel~naØ dlØ vypuklyh Γ_i (pri a_i <^3�^k_2 π), a potomu Γ strogo vypuklaØ krivaØ. �

Literatura

1. A. D. Aleksandrov, A. L. Verner, V. I. Ryßik, GeometriØ 8–9. Prosvewenie, M. (1991).

2. �. Bel~trami, Opyt interpretacii neevklidovoæ geometrii (1968). — V kn.: Ob osnovaniØh geometrii. Gostehizdat, M. (1956).

3. V. A. Zalgaller, RazdelØ¸wiæ xarovoæ sloæ s maksimal~nym otnoxe-

niem radiusov. — Zap. nauqn. semin. LOMI 252 (1998).

Zalgaller V. A., Merkulova O. M. Analogues of the Appollonian circle on the Lobachevsky plane and on sphere.

The analogue of the Apollonian circle on the Lobachevsky plane is a convex analytic curve. On the sphere this curve may be not convex and may be not analytic at one of its points. For the last reason, there may exist several separating sperical belts with maximal ratio of the exterior and interior radii.

Postupilo 12 dekabrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet