Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

M. ı. Zvagel~skiæ

KOBORDIZMY VLOȷENI` S KORAZMERNOST^ı 2

Vse rassmatrivaemye v rabote mnogoobraziØ, podmnogoobraziØ i otobraßeniØ predpolaga¸tsØ, esli ne ogovoreno protivnoe, gladkimi.

Zamknutye podmnogoobraziØ U i V mnogoobraziØ M nazyva- ¸tsØ vloßenno kobordantnymi, esli suwestvuet takoe kompaktnoe pravil~noe podmnogoobrazie W mnogoobraziØ M × [0, 1], qto

∂W = (U × 0) ∪ (V × 1). Otnoxenie vloßennoæ kobordantnosti

ØvlØetsØ otnoxeniem ffkvivalentnosti na mnoßestve n-mernyh zamknutyh podmnogoobraziæ v M . Mnoßestvo klassov ffkvivalentnosti po fftomu otnoxeni¸ oboznaqim EN_n(M ). Mnoßestvo

EN_n(R^d) ØvlØetsØ abelevoæ gruppoæ otnositel~no (podhodØwim

obrazom opredelennogo) diz¨¸nktnogo ob¨edineniØ.

Osnovnoæ tehniqeskiæ rezul~tat raboty (teoremy 3.1 i 3.2) pozvolØet, v nekotorom smysle, vydelit~ polnoe prepØtstvie k tomu, qtoby Z_2-gomologiqnoe nul¸ zamknutoe podmnogoobrazie

V^n mnogoobraziØ M^{n+2} ØvlØlos~ kraem kompaktnogo podmnogo-

obraziØ v M^{n+2}. Kak sledstvie, poluqaetsØ, qto pri vyqislenii grupp EN_n(R^{n+2}) moßno ograniqit~sØ rassmotreniem lix~ podmnogoobraziæ special~nogo vida. IshodØ iz fftogo, my vyqislØem gruppy EN_n(R^{n+2}) dlØ n = 3 i 4: EN_3(R^5) = Z_2, EN_4(R^6) = 0, i daem geometriqeskoe opisanie obrazu¸weæ gruppy EN_3(R^5). (Gruppy EN_0(R^2), EN_1(R^3) i EN_2(R^4) byli izvestny ranee.) Struktura raboty. V §1 opredelØ¸tsØ “special~nye” podmnogoobraziØ, igra¸wie vaßnu¸ rol~ pri vyqislenii grupp kobordizmov vloßeniæ. V §2 vvoditsØ ponØtie vloßennogo razdutiØ i obsußda¸tsØ ego svoæstva. Osnovnoæ rezul~tat raboty sformulirovan v §3 (teoremy 3.1 i 3.2 i zameqaniØ k nim). Gruppy

EN_3(R^5) i EN_4(R^6) vyqislØ¸tsØ v §4 (predloßeniØ 4.3 i 4.9).

Otmetim, qto §4 moßno qitat~ srazu posle §1 (iz rezul~tatov §§2 i 3 v nem ispol~zu¸tsØ tol~ko sledstvie 3.3 i zameqanie 3.4).

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (grant 98-01-00832 i grant podderßki nauqnyh xkol). 40

KOBORDIZMY VLOȷENI` S KORAZMERNOST^ı 2 41 Dokazatel~stva, za iskl¸qeniem dokazatel~stv predloßeniæ 4.3 i 4.9, v osnovnom opuska¸tsØ.

§1. Special~nye podmnogoobraziØ OboznaqeniØ. Pust~ ξ — vektornoe rassloenie. Qerez Zξ my oboznaqaem lokal~nu¸ sistemu grupp Z, skruqennu¸ klassom

w_1(ξ).

Qerez S(ξ) oboznaqim associirovannoe s ξ sferiqeskoe rassloenie. (To est~ rassloenie na ediniqnye sfery v nekotoroæ evklidovoæ metrike na ξ.) Pust~ A — pravil~noe podmnogoobrazie mnogoobraziØ B. Qerez ν(A, B) i N (A, B) oboznaqim normal~- noe rassloenie i zamknutu¸ trubqatu¸ okrestnost~ podmnogoobraziØ A v mnogoobrazii B. My rassmatrivaem N (A, B) kak total~noe prostranstvo diskovogo rassloeniØ, associirovannogo s ν(A, B).

Kvadratiqnye otobraßeniØ i standartnoe vloßenie RP^2 →

B^4. Pust~

B^4 = {(z_1, z_2) ∈ C^2 : |z_1|^2 + |z_2|^2 6 1},

S^1_i = {(z_1, z_2) ∈ B^4 : |z_i|^2 = 1}, i = 1, 2.

Nazovem otobraßenie f : S^1_1 → S^1_2 kvadratiqnym, esli naædetsØ takoe x ∈ S^1, qto f((z, 0)) = (0, xz^2). Ob¨edinenie cilindra otobraßeniØ f, standartno leßawego v dßoæne S^1_1 ∗ S^1_2 = ∂B^4 , i diska {(z, 0) ∈ B^4} daet, posle sglaßivaniØ uglov, gladkoe vloßenie proektivnoæ ploskosti RP^2 v B^4. Vloßenie RP^2 → B^4, postroennoe po kvadratiqnomu otobraßeni¸ f((z, 0)) = (0, z^2), nazovem standartnym.

Special~nye podmnogoobraziØ. Pust~ M — mnogoobrazie, a F — ego pravil~noe podmnogoobrazie korazmernosti 4. Pust~ rassloenie ν(F, M ) razloßeno v prØmu¸ summu dvumernyh vektornyh rassloeniæ: ν(F, M ) = η ⊕ ζ. Pust~ f : S(η) → S(ζ) — posloæno-kvadratiqnoe otobraßenie, nakryva¸wee toßdestvennoe otobraßenie na F . (Vs¸du v dal~neæxem, govorØ o posloænokvadratiqnyh otobraßeniØh, my podrazumevaem, qto oni nakryva¸t toßdestvennoe otobraßenie na baze.) Posloænoe primenenie opisannoæ vyxe konstrukcii vloßeniØ RP^2 v B^4 k otobraßeni¸ f daet gladkoe pravil~noe podmnogoobrazie Q korazmernosti 2 v mnogoobrazii M , kotoroe my budem nazyvat~ special~nym podmnogoobraziem s os~¸ F .

42 M. ı. ZVAGEL^SKI`

Zameqanie 1.1. Kaßdoe posloæno-kvadratiqnoe otobraßenie

f : S(η) → S(ζ) zadaet nekotoru¸ orientaci¸ rassloeniØ η ⊕ ζ.

Zameqanie 1.2. Sußenie proekcii π : N (F, M ) → F na special~- noe podmnogoobrazie Q ØvlØetsØ proektivizacieæ prØmoæ summy

η ⊕ ϵ, gde ϵ — trivial~noe odnomernoe rassloenie.

Zameqanie 1.3. DlØ suwestvovaniØ posloæno-kvadratiqnogo otobraßeniØ f : S(η) → S(ζ) neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ klassov XtifelØ–Uitni vypolnØlis~ ravenstva w_1(η) = w_1(ζ) v

H^1(M ; Z_2) i 2 · W_2(η) = W_2(ζ) v H^2(M ; Z_η).

Zameqanie 1.4. Posloænye gomotopiqeskie klassy posloænokvadratiqnyh otobraßeniæ S(η) → S(ζ) nahodØtsØ v estestvennom vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii s posloænymi gomotopiqeskimi klassami posloænyh dvulistnyh nakrytiæ S(η) → S(ζ) (a takße posloænyh otobraßeniæ S(η) → S(ζ) stepeni 2).

Zameqanie 1.5 (beskoordinatnoe opisanie posloæno-kvadratiq-nyh otobraßeniæ). Rassloenie η moßno rassmatrivat~ kak puqok odnomernyh C-moduleæ, gde C — lokal~no postoØnnyæ puqok poleæ C , skruqennyæ pri pomowi kompleksnogo soprØßeniØ klassom w_1(η). Esli f : S(η) → S(ζ) — posloæno-kvadratiqnoe otobraßenie, to rassloenie ζ izomorfno tenzornomu kvadratu rassloeniØ η. Toqnee, suwestvuet izomorfizm i : ζ → η ⊗_C η takoæ, qto dlØ kaßdyh x ∈ F i v ∈ S(η)_x vypolnØetsØ ravenstvo

(S(i) ∘ f)(v) = v ⊗ v ∈ S(η ⊗_C η)_x, gde S(i) : S(ζ) → S(η ⊗_C η) —

otobraßenie, inducirovannoe izomorfizmom i.

Zameqanie 1.6. DlØ dvuh posloæno-kvadratiqnyh otobraßeniæ

f, g : S(η) → S(ζ) estestvenno opredelØetsØ ih razliqa¸wiæ ko-

gomologiqeskiæ klass C_{f,g} ∈ H^1(F, Z_ζ). Pri fftom f i g gomotopny v klasse posloæno-kvadratiqnyh otobraßeniæ togda i tol~ko togda, kogda oni zada¸t odinakovu¸ orientaci¸ rassloeniØ η⊕ζ i

C_{f,g} = 0. Krome togo, dlØ kaßdogo posloæno-kvadratiqnogo oto-

braßeniØ f i klassa c ∈ H^1(F, Z_ζ) moßno postroit~ posloænokvadratiqnoe otobraßenie g takoe, qto c = C_{f,g}.

§2. Vloßennye razdutiØ

Pust~ V^n — kompaktnoe pravil~noe podmnogoobrazie mnogoobraziØ M^{n+2}.

KOBORDIZMY VLOȷENI` S KORAZMERNOST^ı 2 43 Pravil~noe podmnogoobrazie U^n v ∂(N (V, M )) nazyvaetsØ vloßennym razdutiem podmnogobraziØ V , esli sußenie proekcii π : N (V, M ) → V na U ØvlØetsØ razdutiem (monoidal~nym pre-

obrazovaniem) podmnogobraziØ V . Centr razdutiØ — pravil~- noe podmnogoobrazie korazmernosti 2 v V — budem oboznaqat~ qerez ct(U ). (Takim obrazom, π|_{U\π}�1_{(ct(U ))} : (U \ π^{−1}(ct(U ))) →

(V \ ct(U )) — diffeomorfizm, i π|_π�1_{(ct(U ))} — proektivizaciØ

rassloeniØ ν(ct(U ), V ).)

Pust~ w ∈ H_{n+1}(M, N (V, M ); Z_2). Budem govorit~, qto U ograniqivaet klass w, esli naædetsØ kompaktnoe pravil~noe podmnogoobrazie W^{n+1} v M \ int(N (V, M )) takoe, qto ∂W = U i [W ] = w.

Zameqanie 2.1. Podmnogoobrazie U zadaet seqenie rassloeniØ

S(ν(V, M )) nad V \ ct(U ). Sußenie fftogo seqeniØ na ∂(N (ct(U ), V ))

opredelØet posloæno-kvadratiqnoe otobraßenie S(ν(ct(U ), V )) →

S(ν(V, M )|_{ct(U )}). Takim obrazom, podmnogoobrazie U opredelØet

special~noe podmnogoobrazie Q s os~¸ ct(U ). Oqevidno, qto podmnogoobraziØ U i Q vloßenno kobordantny.

Zameqanie 2.2. Tak kak rassloenie ν(ct(U ), M ) orientirovano, to podmnogoobrazie ct(U ) predstavlØet nekotoryæ fflement gruppy H_{n−2}(V ; Z_{τM}), gde τ M — kasatel~noe rassloenie mnogoobraziØ M . Ispol~zuØ metod Knezera (sm. [2], str. 69–82), legko pokazat~, qto kaßdyæ gomologiqeskiæ klass iz H_{n−2}(V ; Z_{τM}) predstavlØetsØ normal~no orientirovannym podmnogoobraziem. Krome togo, esli F^{n−2}_0 i F^{n−2}_1 — zamknutye podmnogoobraziØ v V , predstavlØ¸wie odin i tot ße klass v H_{n−2}(V ; Z_{τM}), to suwestvuet pravil~noe kompaktnoe podmnogoobrazie G^{n−1} v V × [0, 1] takoe, qto ∂G = (F_0 × 0) ∪ (F_1 × 1), rassloenie ν(G, M × [0, 1]) orientirovano i ego orientaciØ soglasovana s orientaciØmi rassloeniæ

ν(F_0 × 0, M × 0) i ν(F_1 × 1, M × 1).

Zameqanie 2.3. (a) Netrudno videt~, qto 2 · DV [ct(U )] = eV ∈

H^2(V ; Z_{ν(V,M )}), gde e_V — normal~nyæ klass �ælera podmnogo-

obraziØ V , a D_V : H_{n−2}(V ; Z_{τM}) → H^2(V ; Z_{ν(V,M )}) — izomorfizm, obratnyæ izomorfizmu Puankare.

(b) Esli F^{n−2} — zamknutoe normal~no orientirovannoe v M podmnogoobrazie mnogoobraziØ V takoe, qto e = 2 · D_V [F ], to suwestvuet vloßennoe razdutie T podmnogoobraziØ V s ct(T ) = F .

44 M. ı. ZVAGEL^SKI`

(v) Pust~ F^{n−2} — normal~no orientirovannoe v M zamknutoe podmnogoobrazie mnogoobraziØ V takoe, qto [F ] = [ct(U )] ∈

H_{n−2}(V ; Z_{τM}). Togda suwestvuet vloßennoe razdutie T^n podmno-

goobraziØ V takoe, qto ct(T ) = F . Krome togo, podmnogoobrazie T moßno vybrat~ tak, qto ono budet kobordantno podmnogoobrazi¸ U v klasse vloßennyh razdutiæ podmnogoobraziØ V . Poslednee oznaqaet, qto naædetsØ vloßennoe razdutie X^{n+1} podmnogoobraziØ V ×[0, 1] v M ×[0, 1] takoe, qto ∂X = (U ×0)∪(T ×1).

V qastnosti, pust~ U — vloßennoe razdutie podmnogoobraziØ V , [ct(U )] = 0 ∈ H_{n−2}(V ; Z_{τM}) i suwestvuet kompaktnoe pravil~- noe podmnogoobrazie W^{n+1} ⊂ M \ int(N (V, M )) takoe, qto U = ∂W (t.e. razdutie U — ograniqiva¸wee). Togda podmnogoobrazie V ØvlØetsØ graniceæ nekotorogo kompaktnogo podmnogoobraziØ, leßawego v M .

Zameqanie 2.4 (ewe o gomologiqeskom klasse osi vloßennogo razdutiØ). Rassmotrim diagrammu: Hn�1(V ; ZτM) ? y[�]2

0 �! Hn�1(V ; Z2)^l�! Hn(∂(N (V,M )); Z2)^{π�}�! Hn(V ; Z2) ? y∂� Hn�2(V ; ZτM) Stolbec v neæ predstavlØet soboæ otrezok gomologiqeskoæ kofffficientnoæ posledovatel~nosti. ([·]_2 — privedenie modulo 2,

∂_∗ — gomomorfizm Bokxteæna.) Stroka — otrezok posledova-

tel~nosti Gizina rassloeniØ π : ∂(N (V, M )) → V .

Esli U_0 i U_1 — vloßennye razdutiØ podmnogoobraziØ V , to, oqevidno, [U_0] − [U_1] ∈ ker π_∗. Moßno pokazat~, qto imeet mesto ravenstvo

∂_∗l^{−1}([U_0] − [U_1]) = [ct(U_0)] − [ct(U_1)] ∈ tors_2(H_{n−2}(V ; Z_{τM})),

gde qerez tors_2(H_{n−2}(V ; Z_{τM})) oboznaqeno vzØtie 2-kruqeniØ. Zameqanie 2.5. Pust~ S i T — vloßennye razdutiØ podmnogoobraziØ V takie, qto ct(S) = ct(T ) i normal~nye orientacii ct(S) i ct(T ) v M sovpada¸t. Togda opredelen razliqa¸- wiæ kogomologiqeskiæ klass c_{S,T} ∈ H^1(V, Z_{τM}). PodmnogoobraziØ S i T izotopny v klasse vloßennyh razdutiæ podmnogoobraziØ V s centrom ct(S) (= ct(T )) togda i tol~ko togda, kogda c_{S,T} = 0. Krome togo, dlØ kaßdogo vloßennogo razdutiØ S i

KOBORDIZMY VLOȷENI` S KORAZMERNOST^ı 2 45 klassa c ∈ H^1(M ; Z_{τM}) moßno postroit~ vloßennoe razdutie T takoe, qto ct(T ) = ct(S) i c = c_{S,T} .

§3. Osnovnoæ rezul~tat Ispol~zuØ (obobwennyæ) metod Knezera sglaßivaniØ singulØrnyh ciklov, detal~no izloßennyæ v [2], moßno dokazat~ sledu¸wee osnovnoe predloßenie.

Teorema 3.1. Pust~ M^{n+2} — (n + 2)-mernoe mnogoobrazie i V^n —

ego zamknutoe n-mernoe podmnogoobrazie, Z_2-gomologiqnoe nul¸. Pust~ in: V → N (V, M ) — vkl¸qenie i w ∈ H_{n+1}(M, N (V, M ); Z_2) — proizvol~nyæ fflement takoæ, qto ∂w = in_∗([V ]). Togda suwestvuet vloßennoe razdutie podmnogoobraziØ V , ograniqiva¸wee klass w. •

ImeetsØ sledu¸wiæ “otnositel~nyæ” variant teoremy 3.1. Teorema 3.2. Pust~ M^{n+2} — mnogoobrazie, a V^n — ego pravil~noe

kompaktnoe podmnogoobrazie. Pust~ U^{n−1}_0 — vloßennoe razdutie podmnogoobraziØ ∂V v mnogoobrazii ∂M . Pust~ W^n_0 — kompaktnoe podmnogoobrazie v (∂M )\int(N (∂V, ∂M )) takoe, qto ∂W_0 = U_0. Oboznaqim qerez Z cikl W_0 ∪_{U0} Cyl(π) ∪_{∂V} V , gde Cyl(π) — cilindr proekcii π : U_0 → ∂V , raspoloßennyæ v N (∂V, ∂M ) oqevidnym obrazom.

Esli [Z] = 0 v H_n(M ; Z_2), to suwestvu¸t vloßennoe razdutie U^n podmnogoobraziØ V i kompaktnoe podmnogoobrazie s uglami W^{n+1} v M \ int(N (V, M )) takie, qto ∂U = U_0 i ∂W = U ∪_{U0} W_0. •

PoØsnenie. PonØtie podmnogoobraziØ s uglami opredelØetsØ estestvennym obrazom. Risunok 1 ill¸striruet sluqaæ n = 1. Qtoby dat~ obwee opredelenie, rassmotrim sledu¸wie dva podmnoßestva v R^3:

A = {(x_1, x_2, x_3) ∈ R^3 | x_3 ¿ 0} i B = {(x_1, x_2, x_3) ∈ R^3 | x_1 ¿ 0, x_2 = 0, x_3 ¿ 0}.

DlØ toqki y ∈ A qerez O_y oboznaqim malen~ku¸ okrestnost~ toqki y v A. Topologiqeskoe podmnogoobrazie W^{n+1} v gladkom mnogoobrazii M^{n+2} nazovem podmnogoobraziem s uglami, esli dlØ kaßdoæ toqki x ∈ W naædutsØ okrestnost~ U_x toqki x v M

46 M. ı. ZVAGEL^SKI`

Ris. 1.

i toqka y ∈ B takie, qto para (U_x, U_x ∩ W ) diffeomorfna pare

(O_y ×int B^{n−1}, (O_y ∩B)×int B^{n−1}), gde B^{n−1} — (n−1)-mernyæ xar.

Mnoßestvom uglovyh toqek podmnogoobraziØ W ØvlØetsØ podmnogoobrazie U_0. Na risunke pokazano, kak vyglØdit pereseqenie podmnogoobraziæ W_0, U i W s normal~nym k podmnogoobrazi¸ U_0 trehmernym xarom.

OboznaqeniØ. Oboznaqim qerez E0Nn(M ) mnoßestvo klassov vloßennoæ kobordantnosti Z_2-gomologiqnyh nul¸ n-mernyh podmnogoobraziæ mnogoobraziØ M . Qerez EΩ_n(M ) i SEN_n(M ) oboznaqim mnoßestva klassov vloßennoæ kobordantnosti orientirovannyh i special~nyh n-mernyh podmnogoobraziæ. (Pri fftom, razumeetsØ, trebuetsØ, qtoby kobordizm byl (sootvetstvenno) orientirovannym ili special~nym podmnogoobraziem v M × [0, 1].)

Iz teorem 3.1, 3.2 i zameqaniØ 2.1 neposredstvenno vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Sledstvie 3.3. Esli Hn+1(M^{n+2}; Z2) = 0 i n ¿ 2, to estestven-

noe otobraßenie SEN_n(M ) → E_0N_n(M ) biektivno.

V nißesledu¸wih zameqaniØh my ispol~zuem oboznaqeniØ i predpoloßeniØ teoremy 3.1.

Zameqanie 3.4. Pust~ U0 i U1 — vloßennye razdutiØ podmnogoobraziØ V , ograniqiva¸wie odin i tot ße gomologiqeskiæ klass. Iz teoremy 3.2 (i, nezavisimo, iz zameqaniØ 2.4) sleduet, qto

[ct(U_0 )] = [ct(U_1)] ∈ H_{n−2}(V ; Z_{τM}).

KOBORDIZMY VLOȷENI` S KORAZMERNOST^ı 2 47 Takim obrazom, korrektno opredeleno otobraßenie

Φ : {w ∈ H_{n+1}(M, N (V, M ); Z_2) | ∂w = in_∗[V ]} → H_{n−2}(V ; Z_{τM}),

gde in : V → N (V, M ) — vkl¸qenie. �to otobraßenie stavit v sootvetstvie klassu w ∈ H_{n+1}(M, N (V, M ); Z_2) gomologiqeskiæ klass osi vloßennogo razdutiØ, ograniqiva¸wego klass w. Iz zameqaniØ 2.3 (v) vytekaet, qto podmnogoobrazie V ØvlØetsØ kraem kompaktnogo podmnogoobraziØ korazmernosti 1 v mnogoobrazii M togda i tol~ko togda, kogda obraz otobraßeniØ Φ soderßit 0 ∈ H_{n−2}(V ; Z_{τM}). V sluqae, kogda H_{n+1}(M ; Z_2) = 0, obraz otobraßeniØ Φ sostoit iz odnogo fflementa. Oboznaqim ego qerez ϕ(V ).

Zameqanie 3.5. Legko privesti primer takogo neorientiruemogo zamknutogo podmnogoobraziØ V^2 v zamknutom mnogoobrazii

M^4, qto [V ] = 0 v H_2(M ; Z_2) i normal~nyæ klass �ælera podmno-

goobraziØ V raven nul¸, t.e. 2[ct(U )] = 0 dlØ l¸bogo vloßennogo ograniqiva¸wego razdutiØ U podmnogoobraziØ V (sm. 2.3), no vse-taki podmnogoobrazie V^2 ne ograniqivaet v M^4 (i voobwe ne ograniqivaet).

Zameqanie 3.6. Vyxeizloßennoe pozvolØet opredelit~ invariant klassa vloßennoæ kobordantnosti podmnogoobraziØ V . DlØ prostoty ograniqimsØ sluqaem mnogoobraziØ M s fiksirovannoæ orientacieæ i takogo, qto H_{n+1}(M ; Z_2) = 0. Pust~ F — centr kakogo-nibud~ vloßennogo razdutiØ podmnogoobraziØ V . Iz zameqaniæ 2.2 i 3.4 vytekaet, qto korrektno opredelen klass vloßennoæ kobordantnosti orientirovannogo podmnogoobraziØ F v V , leßawiæ v gruppe EΩ_{n−2}(V ). Iz teoremy 3.2 vytekaet, qto klass kobordantnosti pary (V, F ) ØvlØetsØ invariantom klassa vloßennoæ kobordantnosti podmnogoobraziØ V .

§4. Vyqislenie grupp kobordizmov vloßeniæ Drugoe opisanie special~nyh podmnogoobraziæ. Pust~ G ⊂

SO(4) — gruppa samosovmeweniæ proektivnoæ ploskosti RP^2,

standartno vloßennoæ v qetyrehmernyæ xar B^4. Legko proverit~, qto G = { (_{A 0} 0 A2 ) | | A ∈ SO(2) } ∪ { (_{A 0}

0 A2 ) · (_{1 0 0 0}

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1 ) | | | | A ∈ SO(2) }

48 M. ı. ZVAGEL^SKI` i gruppa G izomorfna O(2). Oboznaqim qerez P prostranstvo levyh smeßnyh klassov SO(4)/G, i pust~ p : SO(4) → P — proekciØ.

Pust~ F — zamknutoe normal~no orientirovannoe podmnogoobrazie korazmernosti 4 v gladkom mnogoobrazii M . Oboznaqim qerez ϱ(F, M ) associirovannoe s ν(F, M ) rassloenie so sloem P . (Gruppa SO(4) deæstvuet na P levymi sdvigami.) ImeetsØ oqevidnaØ biekciØ meßdu mnoßestvom gomotopiqeskih klassov seqeniæ rassloeniØ ϱ(F, M ) i mnoßestvom special~nyh podmnogoobraziæ v M s os~¸ F , rassmatrivaemyh s toqnost~¸ do nepodvißnoæ na F izotopii v klasse special~nyh podmnogoobraziæ.

Kobordizmy vloßeniæ. Dokazatel~stvo sledu¸weæ tehniqeskoæ lemmy my opuskaem vvidu ego gromozdkosti.

Lemma 4.1. Gladkoe zamknutoe pØtimernoe mnogoobrazie P ne-

orientiruemo. Krome togo: (a) π_1(P ) = Z_2, (b) p_∗ : π_1(SO(4)) → π_1(P ) — nulevoæ gomomorfizm, (v) H_2(P ; Z) = 0. •

DlØ dal~neæxego nam ponadobitsØ ewe odna lemma, vyteka¸- waØ iz p. (b) lemmy 4.1.

Lemma 4.2. Pust~ α — trivial~noe qetyrehmernoe vektornoe

rassloenie nad okrußnost~¸ S^1 , a α^′ — associirovannoe s nim rassloenie so sloem P . Pust~ f i g — trivializacii rassloeniØ α, a f^′ i g^′ — sootvetstvu¸wie im trivializacii rassloeniØ α^′. Pust~, nakonec, s — nekotoroe seqenie rassloeniØ α^′. Seqenie s i trivializacii f^′ i g^′ oqevidnym obrazom opredelØ¸t dva otobraßeniØ f_s i g_s : S^1 → P . �ti otobraßeniØ gomotopny. •

Predloßenie 4.3. EN3(R^5) = Z2.

Dokazatel~stvo. Iz sledstviØ 3.3 vytekaet ravenstvo EN3(R^5)

= SEN_3(R^5). Pust~ V^3 — zamknutoe special~noe podmnogoobra-

zie v R^5. Ego os~ — zamknutoe normal~no orientirovannoe podmnogoobrazie F^1 v R^5. Orientiruem podmnogoobrazie F tak, qtoby v summe s dannoæ normal~noæ orientacieæ poluqit~ standartnu¸ orientaci¸ prostranstva R^5. Podmnogoobrazie V zadaet seqenie rassloeniØ ϱ(F, R^5), associirovannogo s trivial~- nym rassloeniem ν(F, R^5). Iz lemmy 4.2 sleduet, qto s toqnost~¸ do gomotopii opredeleno otobraßenie v : F → P . Netrudno videt~, qto sopostavlenie s podmnogoobraziem V otobraßeniØ v

KOBORDIZMY VLOȷENI` S KORAZMERNOST^ı 2 49 korrektno opredelØet izomorfizm SEN_3(R^5) → Ω_1(P ). Dokazyvaemoe vytekaet teper~ iz ravenstva Ω_1(P ) = H_1(P ; Z) = Z_2. •

Analogiqno predloßeni¸ 4.3, no tol~ko prowe, dokazyvaetsØ sledu¸wiæ izvestnyæ rezul~tat (sr. [2], upr. 3 na s. 90).

Predloßenie 4.4. EN2(R^4) = Z. •

Zameqanie 4.5. Obrazu¸wiæ gruppy EN2(R^4) predstavlØetsØ standartnym vloßeniem proektivnoæ ploskosti RP^2 v R^4.

Zameqanie 4.6. Pust~ V^2 — zamknutoe podmnogoobrazie v R^4. Oboznaqim qerez ϵ_∗ : H_0(V ; Z) → Zgomomorfizm, inducirovannyæ augmentacieæ. Pust~ ϕ(V ) ∈ H_0(V ; Z) — gomologiqeskiæ klass, opredelennyæ v zameqanii 3.4. Togda ϵ_∗(ϕ(V )) — polovina normal~nogo qisla �ælera podmnogoobraziØ V , i sootvetstvie

V → ϵ_∗(ϕ(V )) opredelØet izomorfizm EN_2(R^4) → Z.

Zameqanie 4.7. Dokazatel~stvo predloßeniØ 4.3 pozvolØet pred¨Øvit~ konkretnoe special~noe podmnogoobrazie, predstavlØ¸wee netrivial~nyæ fflement gruppy EN_3(R^5). Pust~

st : RP^2 → B^4 — standartnoe vloßenie. Vyberem proizvol~noe

gladkoe otobraßenie r : [0, 1] → SO(4) takoe, qto r(t) ≡ (_{1 0 0 0}

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1 ) pri t ∈ [0; 0, 1] i r(t) ≡ (_{1 0 0 0}

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1 ) pri t ∈ [0, 9; 1].

Opredelim otobraßenie R : [0, 1] × RP^2 → S^1 × B^4 formuloæ R(t, x) = (e^{2πti}, r(t) · st(x)), gde r(t)·st(x) — obraz toqki st(x) ∈ B^4 pri vrawenii r(t) ∈ SO(4). Tak kak vloßeniØ R|_{0×}R_P 2 i R|_{1×}R_P 2 ime¸t odin i tot ße obraz, to obrazom otobraßeniØ R ØvlØetsØ gladkoe zamknutoe podmnogoobrazie V v S^1 × B^4 . Pust~ j : S^1 × B^4 → R^5 — proizvol~- noe vloßenie. Obrazu¸wiæ gruppy EN_3(R^5) predstavlØetsØ podmnogoobraziem j(V ). Netrudno videt~, qto ono diffeomorfno

S^1 × RP^2.

50 M. ı. ZVAGEL^SKI`

Zameqanie 4.8. Pust~ V^3 — zamknutoe podmnogoobrazie v R^5. Pust~ ϕ(V ) ∈ H_1(V, Z) — klass, opredelennyæ v zameqanii 3.4. (Takim obrazom, os~ kaßdogo vloßennogo ograniqiva¸wego razdutiØ podmnogoobraziØ V opredelØet cikl, predstavlØ¸wiæ klass ϕ(V ).) Oboznaqim qerez [ϕ(V )]_2 ∈ H_1(V, Z_2) redukci¸ klassa ϕ(V ) modulo 2. Opredelim gomomorfizm Ψ : EN_3(R^5) → Z_2 ravenstvom Ψ(V ) = ⟨w_1(V ), [ϕ(V )]_2⟩, gde w_1(V ) – pervyæ klass XtifelØ–Uitni mnogoobraziØ V . Netrudno videt~, qto dlØ podmnogoobraziØ V , opisannogo v predyduwem zameqanii, Ψ(V ) = 1, i, sledovatel~no, gomomorfizm Ψ ØvlØetsØ izomorfizmom. Predloßenie 4.9. EN4(R^6) = 0.

Dokazatel~stvo. Iz sledstviØ 3.3 vytekaet ravenstvo EN4(R^6)

= SEN_4(R^6). Pust~ V^4 — zamknutoe special~noe podmnogoobra-

zie v R^6. Ego os~ — zamknutoe normal~no orientirovannoe podmnogoobrazie F^2 v R^6. Esli poverhnost~ F otliqna ot sfery, to vyberem takie vloßennye okrußnosti α, β i γ v F , qto Z_2- gomologiqeskie klassy [α], [β] i [γ] netrivial~ny i poparno razliqny, a [γ] = [α] + [β]. Podmnogoobrazie V zadaet seqenie rassloeniØ ϱ(F, R^6), associirovannogo s trivial~nym rassloeniem

ν(F, R^6). Togda, soglasno lemme 4.2, s toqnost~¸ do gomotopii

opredeleny otobraßeniØ okrußnosteæ α, β i γ v P . Tak kak, soglasno p. (a) lemmy 4.1, π_1(P ) = Z_2, to odno iz fftih otobraßeniæ gomotopiqeski trivial~no. Proizvedem vloßennu¸ perestroæku poverhnosti F vdol~ sootvetstvu¸weæ okrußnosti. Pust~

K^3 ⊂ R^6 × [0, 1] — poluqivxiæsØ kobordizm meßdu poverhnost~¸

F ⊂ R^6 × 0 i poverhnost~¸ men~xego roda G^2 ⊂ R^6 × 1. Seqenie

rassloeniØ ϱ(F, R^6 × 0), zadavaemoe podmnogoobraziem V , prodolßaetsØ do seqeniØ trivial~nogo rassloeniØ ϱ(K, R^6 × [0, 1]). Sledovatel~no, podmnogoobrazie V vloßenno kobordantno special~nomu podmnogoobrazi¸ s os~¸ G.

Iz privedennogo rassußdeniØ vytekaet, qto kaßdyæ fflement gruppy EN_4(R^6) predstavlØetsØ special~nym podmnogoobraziem

U^4 s os~¸ S^2 . Po soobraßeniØm razmernosti moßno sqitat~, qto

ffto — standartnaØ sfera S^2 v R^6. Tak kak π_2(SO(4)) = 0, to vse trivializacii rassloeniØ ν(S^2, R^6) gomotopny. Sledovatel~no, imeetsØ vydelennyæ gomotopiqeskiæ klass trivializacii associirovannogo rassloeniØ ϱ(S^2 , R^6). V fftoæ situacii podmnogoobrazie U opredelØet s toqnost~¸ do gomotopii nekotoroe otobraßenie u : S^2 → P .

KOBORDIZMY VLOȷENI` S KORAZMERNOST^ı 2 51 Iz ravenstva Ω_2(P ) = H_2(P, Z) = 0 sleduet, qto otobraßenie u bordantno trivial~nomu. Pust~ f : X^3 → P – sootvetstvu¸wiæ bordizm. Vloßim mnogoobrazie X v R^6 × [0, 1] tak, qtoby ego graniceæ ØvlØlas~ sfera S^2 ⊂ R^6 × 0. Normal~noe rassloenie

ν(X, R^6 × [0, 1]) trivial~no. Otobraßenie f pozvolØet postro-

it~ special~noe podmnogoobrazie s os~¸ X, graniceæ kotorogo ØvlØetsØ podmnogoobrazie U . Dokazatel~stvo zaverxeno. •

Literatura

1. C. Biasi, On ambiental bordism. — Pacific J. Math. 163 (1994), 73–80.

2. L. Giæu, A. Maren, V poiskah utraqennoæ topologii. M., Mir, 1989. 3. M. ı. Zvagel~skiæ, Kobordizmy vloßeniæ orientirovannyh pØtimer-

nyh mnogoobraziæ v evklidovo prostranstvo. — Zap. nauq. semin. PO-

MI 231 (1995), 148–168.

4. H. Kneser, Ein topologisches Zerlegungssatz. — Proc. Royal. Acad. Amsterdam

27 (1924), 601–616.

5. A. Szűcs, On bordism groups of immersions and embeddings. — Math. Proc.

Cambridge Phil. Soc. 109 (1991), 343–349.

Zvagel’skiĭ M. Yu. Cobordisms of immersions with codimension two. We single out the obstruction for a closed Z_2-null homologous submanifold of codimension 2 to be the boundary of a submanifold of codimension 1. As an application, we calculate the groups EN_n(R^{n+2}) of cobordisms of embeddings of nonoriented n-manifolds in the Euclidean n + 2-space for n = 3 and 4. Namely, we show that EN_3(R^2) = Z_2, EN_4(R^6) = 0. A specific generator of the former group is explicitly given.

Postupilo 14 i¸nØ 1998 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet