Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

A. O. Ivanov, A. A. Tußilin

LINE`NYE SETI I VYPUKLYE MNOGOGRANNIKI

V nastoØweæ stat~e izuqa¸tsØ semeæstva vzaimno parallel~- nyh lineænyh seteæ v evklidovom prostranstve R^n, u kotoryh predpolaga¸tsØ faksirovannymi topologiØ i granica. Poluqennye rezul~taty ispol~zu¸tsØ dlØ opisaniØ prostranstv vaßnyh klassov lineænyh seteæ – lokal~no minimal~nyh i vzvexennyh minimal~nyh seteæ v R^n s fiksirovannoæ topologieæ i graniceæ (okazyvaetsØ, ffti seti vzaimno parallel~ny). �ti dva klassa seteæ voznika¸t kak estestvennoe obobwenie ploskih lokal~no minimal~nyh seteæ, poØvlØ¸wihsØ pri rexenii znamenitoæ problemy Xteænera: iz vseh seteæ (svØznyh odnomernyh kontinuumov), zatØgiva¸wih dannoe koneqnoe mnoßestvo toqek ploskosti, vybrat~ set~ naimen~xeæ dliny.

V teorii minimal~nyh seteæ estestvenno vydelØ¸tsØ tak nazyvaemye seti Xteænera – seti, stepeni verxin kotoryh ne prevoshodØt treh. Imenno takie seti voznika¸t kak rexeniØ problemy Xteænera, sm. [1, 12, 2–7, 17]. V rabote [20] avtory izuqili strukturu mnoßestva ploskih minimal~nyh seteæ Xteænera s fiksirovannymi topologieæ i graniceæ. Bylo pokazano, qto vse takie seti vzaimno parallel~ny, i ih mnoßestvo predstavlØet soboæ vypuklyæ mnogogrannik v konfiguracionnom prostranstve podvißnyh verxin seti.

V nastoØweæ rabote nami obnarußeno, qto v osnove rezul~- tatov iz [20] leßit rØd obwih faktov, kasa¸wihsØ ustroæstva prostranstva vseh vzaimno parallel~nyh lineænyh seteæ s dannoæ graniceæ. OkazyvaetsØ, uße ffto mnoßestvo imeet strukturu vypuklogo mnogogrannika (vozmoßno, neograniqennogo), razmernost~ kotorogo moßet byt~ vyqislena v terminah ranga nekotoroæ lineænoæ sistemy. Otmetim, qto v sluqae ploskih lokal~no minimal~nyh seteæ v rabote [20] razmernost~ sootvetstvu¸wego

Pri rabote nad dannoæ stat~eæ avtory pol~zovalis~ qastiqnoæ podderßkoæ grantov (RFFI), No. 95-01-01604 i (INTAS), No. 94-3666. Avtory oqen~ priznatel~ny fftim organizaciØm. 52

LINE`NYE SETI I VYPUKLYE MNOGOGRANNIKI 53

mnogogrannika byla vyqislena v terminah topologii seti. My pokaßem, qto analogiqnyæ rezul~tat imeet mesto i dlØ ploskih vzvexennyh minimal~nyh seteæ.

Otmetim, qto odnoæ iz horoxo izvestnyh interpretaciæ problemy Xteænera ØvlØetsØ transportnaØ problema, sostoØwaØ v postroenii optimal~noæ (v smysle stoimosti, a, znaqit, i dliny) seti dorog, soedinØ¸wih dannu¸ sistemu punktov. Pri takoæ interpretacii vse rassmatrivaemye dorogi sqita¸tsØ ravnoznaqnymi, t.e. stoimost~ uqastka dorogi ne zavisit ot ego raspoloßeniØ v sisteme. �to privodit k tomu, qto celevoæ funkcional proporcionalen summe dlin vseh dorog, vhodØwih v sistemu. Odnako, qasto okazyvaetsØ, qto stoimost~ raznyh dorog v sisteme po-raznomu zavisit ot ih dliny. Naprimer, takoe vozmoßno, esli nußno stroit~ dorogi raznoæ xiriny, ili raboty vypolnØ¸tsØ raznymi firmami, i t.d. Poslednee soobraßenie privodit k tomu, qto v kaqestve celevoæ funkcii neobhodimo rassmatrivat~ funkcional vzvexennoæ dliny, t.e. lineænu¸ kombinaci¸ dlin dorog s nekotorymi poloßitel~nymi posto- Ønnymi kofffficientami. Seti, minimiziru¸wie funkcionaly takogo tipa i nazyva¸tsØ vzvexennymi minimal~nymi setØmi.

DlØ formulirovki naxih osnovnyh rezul~tatov nam potrebuetsØ rØd opredeleniæ.

Pust~ G – proizvol~nyæ svØznyæ graf, predstavlennyæ v vide odnomernogo kletoqnogo kompleksa, i ∂G – nekotoraØ ego granica (t.e. podmnoßestvo mnoßestva verxin grafa G). Obobwennoæ set~¸ tipa G na mnogoobrazii W nazyvaetsØ nepreryvnoe otobraßenie Γ : G → W , a graniceæ ∂Γ seti Γ – ograniqenie otobraßeniØ Γ na ∂G.

Graf G v fftom sluqae nazyvaetsØ parametrizu¸wim grafom seti Γ. Esli M ⊂ W – obraz otobraßeniØ ∂Γ, to govorØt, qto set~ Γ zatØgivaet mnoßestvo M . OgraniqeniØ otobraßeniØ Γ na verxiny i rebra grafa G nazyva¸tsØ, sootvetstvenno, verxinami i rebrami seti Γ. Verxiny grafa (sootvetstvu¸wie verxiny seti), prinadleßawie granice, nazyva¸tsØ graniqnymi ili nepodvißnymi, a vse ostal~nye verxiny – vnutrennimi ili podvißnymi. Obobwennu¸ set~ Γ budem nazyvat~ pogrußennoæ, esli vse ee rebra – regulØrnye krivye.

Obobwennu¸ set~ Γ : G → R^n nazovem lineænoæ, esli vse ee rebra – prØmolineænye otrezki (vozmoßno, vyroßdennye). Pust~

54 A. O. IVANOV, A. A. TUȷILIN

Γ i Γ0 – dve pogrußennyh lineænyh seti odnogo i togo ße tipa G. Orientiruem graf G proizvol~nym obrazom. �to pozvolit nam rassmatrivat~ obrazy reber fftogo grafa pri otobraßeniØh Γ i Γ0 kak vektory v prostranstve R^n. My skaßem, qto seti Γ i Γ0 parallel~ny, esli dlØ kaßdogo rebra e iz G vektora Γ(e) i Γ0(e) sonapravleny.

Pust~ zadana pogrußennaØ lineænaØ set~ Γ : G → R^n tipa G s nekotoroæ fiksirovannoæ graniceæ φ. Osnovnym rezul~tatom nastoØweæ stat~i ØvlØetsØ opisanie mnoßestva [G, φ]_Γ vseh parallel~nyh Γ lineænyh seteæ togo ße tipa G i s toæ ße graniceæ φ. Privedem ffto opisanie.

Razreßem graf G po vsem graniqnym verxinam stepeni bol~- xe 1 i opredelim granicu kaßdoæ svØznoæ komponenty G_i kak mnoßestvo vseh teh ee verxin stepeni 1, kotorye poroßdeny verxinami iz ∂G. Poluqennoe razbienie grafa G nazovem razbieniem na nevyroßdennye komponenty G_i.

Rassmotrim sledu¸wu¸ lineænu¸ sistemu uravneniæ. Fiksiruem v prostranstve R^n nekotorye evklidovy koordinaty. Fiksiruem nekotoru¸ orientaci¸ seti Γ, i budem nazyvat~ fftu orientaci¸ ishodnoæ. Esli e – proizvol~noe rebro seti Γ, orientirovannoe odnim iz dvuh vozmoßnyh sposobov, to poloßim

ε(e) = 1, esli ffta orientaciØ rebra e sovpadaet s ishodnoæ.

Inaqe, poloßim ε(e) = −1. Pust~ ν(e) – koordinaty ediniqnogo vektora napravleniØ rebra e seti Γ v ishodnoæ orientacii.

Razob~em graf G na nevyroßdennye komponenty, i pust~ Γ_i = Γ | |_{Gi} – sootvetstvu¸wie komponenty seti Γ. Rassmotrim proiz-

vol~nu¸ komponentu Γ_i. Oboznaqim qerez M_1, . . . , M_n koordinaty obrazov graniqnyh verxin v_1, . . . , v_n seti Γ_i. Pust~ e_j – edinstvennoe graniqnoe rebro, incidentnoe verxine v_j . DlØ kaßdogo rebra e_j , otliqnogo ot e_1, fiksiruem nekotoryæ orientirovannyæ put~ γ_j v Γ, soedinØ¸wiæ rabra e_1 i e_j , naqina¸wiæsØ v

v_1 i zakanqiva¸wiæsØ v v_j. Otmetim, qto orientaciØ puti γ_j

opredelØet znaqeniØ qisel ε(e) dlØ vseh reber e i γ_j . Dalee, pust~ c_1, . . . , c_k – cikly iz Γ_i, sootvetstvu¸wie nekotoroæ fundamental~noæ sisteme ciklov grafa G_i, na kaßdom iz kotoryh fiksirovana orientaciØ. Kak i v sluqae puteæ γ_j , orientaciØ kaßdogo cikla c_q opredelØet znaqeniØ qisel ε(e) dlØ vseh reber e iz c_q.

Kaßdomu rebru e seti Γ_i postavim v sootvetstvie vewestven-

LINE`NYE SETI I VYPUKLYE MNOGOGRANNIKI 55

nu¸ peremennu¸ λ_e. Rassmotrim sledu¸wu¸ lineænu¸ sistemu uravneniæ na vewestvennye peremennye λ_e, zapisannu¸ v vektornoæ formu: ∑ e:e2γj ε(e)ν(e)λ_e = M_j − M_1, ∀ γ_j , ∑ e:e2cq ε(e)ν(e)λ_e = 0, ∀ c_q. �ta sistema lineænyh uravneniæ nazyvaetsØ fundamental~noæ sistemoæ nevyroßdennoæ komponenty Γ_i, a ee rang nazyvaetsØ rangom komponenty Γ_i i oboznaqaetsØ rk Γ_i.

Opredelenie. Fundamental~noæ sistemoæ seti Γ nazyvaetsØ li-

neænaØ sistema uravneniæ, sostavlennaØ iz fundamental~nyh sistem vseh nevyroßdennyh komponent seti Γ. Rangom rk(Γ) seti Γ nazyvaetsØ rang ee fundamental~noæ sistemy.

Otmetim, qto opredelennaØ nami fundamental~naØ sistema seti Γ zavisit ot vybora puteæ γ_j i ciklov c_q . OkazyvaetsØ, odnako, qto vse fundamental~nye sistemy seti Γ ffkvivalentny kak lineænye sistemy uravneniæ. V qastnosti, mnoßestva rexeniæ vseh fundamental~nyh sistem sovpada¸t, i rang seti Γ opredelen korrektno, t.e. ne zavisit ot vybora fundamental~noæ sistemy seti.

Teorema 1. Pust~ G – pogrußennaØ lineænaØ set~ tipa G v R^n

s graniceæ φ. Oboznaqim qerez r rang seti Γ, a qerez m – koliqestvo reber seti Γ. Togda mnoßestvo [ G, φ ] Γ pogrußennyh lineænyh seteæ tipa G s graniceæ φ, parallel~nyh Γ, predstavlØet soboæ (otnositel~nu¸) vnutrennost~ vypuklogo (m − r)-mernogo mnogogrannogo mnoßestva (vozmoßno, ne ograniqennogo) v konfiguracionnom prostranstve podvißnyh verxin grafa G. Bolee togo, mnogogrannoe mnoßestvo [ G, φ ] Γ soderßit ne bolee qem m graneæ maksimal~noæ razmernosti.

OkazyvaetsØ, esli granica seti Γ udovletvorØet nekotorym estestvennym ograniqeniØm, to teoremu 1 moßno usilit~. Pust~, kak i vyxe, Γ : G → R^N – pogrußennaØ lineænaØ set~. Opredelim geometriqesku¸ granicu ∂_gΓ seti Γ sledu¸wim obrazom. Verxinu v seti Γ otnesem k ∂_g Γ, esli i tol~ko esli suwestvuet takaØ prohodØwaØ qerez v giperploskost~ v R^N, qto odno iz ograniqennyh e¸ otkrytyh poluprostranstv soderßit vnutrennosti vseh reber iz Γ, incidentnyh v.

56 A. O. IVANOV, A. A. TUȷILIN

Imeet mesto sledu¸wiæ nesloßnyæ rezul~tat.

Predloßenie 1. PogrußennaØ lineænaØ set~ soderßitsØ v vy-

pukloæ oboloqke svoeæ geometriqeskoæ granicy

Iz predloßeniØ 1 i teoremy 1 vytekaet sledu¸wiæ rezul~- tat.

Sledstvie 1. V predpoloßeniØh teoremy 1, esli granica φ seti

Γ soderßit geometriqesku¸ granicu ∂_g Γ fftoæ seti, to mnoßestvo [ G, φ ] Γ ØvlØetsØ vnutrennost~¸ vypuklogo (ograniqennogo) mnogogrannika razmernosti m − r, koliqestvo graneæ maksimal~- noæ razmernosti kotorogo ne prevoshodit m.

Zameqanie. Legko postroit~ primer pogrußennoæ lineænoæ se-

ti Γ, granica φ kotoroæ ne soderßit geometriqeskoæ granicy

∂_gΓ, odnako mnoßestvo [ G, φ ] Γ ograniqeno. Bylo by interesno naæti kriteriæ ograniqennosti mnoßestva [ G, φ ] Γ v terminah geometrii granicy φ.

Iz teoremy 1 vytekaet rØd interesnyh sledstviæ dlØ vaßnyh klassov lineænyh seteæ – lokal~no minimal~nyh i vzvexennyh minimal~nyh seteæ. Napomnim ih opredeleniØ.

Pust~ Γ : G → W – proizvol~naØ pogrußennaØ set~ na mnogoobrazii W , P – l¸baØ toqka grafa G. Lokal~nym grafom G_U s centrom v toqke P nazovem proizvol~nu¸ zamknutu¸ svØznu¸ okrestnost~ U toqki P v G, nadelennu¸ estestvennym obrazom strukturoæ grafa. Opredelim kanoniqesku¸ granicu ∂G_U lokal~- nogo grafa G_U , poloßiv ∂G_U = (∂G ∩ U ) ∪ (G ∩ ∂U ). Set~ s graniceæ, ravnaØ ograniqeni¸ otobraßeniØ Γ na G_U , nazyvaetsØ lokal~noæ set~¸ s centrom v toqke P i oboznaqaetsØ qerez Γ_U . Pri fftom, ograniqenie otobraßeniØ Γ na kanoniqesku¸ granicu ∂G_U lokal~nogo grafa G_U nazyvaetsØ kanoniqeskoæ graniceæ lokal~noæ seti Γ_U i oboznaqaetsØ qerez ∂Γ_U .

Pust~ teper~ W – rimanovo mnogoobrazie. PogrußennaØ set~ Γ s graniceæ φ nazyvaetsØ absol¸tno minimal~noæ set~¸ s graniceæ φ, esli set~ Γ imeet naimen~xu¸ dlinu sredi vseh seteæ, zatØgiva¸wih obraz otobraßeniØ φ. PogrußennaØ set~ Γ nazyvaetsØ lokal~no minimal~noæ, esli dlØ kaßdoæ toqki ee parametrizu¸wego grafa suwestvuet absol¸tno minimal~naØ lokal~- naØ set~ s centrom v fftoæ toqke.

Pered tem kak sformulirovat~ sledstvie iz teoremy 1, opisyva¸wee ustroæstvo prostranstva vseh lokal~no minimal~nyh

LINE`NYE SETI I VYPUKLYE MNOGOGRANNIKI 57

seteæ dannogo tipa s fiksirovannoæ graniceæ, privedem sledu- ¸wee vaßnoe svoæstvo takih seteæ, obosnovyva¸wee primenimost~ teoremy 1 v dannom sluqae.

Predloßenie 2. Pust~ Γ1 i Γ2 – dve lokal~no minimal~nyh seti

v R^N odnogo i togo ße tipa i s odnoæ i toæ ße graniceæ. Togda

seti Γ_i – vzaimno parallel~nye pogrußennye lineænye seti.

Sledstvie 2. Prostranstvo vseh lokal~no minimal~nyh seteæ

dannogo tipa s fiksirovannoæ graniceæ ili pusto, ili ØvlØetsØ (otnositel~noæ) vnutrennost~¸ vypuklogo mnogogrannika v konfiguracionnom prostranstve podvißnyh verxin grafa G. V poslednem sluqae, razmernost~ mnogogrannika ravna m − r, gde m – qislo reber grafa G, a r – rang fundamental~noæ sistemy l¸boæ iz rassmatrivaemyh seteæ. Koliqestvo graneæ maksimal~noæ razmernosti fftogo mnogogrannika ne prevoshodit m.

Pust~ teper~ G – svØznyæ vzvexennyæ graf s granieæ B i poloßitel~noæ vesovoæ funkcieæ ω, zadannoæ na mnoßestve reber grafa G, a W – nekotoroe rimanovo mnogoobrazie. Kaßdu¸ set~ vida Γ : G → W nazovem v fftom sluqae vzvexennoæ set~¸ tipa

G. Vzvexennoæ dlinoæ ℓ_ω(Γ) vzvexennoæ seti Γ tipa G nazyvaetsØ

sledu¸xaØ veliqina:

ℓ_ω(Γ) = ∑ e2E(Γ) ω(e) ℓ(e). Otmetim, qto esli G – vzvexennyæ graf i G_U – nekotoryæ ego lokal~nyæ graf, to kak na G_U , tak i na sootvetstvu¸weæ lokal~noæ seti Γ_U , estestvennym obrazom induciruetsØ vesovaØ funkciØ. Pofftomu dlØ kaßdoæ lokal~noæ seti vzvexennoæ seti Γ opredelena vzvexennaØ dlina.

VzvexennaØ set~ Γ tipa G, zatØgiva¸waØ koneqnoe mnoßestvo

M ⊂ W toqek mnogoobraziØ W , nazyvaetsØ vzvexennoæ minimal~noæ set~¸ s graniceæ M , esli dlØ l¸boæ ee toqki P nekotoraØ lokal~naØ set~ Γ_U s centrom v P imeet naimen~xu¸ vzvexennu¸ dlinu sredi vseh seteæ tipa G_U s toæ ße graniceæ.

Zameqanie. Otmetim, qto kaßdaØ lokal~no minimal~naØ set~

tipa G moßet byt~ rassmotrena kak vzvexennaØ minimal~naØ set~ togo ße tipa s postoØnnoæ vesovoæ funkcieæ. Pofftomu, v qastnosti, rezul~taty nastoØweæ raboty, kasa¸wiesØ ploskih

58 A. O. IVANOV, A. A. TUȷILIN

vzvexennyh minimal~nyh seteæ Xteænera, obobwa¸t rezul~taty iz [20] o ploskih lokal~no minimal~nyh setØh.

Qtoby ispol~zovat~ teoremu 1 dlØ opisaniØ mnoßestva vseh vzvexennyh minimal~nyh seteæ s fiksirovannymi topologieæ i graniceæ, privedem analog predloßeniØ 2.

Predloßenie 3. Pust~ Γ1 i Γ2 – dve vzvexennyh minimal~nyh

seti v R^N odnogo i togo ße tipa i s odnoæ i toæ ße graniceæ. Togda seti Γ_i – vzaimno parallel~nye pogrußennye lineænye se- ti. Sledstvie 3. Prostranstvo vseh vzvexennyh minimal~nyh se-

teæ dannogo tipa s fiksirovannoæ graniceæ ili pusto, ili ØvlØetsØ (otnositel~noæ) vnutrennost~¸ vypuklogo mnogogrannika v konfiguracionnom prostranstve podvißnyh verxin grafa G. V poslednem sluqae, razmernost~ mnogogrannika ravna m − r, gde m – qislo reber grafa G, a r – rang fundamental~noæ sistemy l¸- boæ iz rassmatrivaemyh seteæ. Koliqestvo graneæ maksimal~noæ razmernosti fftogo mnogogrannika ne prevoshodit m.

Opixem teper~, qem mogut otliqat~sØ drug ot druga minimal~nye seti odnogo tipa s fiksirovannoæ graniceæ. Podvißnym podgrafom ^G grafa G s graniceæ ∂G nazyvaetsØ podgraf, poroßdennyæ mnoßestvom vseh podvißnyh verxin grafa G. Podvißnu¸ verxinu pogrußennoæ lineænoæ seti Γ nazovem slabo fiktivnoæ, esli vse incidentnye eæ rebra leßat na odnoæ prØmoæ. Slabo fiktivnaØ verxina stepeni 3 nazyvaetsØ prosto fiktivnoæ verxinoæ.

Razob~em vse rebra pogrußennoæ lineænoæ seti na urovni. Rebro seti Γ : G → R^N otnesem k nulevomu urovn¸, esli ono prinadleßit kakomu-nibud~ ciklu podvißnogo podgrafa ^G fftoæ seti. Rebro, ne prinadleßawee nulevomu urovn¸, no smeßnoe s nekotorym rebrom nulevogo urovnØ, ili incidentnoe nekotoroæ slabo fiktivnoæ verxine seti nazovem rebrom pervogo urovnØ, a vse ostal~nye rebra (t.e. rebra, ne leßawie ni na nulevom, ni na pervom urovnØh) nazovem rebrom vtorogo urovnØ. Imeet mesto sledu¸wiæ rezul~tat.

Predloßenie 4. L¸bye dve lokal~no minimal~nyh (vzvexennyh)

seti odnogo i togo ße tipa G v R^N s graniceæ φ ime¸t odinakovu¸ (vzvexennu¸) dlinu i mogut byt~ prodeformirovany drug v

LINE`NYE SETI I VYPUKLYE MNOGOGRANNIKI 59 druga v klasse lokal~no minimal~nyh (vzvexennyh minimal~nyh) seteæ togo ße tipa i s toæ ße graniceæ. Bolee togo, pri kaßdoæ takoæ deformacii osta¸tsØ nepodvißnymi vse rebra vtorogo urovnØ i vse prØmye, soderßawie rebra pervogo urovnØ.

Razob~em teper~ verxiny parametrizu¸wego grafa G na urovni. K nulevomu urovn¸ otnesem vse (podvißnye) verxiny grafa G, kotorye incidentny tol~ko rebram nulevogo urovnØ. K pervomu urovn¸ otnesem te podvißnye verxiny grafa G, ne popavxie na nulevoæ uroven~, kotorye ne incidentny rebram vtorogo urovnØ. Vse ostal~nye verxiny grafa G otnesem ko vtoromu urovn¸. DlØ kaßdoæ verxiny v grafa G i kaßdogo graniqnogo otobraßeniØ φ nazovem lokusom verxiny v dlØ otobraßeniØ φ zamykanie podmnoßestva prostranstva R^N, sostoØwego iz toqek vida Γ(v) po vsem lokal~no minimal~nym (vzvexennym minimal~nym) setØm Γ tipa G s graniceæ φ. Lokus verxiny v dlØ grafa G s graniceæ φ oboznaqim qerez loc_φ(v).

Sledstvie 4. V sdelannyh vyxe predpoloßeniØh, esli v – ver-

xina vtorogo urovnØ, to ee lokus sostoit iz odnoæ toqki. Lokus verxin pervogo i nulevogo urovnØ predstavlØet soboæ vypuklyæ mnogogrannik v R^N, razmernost~ kotorogo ne prevoshodit min{N, m − r}, a koliqestvo graneæ maksimal~noæ razmernosti – ne prevoshodit m.

DlØ ploskih lokal~no minimal~nyh seteæ i vzvexennyh minimal~nyh seteæ Xteænera qislo (m−rk Γ) i razmernosti lokusov verxin seteæ mogut byt~ vyqisleny v geometriqeskih terminah.

Teorema 2. Pust~ Γ – ne ime¸waØ slabo fiktivnyh verxin ste-

peni 3 ploskaØ lokal~no minimal~naØ set~ (vzvexennaØ minimal~naØ set~ Xteænera) tipa G s graniceæ φ. Togda mnoßestvo lokal~no minimal~nyh seteæ (vzvexennyh minimal~nyh seteæ Xteænera) tipa G s graniceæ φ predstavlØet soboæ vnutrennost~ vypuklogo (k + f)-mernogo mnogogrannika, gde k – ciklomatiqeskoe qislo podvißnogo podgrafa grafa G, a f – koliqestvo fiktivnyh verxin seti Γ. Bolee togo, fftot mnogogrannik soderßit ne bolee qem m graneæ maksimal~noæ razmernosti, gde m – koliqestvo reber seti Γ.

Dalee, lokus loc_φ(v) proizvol~noæ verxiny v iz G imeet sledu- ¸wiæ vid. Esli v – verxina vtorogo urovnØ, to loc_φ(v) sostoit iz

60 A. O. IVANOV, A. A. TUȷILIN odnoæ toqki; esli v – iz pervogo urovnØ, to loc_φ(v) – nevyroßdennyæ prØmolineænyæ otrezok; i esli v – verxina nulevogo urovnØ, to loc_φ(v) – vypuklyæ mnogougol~nik, qislo verxin kotorogo ne prevoshodi m.

Privedem zdes~ odno netrivial~noe sledstvie fftoæ teoremy.

Sledstvie 5. V oboznaqeniØh teoremy 2, esli k = 2 i f = 0, t.e.

ciklomatiqeskoe qislo podvißnogo podgrafa grafa G ravno 2, i graf G ne soderßit fiktivnyh verxin, to lokusy vseh verxin nulevogo urovnØ – vypuklye mnogougol~niki s odinakovym qislom storon.

Zameqanie. Bylo by interesno nauqit~sØ vyqislØt~ razmer-

nost~ lokusov verxin i qislo rk Γ dlØ minimal~nyh seteæ v R^N obwego vida v geometriqeskih terminah.

Avtory pol~zu¸tsØ sluqaem vyrazit~ svo¸ iskrenn¸¸ i gluboku¸ priznatel~nost~ akademiku RAN A. T. Fomenko za ego postoØnnoe vnimanie k ih rabote.

Literatura

1. S. Hildebrandt, A. Tromba, The Parsimonious Universe. Copernicus, Springer-Verlag (1996).

2. F. K. Hwang, D. Richards, P. Winter, The Steiners Three Problem. Elsevier Scince Publishers (to appear).

3. Z. A. Melzak, Companion to Concrete Mathematics. Wiley-Interscience, New York (1973).

4. Dao Qong Thi, A. T. Fomenko, Minimal~nye poverhnosti i problema Plato. Nauka, M. (1987).

5. A. T. Fomenko, Topologiqeskie variacionnye zadaqi. MGU, M. (1984). 6. A. T. Fomenko, Variacionnye metody v topologii. Nauka, M. (1982). 7. A. A. Tußilin, A. T. Fomenko, �lementy geometrii i topologii minimal~nyh poverhnosteæ. Nauka, M. (1991).

8. A. O. Ivanov, GeometriØ ploskih lokal~no minimal~nyh binarnyh derev~ev. — Mat. sbornik 186, No. 9 (1995), 45–76.

9. A. O. Ivanov, Ploskie vzvexennye minimal~nye binarnye derev~Ø. — Fund. probl. matem. 2, No. 2 (1996), 511–562.

10. A. O. Ivanov, A. A. Tußilin, Rexenie zadaqi Xteænera dlØ vypuklyh granic. — Usp. mat. nauk 45 No. 2 (1990), 207–208.

11. A. O. Ivanov, A. A. Tußilin, Zadaqa Xteænera dlØ vypuklyh granic ili ploskie minimal~nye seti. — Mat. sb. 182 No. 12 (1991), 1813–1844.

12. A. O. Ivanov, A. A. Tußilin, GeometriØ minimal~nyh seteæ i odnomernaØ problema Plato. — Usp. mat. nauk 47 No. 2 (1992), 53–115.

LINE`NYE SETI I VYPUKLYE MNOGOGRANNIKI 61

13. A. O. Ivanov, A. A. Tuzhilin, The Steiner problem for convex boundaries, I; the regular case. — Adv. Sov. Math. 15 (1993), 15–92.

14. A. O. Ivanov, A. A. Tuzhilin, The Steiner problem for convex boundaries, II; the regular case. — Adv. Sov. Math. 15 (1993), 93–131.

15. A. O. Ivanov, A. A. Tuzhilin, Minimal Networks. The Steiner Problem and Its Generalizations. N. W., Boca Raton, Florida, CRC Press (1994).

16. A. O. Ivanov, A. A. Tußilin, Topologii lokal~no minimal~nyh ploskih binarnyh derev~ev. — Usp. mat. nauk 49, vyp. 6(300) (1994), 191–192.

17. A. O. Ivanov, A. A. Tußilin, Vzvexennye minimal~nye 2-derev~Ø. — Usp. mat. nauk 50, No. 3 (1995), 155–156.

18. A. O. Ivanov, A. A. Tußilin, GeometriØ ploskih lineænyh derev~ev. — Usp. mat. nauk 51, No. 2 (1996), 161–162.

19. A. O. Ivanov, A. A. Tußilin, Qislo vraweniØ ploskih lineænyh derev~ev. — Mat. sb. 187, No. 8 (1996), 41–92.

20. A. O. Ivanov, A. A. Tußilin, GeometriØ mnoßestva minimal~nyh seteæ dannoæ topologii s fiksirovannoæ graniceæ. — Izv. RAN, Ser. Mat. 61, No. 6 (1997), 109–152.

21. A. A. Tußilin, Minimal~nye binarnye derev~Ø s pravil~noæ graniceæ:

sluqaæ skeletov s qetyr~mØ koncami. — Mat. sb. 187, No. 4 (1996), 117–159.

22. A. A. Tußilin, Minimal~nye binarnye derev~Ø s pravil~noæ graniceæ:

sluqaæ skeletov s pØt~¸ koncami. — Mat. zam. 61, No. 6 (1997), 907–921. Ivanov A. O., Tuzhilin A. A. Linear nets and convex polyhedra. It is proved that the set [G, φ]_Γ of immersed linear networks in R^N which are parallel to a given immersed linear network Γ : G → R^N and have the same boundary φ as Γ, can be configuration space of movable vertices of the graph G. Also, the dimension of the space [G, φ]_Γ is calculated, and the number of faces is estimated. As an application, the space of all local minimal and weighted local minimal networks in R^N with fixed topology and boundary is described.

Postupilo 1 dekabrØ 1997 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet im. M.V.Lomonosova