O. A. Ivanov, N. ı. Necvetaev O TOPOLOGIQESKOM STROENII KOMPLEKSNYH PROEKTIVNYH POLNYH PERESEQENI` S KVADRATIQNYMI OSOBENNOST˚MI

§1. RegulØrnye polnye pereseqeniØ

Vs¸du v fftoæ rabote ispol~zu¸tsØ gomologii i kogomologii s celymi kofffficientami; qerez b_n(X) oboznaqaetsØ qislo Betti rk H_n(X).

Pust~ X ⊂ C P^{n+k} – regulØrnoe polnoe pereseqenie mul~tistepeni d = (d_1, d_2, . . . , d_k). Ego differencial~no-topologiqeskiæ tip odnoznaqno opredelen ego (kompleksnoæ) razmernost~¸ n i mul~tistepen~¸ d, kotoru¸ v dal~neæxem, kak i v sluqae giperpoverhnosteæ, budem oboznaqat~ d(X): X^∼= X_n(d). Iz teoremy Lefxeca o giperploskom seqenii sleduet, qto esli i ≠ n, to H_iX = æ_{Z, esli i qetno, i 6 2n,}

0 v ostal~nyh sluqaØh.

Pust~ y – ffto obrazu¸waØ gruppy H^2X = Z. DlØ vseh qetnyh n oboznaqim qerez h ∈ H_nX gomologiqeskiæ klass, dvoæstvennyæ y^{n/2}. Izvestno, qto klass h primitiven (nedelim), sm. [4], sr. [2]. Mnogoobrazie X_n(d) dopuskaet razloßenie v svØznu¸ summu

X_n(d; s) ∼= M_n(d)#a(S^n × S^n),

gde b_n(M_n(d)) = 0 ili 2, esli n neqetno, i b_n(M_n(d)) − | sign X_n(d)| 6 5, esli n qetno (sm. [4]). Moßno pokazat~, qto mnogoobrazie M_n(d) opredeleno odnoznaqno s toqnost~¸ do diffeomorfizma (sr. [5]).

§2. Diffeomorfizmy i ßestkie izotopii.

Polnye pereseqeniØ obwego tipa

Dalee my budem glavnym obrazom rassmatrivat~ polnye pereseqeniØ s kvadratiqnymi osobennostØmi. 62

O TOPOLOGIQESKOM STROENII 63

V zadaqe izuqeniØ topologiqeskogo stroeniØ polnyh pereseqeniæ s izolirovannymi osobennostØmi predstavlØetsØ naibolee celesoobraznym ispol~zovat~ sledu¸wee opredelenie.

Budem govorit~, qto dva polnyh pereseqeniØ s kvadratiqnymi osobennostØmi diffeomorfny, esli meßdu nimi suwestvuet gomeomorfizm f, kotoryæ ØvlØetsØ diffeomorfizmom meßdu dopolneniØmi mnoßestv ih osobyh toqek i takoæ, qto v nekotoryh okrestnostØh sootvetstvu¸wih toqek suwestvu¸t podhodØwie golomorfnye koordinaty x_1, x_2, . . . , x_{n+k}; y_1, y_2, . . . , y_{n+k}, v kotoryh polnye pereseqeniØ lokal~no zada¸tsØ uravneniØmi

Pn+1_{i=1 x2i = 0, xj = 0 pri j = n + 2, . . . , n + k i} Pn+1_{i=1 y2i = 0, yj = 0}

pri j = n + 2, . . . , n + k, a f zadaetsØ formulami x_i = y_i pri i = 1, . . . , n + 1. Drugimi slovami, v okrestnostØh osobyh toqek gomeomorfizm f dolßen byt~ prodolßim do diffeomorfizma nekotoryh okrestnosteæ fftih toqek, ØvlØ¸wegosØ golomorfnym otobraßeniem.

Pod ßestkoæ izotopieæ my ponimaem odnoparametriqeskoe semeæstvo polnyh pereseqeniæ fiksirovannoæ mul~tistepeni s izolirovannymi osobennostØmi fiksirovannogo tipa (dostatoqno togo, qtoby v processe deformacii ne menØlis~ qisla Milnora osobyh toqek). Oqevidnym obrazom, ßestko izotopnye polnye pereseqeniØ diffeomorfny. Bylo by interesno naæti primer dvuh diffeomorfnyh, no ne ßestko izotopnyh polnyh pereseqeniæ.

V svo¸ oqered~, naibolee prostoæ put~ dlØ dokazatel~stva ßestkoæ izotopnosti polnyh pereseqeniæ sostoit v dokazatel~- stve neprivodimosti sootvetstvu¸wih prostranstv moduleæ. Tak, vse neosobye polnye pereseqeniØ fiksirovannoæ razmernosti i mul~tistepeni diffeomorfny. S drugoæ storony, suwestvuet neskol~ko sluqaev, kogda ßestko-izotopiqeskiæ tip (a s nim i topologiqeskiæ i differencial~nyæ tipy) osobogo polnogo pereseqeniØ opredelen odnoznaqno ego razmernost~¸, mul~- tistepen~¸ i koliqestvom osobyh toqek. DlØ prostoty ograniqimsØ sluqaem kvadratiqnyh osobennosteæ.

V mnoßestve N^k vseh mul~tistepeneæ vvedem qastiqnyæ porØdok, sqitaØ qto d 6 d0, esli d_i 6 d0_i pri vseh i = 1, . . . , k.

Pust~ P_1, P_2, . . . , P_s ∈ C P^{n+k} . Rassmotrim mnoßestvo Φ(n; {P_1, P_2, . . . , P_s}) ⊂ N^k,

64 O. A. IVANOV, N. ı. NECVETAEV

takoe qto d ∈ Φ(n; {P_1, P_2, . . . , P_s}) togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet polnoe pereseqenie Y mul~tistepeni d s kvadratiqnymi osobennostØmi, takoe qto Sing Y = {P_1, P_2, . . . , P_s}.

Esli toqki P_1, P_2, . . . , P_s nahodØtsØ v “obwem poloßenii”, to ffto mnoßestvo zavisit tol~ko ot n i s, tak qto budem oboznaqat~ ego Φ(n; s).

Predloßenie. ȷestko-izotopiqeskiæ tip polnogo pereseqeniØ

mul~tistepeni d, ime¸wego tol~ko kvadratiqnye osobye toqki P_1, P_2, . . . , P_s, opredelen odnoznaqno v kaßdom iz sledu¸wih dvuh sluqaev:

(1) osobye toqki P_i fiksirovany;

(2) osobye toqki P_i nahodØtsØ v obwem poloßenii i mul~tistepen~ d dostatoqno velika v tom smysle, qto d ∈ Φ(n; s).

Po povodu pervogo punkta predloßeniØ sm. [1, 2], vtoroæ punkt dokazyvaetsØ analogiqno.

§3. Gomologiqeski standartnye polnye pereseqeniØ

Pust~ X ⊂ C P^{n+k} – polnoe pereseqenie s kvadratiqnymi osobennostØmi. Iz teoremy Lefxeca o giperploskom seqenii vytekaet, qto esli i ≠ n, n+1, to H_iX = H_iC P^n . Pust~ y – obrazu¸waØ gruppy H^2X. V sluqae qetnogo n oboznaqim qerez h ∈ H_nX klass gomologiæ, dvoæstvennyæ y^{n/2}.

Budem govorit~, qto polnoe pereseqenie X gomologiqeski standartno, esli vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(1) Tors H_nX = 0, (2) H_{n+1}X = H_{n+1}C P^n , (3) v sluqae, esli n qetno, klass h ØvlØetsØ nedelimym. Legko videt~, qto vtoroe uslovie zavedomo vypolneno, esli n qetno.

Zametim, qto esli polnoe pereseqenie X ØvlØetsØ gomologiqeski standartnym, to vse ego gruppy gomologiæ odnoznaqno opredeleny ego razmernost~¸, mul~tistepen~¸ i qislom osobyh toqek: H_iX = H_iC P^n pri i ≠ n, H_nX – svobodnaØ abelevaØ gruppa ranga b_nX = b_n(X_n(d)) − s.

Teorema. Pust~ X, X^0 ⊂ C P^{n+k} – dva polnyh pereseqeniØ, X ime-

et tol~ko kvadratiqnye osobennosti, priqem vse oni ØvlØ¸tsØ izolirovannymi osobennostØmi polnogo pereseqeniØ X0, i pust~

O TOPOLOGIQESKOM STROENII 65

d0 < d (t. e. d0 6 d i d0_i < di dlØ nekotorogo i = 1, . . . , k). Togda X

gomologiqeski standartno.

Sledstvie. Pust~ X ⊂ C P^{n+k} – polnoe pereseqenie s kvadratiq-

nymi osobennostØmi, dlØ kotorogo vypolneno odno iz sledu¸wih usloviæ:

(1) mul~tistepen~ d(X) leßit “vnutri” mnoßestva Φ(n; Sing X) (t. e. suwestvuet d0 ∈ Φ(n; Sing X), takoe qto d0 < d), (2) osobye toqki polnogo pereseqeniØ X nahodØtsØ “v obwem poloßenii” i d(X) leßit “vnutri” mnoßestva Φ(n; s).

Togda polnoe pereseqenie X gomologiqeski standartno.

§4. Topologiqeski standartnye polnye pereseqeniØ Budem govorit~, qto polnoe pereseqenie X ⊂ C P^{n+k} s kvadratiqnymi osobennostØmi ØvlØetsØ topologiqeski standartnym, esli ono dopuskaet razloßenie v svØznu¸ summu vida

X ∼= M_n(d)#(a − s)(S^n × S^n)#s(S^n × S^n/Δ),

gde Δ – diagonal~.

Takim obrazom, esli polnoe pereseqeniØ topologiqeski standartno, to ego differencial~no-topologiqeskiæ tip (v smysle opredeleniØ, dannogo v §2) odnoznaqno opredelen ego razmernost~¸ n, korazmernost~¸ k, mul~tistepen~¸ d i qislom s ego osobyh toqek (kvadratiqnogo tipa).

Teorema. Pust~ X ⊂ C P^{n+k} – gomologiqeski standartnoe polnoe

pereseqenie razmernosti n i mul~tistepeni d s kvadratiqnymi osobennostØmi. Pust~ vypolneno odno iz sledu¸wih dvuh usloviæ:

(1) n neqetno i s <^1_2 b_n(X_n(d)), (2) n ¿ 4 qetno i s < min{b_+(X_n(d)), b�(X_n(d))}. Togda polnoe pereseqenie X topologiqeski standartno.

Zametim, qto uslovie (1) vsegda vypolneno v sluqae giperpoverhnosteæ i po-vidimomu praktiqeski vsegda vypolneno v obwem sluqae. V sluqae giperpoverhnosteæ uslovie (2) zavedomo vypolneno, esli (n − 4)(d − 2) > 17 i (n, d) ≠ (6, 12) (sm. [3]).

§5. Topologiqeskoe stroenie polnyh pereseqeniæ obwego tipa KombiniruØ rezul~taty predyduwih paragrafov, my poluqa-

66 O. A. IVANOV, N. ı. NECVETAEV

em dostatoqno toqnoe topologiqeskoe opisanie polnyh pereseqeniæ “obwego tipa” s kvadratiqnymi osobennostØmi.

Teorema. Pust~ X ⊂ C P^{n+k} – polnoe pereseqenie razmernosti

n ≠ 2 i mul~tistepeni d s s kvadratiqnymi osobennostØmi. Pust~, v dopolnenie k odnomu iz usloviæ (1), (2) teoremy §4, vypolneno odno iz sledu¸wih dvuh usloviæ:

(1) mul~tistepen~ d(X) leßit “vnutri” mnoßestva Φ(n; Sing X),

(2) osobye toqki polnogo pereseqeniØ X nahodØtsØ v obwem poloßenii i d(X) leßit “vnutri” mnoßestva Φ(n; s).

Togda differencial~no-topologiqeskiæ tip polnogo pereseqeniØ X odnoznaqno opredelen ego razmernost~¸, mul~tistepen~¸ i koliqestvom osobyh toqek: X ∼= X_n(d; s).

Bolee toqno, imeet mesto razloßenie v svØznu¸ summu

X ∼= X_n(d, s) = M_n(d)#(a − s)(S^n × S^n)#s(S^n × S^n/Δ),

gde Δ – diagonal~, a mnogoobrazie M_n(d) i qislo a zavisØt tol~ko ot n i d.

Literatura

1. A. Dimca, On the homology and cohomology of complete intersections with isolated singularities.– Compositio Math. 58 (1986), 321–339.

2. A. Dimca, Singularities and topology of hypersurfaces.– Springer-Verlag (1992).

3. O. A. Ivanov, N. ı. Necvetaev, Ocenki qisla osobennosteæ kompleksnoæ giperpoverhnosti i smeßnye voprosy, Zap. nauqn. semin. POMI, 231 (1995), 180–190.

4. A. S. Libgober, J. W. Wood, Differentiable structures on complete intersections.

I, Topology, 21 (1982), 469–482.

5. N. ı. Necvetaev, Diffeomorfnost~ i stabil~naØ diffeomorfnost~ odnosvØznyh mnogoobraziæ, Algebra i analiz, 2, ˝ 2 (1990), 112–120. Ivanov O. A., Netsvetaev N. Yu. On the topological structure of complex projective complete intersections with quadratic singularities.

n-Dimensional complete intersections of “sufficiently high multidegree” in C P^{n+k} , n ¿ 3, with fixed number and, possibly, position of singular points are studied. In the case where all singularities are quadratic, we give a topological description of such a variety in terms of a connected sum decomposition of special type. In this case, the diffeomorphism type of the variety is determined by the dimension, multidegree, and the number of singular points. Postupilo 15 aprelØ 1998 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet