Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

S. E. Kozlov

GEOMETRI˚ VEWESTVENNYH GRASSMANOVYH MNOGOOBRAZI`. IV

Qast~ IV. Gruppy izometriæ grassmanianov

NastoØwaØ rabota prodolßaet cikl rabot [1, 2] avtora po geometrii vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. NumeraciØ qasteæ i paragrafov fftogo cikla skvoznaØ. NumeraciØ formul vnutri paragrafa samostoØtel~naØ. V sootvetstvii s fftim 5.1 oboznaqaet pervyæ punkt pØtogo paragrafa, a 12(4) – formulu nomer qetyre iz dvenadcatogo paragrafa. Rabota [1] soderßit desØt~ paragrafov, [2] – xest~.

Po vozmoßnosti my priderßivaemsØ ranee vvedennyh oboznaqeniæ. DlØ udobstva qitatelØ napomnim naibolee qasto vstreqa¸wiesØ iz nih. Vewestvennoe grassmanovo mnogoobrazie pmernyh orientirovannyh podprostranstv n-mernogo evklidova prostranstva V oboznaqaetsØ G^+ := G^+_p (V ). Grassmanianu G^+ standartno sootvetstvuet nabor celoqislennyh parametrov n :=

dim V, q := n − p, r0 = min(p, q). Vnexn¸¸ algebru Λ(V ) my ras-

smatrivaem kak 2^n-mernoe evklidovo prostranstvo. Grassmanian

G^+ otoßdestvlØetsØ so svoim obrazom pri pl¸kkerovom vloße-

nii v podprostranstvo p-vektorov Λ_p(V ) ⊂ Λ(V ). Po kaßdoæ toqke ω ∈ G^+ i ortonormirovannym bazisam e = {e_i}, i ∈ [1, p], n =

{n_α}, α ∈ [1, q] prostranstv V_ω i V^⊥_ω stroitsØ ortonormirovan-

nyæ bazis η = {η_{iα}}, η_{iα} = n_α ∧ (ω ⌞ e_i) kasatel~nogo prostranstva

T_ωG^+. Pod V_ω ponimaetsØ rangovoe prostranstvo polivektora

ω (sm. 3). Esli Ω ∈ Λ_m(V ), to po opredeleni¸ V (Ω) := ∪_{ω∈Ω}V_ω. DlØ kaßdogo fflementa (ω, X) kasatel~nogo rassloeniØ T G^+ moßno stol~ udaqno vybrat~ bazisy e, n (sm. 11), qto ω = e_1 ∧ · · · ∧ e_p, X = r∑ i=1 λ^in_i ∧ (ω ⌞ e_i) = r∑ i=1 λ^iη_{ii}, λ^i ≠ 0, r ⩽ r_0. Bazis {e, n} prostranstva V nazyvaetsØ standartnym bazisom pary (ω, X).

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant podderßki nauqnyh xkol). 78

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 79 §17. Ortogonal~noe predstavlenie gruppy O(V ) vo vnexneæ algebre Λ(V ) 17.1. VsØkiæ izomorfizm A ∈ Gl(V ) odnoznaqno rasprostranØet-

sØ (sm. [3]) do avtomorfizma ~A vnexneæ algebry Λ(V ). Na prostyh p-vektorah preobrazovanie ~A deæstvuet po pravilu ~A(e_1 ∧ · · · ∧ e_p) = Ae_1 ∧ · · · ∧ Ae_p. (1) Iz (1) vytekaet, qto otobraßenie Ψ : Gl(V ) → Gl(Λ(V )), A → ~A ØvlØetsØ predstavleniem gruppy Gl(V ) v gruppe preobrazovaniæ Gl(Λ(V )). Iz opredeleniØ skalØrnogo proizvedeniØ v algebre Λ(V ) (sm. 1) sleduet, qto sußenie gomomorfizma Ψ na gruppu

SO(V ) Ψ : SO(V ) → SO(Λ(V )) (2)

ØvlØetsØ ortogonal~nym predstavleniem gruppy SO(V ) na vektornom prostranstve Λ(V ). RazumeetsØ, to ße otnositsØ i k gruppe O(V ). Prostranstvo p-vektorov Λ_p(V ) ØvlØetsØ invariantnym podprostranstvom predstavleniØ Ψ. V silu (1), (2) gruppa SO(V ) ffkvivariantno i tranzitivno deæstvuet izometriØmi na podmnogoobrazii G^+ ⊂ Λ_p(V ). Pofftomu estestvenno voznikaet predstavlenie

Ψ : SO(V ) → I(G+), (3)

gde I(G^+) oznaqaet gruppu izometriæ grassmaniana G^+. Tem samym mnogoobrazie G^+ nadelØetsØ strukturoæ rimanova odnorodnogo prostranstva.

17.2. Pust~ ω ∈ G^+. SimmetriØ sω ∈ O(V ) otnositel~no plos-

kosti V_ω induciruet invol¸tivnu¸ izometri¸ Ψ(s_ω ) rimanova odnorodnogo prostranstva G^+, prevrawa¸wu¸ ffto mnogoobrazie v rimanovo simmetriqeskoe prostranstvo. Takoæ podhod k izuqeni¸ vnutrenneæ (rimanovoæ) geometrii grassmanovyh mnogoobraziæ pozvolØet primenit~ apparat teorii grupp i algebr Li. Obwie rezul~taty teorii simmetriqeskih prostranstv nußda¸tsØ v interpretacii dlØ konkretnogo mnogoobraziØ, v naxem sluqae dlØ grassmaniana. V fftot moment i proØvlØetsØ specifika geometrii dannogo ob¨ekta. Pri fftom daße izvestnye obwie rezul~taty teorii rimanovyh simmetriqeskih prostranstv priobreta¸t novoe geometriqeskoe osvewenie i mogut byt~ poluqeny nezavisimo. V kaqestve primera k skazannomu

80 S. E. KOZLOV privedem rabotu Leæhtveæsa [4] o suwestvovanii i edinstvennoesti SO(V )-invariantnoæ rimanovoæ metriki na grassmanovyh mnogoobraziØ i cikl rabot Vonga [5–7] (bol~xinstvo rezul~tatov v fftih treh rabotah anonsirovany so ssylkoæ na posledu- ¸wee opublikovanie polnyh dokazatel~stv. Nam ne udalos~ obnarußit~ fftih publikaciæ.) V fftih stat~Øh fflement grassmaniana rassmatrivaetsØ kak podprostranstvo promeßutoqnoæ razmernosti v ob¨eml¸wem evklidovom prostranstve V , a metody issledovaniØ moßno oharakterizovat~ kak metody mnogomernoæ analitiqeskoæ geometrii.

17.3. V §18 daetsØ udobnoe dlØ dal~neæxego algebraiqeskoe

opisanie odnogo klassa vpolne geodeziqeskih vloßeniæ v mnogoobrazie G^+ ⊂ Λ_p(V ). PostroeniØ fftih vloßeniæ, ostavaØs~ v ramkah algebry Λ(V ), ne ograniqiva¸tsØ podprostranstvom

Λ_p(V ). V §19, bez ispol~zovaniØ metodov teorii grupp i algebr

Li, dokazano, qto kolmponenta edinicy I_0(G^+) gruppy izometriæ I(G^+) sovpadaet s podgruppoæ Ψ(SO(V )). Dvadcatyæ paragraf posvØwen izuqeni¸ rØda vnexnih svoæstv pl¸kkerova vloßeniØ. V qastnosti, dokazana ffkvivariantnost~ deæstviØ gruppy I(G^+). �tot rezul~tat ne stol~ oqeviden, tak kak, voobwe govorØ, I(G^+) ≠ Ψ(O(V )) (sm. 19.15). Nabor upomØnutyh vnexnih svoæstv grassmaniana G^+ pozvolØet Øvno vyqislit~ kriviznu Riqqi i dokazat~, qto mnogoobrazie G^+ ffænxteænovo, praktiqeski ne obladaØ kakoæ–libo informacieæ o strukture tenzora krivizny. V poslednem paragrafe s toqnost~¸ do izomorfizma vyqislena gruppa povorotov mnogoobraziØ G^+ vokrug proizvol~noæ geodeziqeskoæ.

§18. Vpolne geodeziqeskoe podmnogoobrazie, postroennoe po pare ω ∈ G^+, Ω ⊂ TωG^+

18.1. RØd geometriqeskih harakteristik mnogoobraziØ G^+ od-

noznaqno opredelen zadaniem pary (ω, Ω), ω ∈ G^+_p (V ), Ω ⊂ T_ω G^+. Naprimer, pri dim Ω = 1 ffta para, s toqnost~¸ do kongruffntnosti v evklidovom prostranstve Λ(V ), opredelØet geodeziqesku¸, ishodØwu¸ iz ω v napravlenii Ω. Odnako, kak vidno iz 11.4, kongruffntnaØ eæ geodeziqeskaØ moßet raspolagat~sØ v mnogoobrazii G^+_{ep} (W ) pri ~p ⩽ p i W ⊂ V . V fftom paragrafe po pare

(ω, Ω) my postroim mnogoobrazie G+e_p (W ) s naimen~ximi ~p ⩽ p i

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 81

dim W ⩽ n, v kotorom sootvetstvu¸waØ im para opredelØet te

ße, rassmatrivaemye nami, geometriqeskie svoæstva.

Napomnim opredeleniØ nekotoryh ponØtiæ, vvedennyh v 14. Pust~ fiksirovano p-mernoe podprostranstvo W ⊂ V . DlØ indeksov r ∈ [0, p], s ∈ [0, q] opredeleno lineænoe prostranstvo

Λ_{r,s}(W ) := Lin {Λ_r(W ) ∧ Λ_s(W^⊥)} ⊂ Λ_r+_s ⊂ Λ(V ).

Λ_{r,s} := 0, esli r > p ili s > q. Esli prostranstvo W orien-

tirovano, to v nem deæstvuet ortogonal~nyæ operator Hodßa

∗(W ) : Λ(W ) → Λ(W ). Oboznaqim ω ediniqnyæ p-vektor orien-

tacii prostranstva W . Spravedlivo utverßdenie 14.3:

Suwestvuet edinstvennyæ ediniqnyæ lineænyæ operator ∗_ω :

Λ(V ) → Λ(V ), udovletvorØ¸wiæ ravenstvam ∗_ω(x ∧ y) = ∗(W )x ∧ y (1) dlØ l¸byh x ∈ Λ(W ), y ∈ Λ(W^⊥). �tot operator ØvlØetsØ izometrieæ algebry Λ(V ). Ego sußenie na Λ_{r,s}(W ) osuwestvlØet lineænu¸ izometri¸ prostranstv Λ_{r,s}(W ) i Λ_{p−r,s}(W ).

Pust~ ω ∈ G^+, X ∈ T_ωG^+. Togda T_ωG^+ = Λ_{p−1,1}(V_ω ) i iz (1) sleduet

∗_ω(X) = ∗_ω r∑ i=1 λ^in_i ∧ (ω⌞e_i) = r∑ i=1 λ^ie_i ∧ n_i ⊂ Λ_2(V ), (2)

∗_ω(T_ωG^+) = Λ_{1,1}(V_ω). (3)

18.2. Para (ω, Ω) opredelØet rØd ob¨ektov. ~V : = V (∗_ωΩ), E := ~V ∩ V_ω, E^⊥ = ~V ∩ V^⊥_ω , ~p := dim E, ~q : = dim E^⊥, ~n = dim ~V = ~p + ~q, ~p ⩽ p, ~q ⩽ q, ~n ⩽ n. (4) Prostranstva ~V , V_ω, V^⊥_ω razlaga¸tsØ v ortogonal~nye summy

~V = E ⊕ E^⊥, V_ω = E ⊕ E_⊥, V^⊥_ω = E^⊥ ⊕ E^⊥ . (5)

Rassmotrim grassmanovo mnogoobrazie

^G^+ := G^+e_p ( ~V ). (6)

82 S. E. KOZLOV Iz odnomernogo prostranstva Λ_{p−ep}(E_⊥) vyberem odin iz dvuh, orientiru¸wih ffto prostranstvo, ediniqnyh (p−~p)-vektorov ω_0. Rassmotrim otobraßenie I : ^G^+ → G^+, ^x → ω_0 ∧ ^x. (7) Otobraßenie (7) opredeleno korrektno, tak kak somnoßiteli

ω_0, ^x ØvlØ¸tsØ prostymi ediniqnymi polivektorami, postroen-

nymi nad ortogonal~nymi podprostranstvami prostranstva V .

Predloßenie. Otobraßenie I ØvlØetsØ naloßeniem, to est~

sohranØet rasstoØnie v metrike ob¨eml¸wego evklidova prostranstva Λ(V ).

Dokazatel~stvo. DlØ ^x, ^y ∈^^G^+ spravedlivo ⟨I(^x), I(^y)⟩ = | | | | ⟨ω_0, ω_0⟩ 0 0 ⟨^x, ^y⟩ | | | | = ⟨^x, ^y⟩. OstaetsØ zametit~, qto vektora ^x, ^y, I(^x), I(^y) ediniqny. □ Iz 11.4 sleduet, qto otobraßenie I perevodit geodeziqeskie v geodeziqeskie. Pofftomu otobraßenie

I : ^G^+ → ~G^+ := I( ^G^+) (8)

ØvlØetsØ izometriqeskim diffeomorfizmom (bolee togo, naloßeniem) grassmanova mnogoobraziØ ^G^+ na vpolne geodeziqeskoe podmnogoobrazie ~G^+ ⊂ G^+.

Smena znaka u polivektora ω_0 induciruet otobraßenie (−I).

18.3. Predloßenie. Pust~ x ∈^~G^+. Togda

I^{−1}(x) = x ⌞ ω_0. (9)

Dokazatel~stvo. Pust~ ^x = I^{−1}(x). Togda x = ω0 ∧ ^x i

⟨x ⌞ ω_0, ^x⟩ = ⟨(ω_0 ∧ ^x) ⌞ ω_0, ^x⟩ = |ω_0 ∧ ^x|^2 = |x|^2 = 1. (10)

Iz 3.10 sleduet, qto |x ⌞ ω_0| ⩽ 1. Pofftomu (10) vleqet x⌞ ω_0 = ^x = I^{−1}(x). □ Otobraßenie (7) ØvlØetsØ sußeniem lineænogo otobraßeniØ

I : Λ(V ) → Λ(V ), I(x) = ω_0 ∧ x,

pofftomu ego moßno otoßdestvit~ so svoim differencialom.

DlØ pary (ω, Ω) opredelim toqku ω ⌞ ω_0 = ^ω ∈ ^G^+. Togda I(^ω) =

ω ∈ ~G^+ ⊂ G^+.

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 83

Teorema. DlØ l¸bogo vektora X ∈ Ω bivektor ∗ωX prinadleßit

prostranstvu ∗b_ω(Tb_ω ^G^+). Spravedlivo ravenstvo

(I ∘ ∗^−1b_ω ∘ ∗_ω) |Ω = idΩ. (11)

Dokazatel~stvo. Pust~ X ∈ Ω. Kanoniqeskoe razloßenie dlØ

vektora X moßno zapisat~ v vide

X = ω_0 ∧ [ ω_1 ∧ r∑ i λ^ie_1 ∧ · · · ∧ e_{i−1} ∧ n_i ∧ e_{i+1} ∧ · · · ∧ e_r ] , λ^i ≠ 0, (12) gde prostranstva V_{ω0} , V_{ω1} i V_Σ poparno ortogonal~ny.

Togda ∗_ωX = r∑ i=1 λ^ie_i ∧ n_i. Tak kak X ∈ Ω, to e_i ∈ E, n_i ∈ E^⊥. Rassmotrim ~p-vektor ^X = [ ω_1 ∧ r∑ i=1 λ^ie_1 ∧ · · · ∧ e_{i−1}n_i ∧ e_{i+1} ∧ · · · ∧ e_r ] = X ⌞ ω0. Po opredeleni¸ mnogoobraziØ ^G^+ fftot vektor leßit v kasatel~nom prostranstve T_{bω} ^G^+. Krome togo ∗_{bω} ^X = ∗_ωX. Pofftomu

(I ∘ ∗b_ω�1 ∘ ∗_ω)X = I( ^X ) = ω0 ∧ (X ⌞ ω0) = X. □

Iz dokazannoæ teoremy neposredstvenno sleduet, qto

Ω ⊂ T_ω ~G+. (13)

Zametim, qto v silu 3.8 pri fiksirovannom polivektore ω_0 somnoßiteli ω_1 i Σ v (12) odnoznaqno opredeleny s toqnost~¸ do znaka.

Itak, dlØ kaßdogo kasatel~nogo napravleniØ Ω ⊂ T_ωG^+_{p,p+q} kanoniqeski stroitsØ vpolne geodeziqeskoe podmnogoobrazie ~G^+, kasa¸weesØ Ω v toqke ω. �to podmnogoobrazie izometriqno nekotoromu grassmanovu mnogoobrazi¸ G^+_{ep,ep+eq} pri ~p ⩽ p, ~q ⩽ q. AnnuliruØ orientaci¸, t.e. faktorizuØ Λ(V ) po simmetriqnym otnositel~no naqala toqkam, my poluqaem tot ße rezul~tat i dlØ mnogoobraziæ G_{p,p+q}. Mnogoobrazie ~G moßno predstavlØt~ sebe kak nabor p-ploskosteæ, prohodØwih qerez (p − ~p)-ploskost~

E_⊥ (sm.(4)) i ortogonal~nyh (q − ~q)-ploskosti E^⊥ (sm. (5)).

84 S. E. KOZLOV

PodmnogoobraziØ ~G^+ i ~G poØvlØlis~ v raznyh rabotah. V qastnosti, v stat~e [8] celoqislennye parametry ~p, ~q ispol~zu- ¸tsØ kak pokazateli vyroßdennosti sferiqeskogo otobraßeniØ p-poverhnosti v R^{p+q}.

18.4. Teorema. Metrika ~ρ na mnogoobrazii^~G^+ ⊂ G^+ vnutrennØØ,

t.e. sovpadlaet s metrikoæ ρ na ob¨eml¸wem mnogoobrazii G^+.

Dokazatel~stvo. Otobraßenie (8) ØvlØetsØ naloßeniem, poffto- mu ^ρ(^x, ^y) = ~ρ(x, y), (14) gde x = I(^x), y = I(^y). Oqevidno, nabory nenulevyh stacionarnyh uglov meßdu parami neorientirovannyh ploskosteæ V_{bx}, V_{by} i V_x, V_y sovpada¸t. RasstoØniØ ^ρ(^x, ^y) i ρ(x, y) odnoznaqno opredelØ¸tsØ fftimi naborami i znakami skalØrnyh proizvedeniæ

⟨^x, ^y⟩, ⟨x, y⟩ (12.4). Iz predloßeniØ 18.2 sleduet, qto ⟨^x, ^y⟩ = ⟨x, y⟩. Znaqit i ^ρ(^x, ^y) = ρ(x, y), qto vmeste s (14) vleqet naxe

utverßdenie. □

18.5. Rassmotrim dva prostyh, ortogonal~nyh kasatel~nyh vek-

tora X, Y ∈ T_ωG^+ ∩ G^+. Opredelim napravlenie

Ω := Lin (X, Y ). (15)

Po pare (ω, Ω) postroim podmnogoobrazie ~G^+. Iz 11.3 sleduet

exp_ω ( π 2 X ) = X, exp_ω ( π 2 Y ) = Y. (16)

Tak kak podmnogoobrazie ~G^+ vpolne geodeziqeskoe, to iz (16) vytekaet, qto X, Y ∈ ~G^+. Pofftomu moßno rassmatrivat~ fflementy I^{−1}(X) = ^X, I^{−1}(Y ) = ^Y mnogoobraziØ ^G^+. Po teoreme 18.4 ~ρ(X, Y ) = ρ(X, Y ) = ^ρ( ^X, ^Y ). (17) 18.6. Teorema. Pust~ X, Y ∈ TωG^+ ∩G^+, ⟨X, Y ⟩ = 0 i a) ρ(X, Y ) = π 2 , b) ρ(X, Y ) =^π√_2 . Togda

a) dim[V (∗_ωX) ∩ V (∗_ωY )] = 1, b) 2-ploskosti V (∗_ωX) i V (∗_ωY ) vpolne ortogonal~ny.

Dokazatel~stvo. Pust~ ∗ωX = e ∧ n, ∗ωY = ē ∧ n̄, gde e, ē ∈

V_ω, n, n̄ ∈ V^⊥_ω . Tak kak ⟨X, Y ⟩ = 0 i operator ∗_ω ortogonalen, to ⟨e ∧ n, ē ∧ n̄⟩ = | | | | ⟨e, ē⟩ 0 0 ⟨n, n̄⟩ | | | | = 0.

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 85 Rassmotrim paru (ω, Ω := Lin (X, Y )). Togda E = Lin (e, ē), E^⊥ =

Lin (n, n̄). Pust~ ⟨e, ē⟩ = 0 (sluqaæ ⟨n, n̄⟩ = 0 rassmatrivaetsØ ana-

logiqno). Esli dim ~V = dim(E⊕E^⊥) = 3, to n = ±n̄. V fftom sluqae realizu¸tsØ uslovie i utverßdenie punkta a). Pust~ dim ~V = 4. Predstavim polivektory ω, X, Y v vide

ω = ω_0 ∧ (e ∧ ē), X = ω_0 ∧ (n ∧ n̄), Y = ω_0 ∧ (e ∧ n̄).

Togda ^X = X ⌞ ω_0 = n∧ē, ^Y = e∧n̄, ^G^+ = G^+_2 ( ~V ). Oboznaqim λ^1, λ^2 stacionarnye ugly meßdu fflementami ^X i ^Y . Togda (sm.12(12), (16))

⟨ ^X, ^Y ⟩ = cos λ^1 · cos λ^2, ^ρ( ^X, ^Y ) = (λ^1)^2 + (λ^2)^2. (18)

Tak kak X, Y ∈ ~G^+, a otobraßenie I^{−1} est~ naloßenie, to

⟨ ^X, ^Y ⟩ = 0. RasstoØnie ^ρ( ^X, ^Y ) ne prevoshodit π (sm.12.6), po-

fftomu, ne naruxaØ obwnosti, budem sqitat~, qto λ^2 =^π_2 .

a) Iz (18) sleduet, qto λ^1 = 0. �to protivoreqit uslovi¸

dim ~V = 4.

b) V fftom sluqae λ^1 = λ^2 =^π_2 . Znaqit ploskosti V (n∧ē) i V (e∧ n̄) vpolne ortogonal~ny, pofftomu n⊥n̄ i vypolneno utverßdenie b). □

§19. Gruppa I0(G^+) sobstvennyh izometriæ rimanova mnogoobraziØ G^+ 19.1. Rassmotrim podprostranstvo W ⊂ V razmernosti p ∈ [1, n−

1]. DlØ i, j ∈ [1, p], α, β ∈ [1, q], p + q = n opredelim mnoßestvo B = B(W ) := {(e, n) = {e_i, n_α}|e_i ∈ W, n_α ∈ W^⊥, ⟨e_i, e_j ⟩ = δ_{ij} , ⟨e_α, e_β⟩ = δ_{αβ}} (1) s estestvennoæ topologieæ. Vvedem v fftom mnoßestve otnoxenie ffkvivalentnosti (e, n)^b∼ (~e, ~n), esli ~e_i = ±e_i, ~n_α = ±n_α. (2) ProekciØ P : B → B/b (3) ØvlØetsØ 2^n-listnym nakrytiem.

19.2. Pust~ fflementy prostranstva B = B(W ) := {ζ = {ζ_{iα}}|ζ_{iα} ∈ Λ_{1,1}(W ) ∩ G^+}

86 S. E. KOZLOV udovletvorØ¸t trebovaniØm:

pri i = j, α ≠ β ili i ≠ j, α = β dim(V (ζ_{iα}) ∩ V (ζ_{jβ})) = 1, V (ζ_{iα})⊥V (ζ_{jβ}), pri i ≠ j, α ≠ β V (ζ_{iα})⊥V (ζ_{jβ}) (vpolne ortogonal~ny). (4) Mnoßestvo B leßit v mnogoobrazii XtifelØ ortonormirovannyh pq-reperov prostranstva Λ_2(V ), i moßet rassmatrivat~- sØ kak topologiqeskoe prostranstvo s inducirovannoæ topologieæ.

Analogiqno(2) vvedem otnoxenie ffkvivalentnosti ζ ∼ ~ζ, esli ~ζ_{iα} = ±ζ_{iα}. (5) �lementy prostranstv B/b i B/b moßno rassmatrivat~ kak nabory prØmyh (ℓ_i, m_α) := (V (e_i), V (n_α)) i 2-ploskosteæ {V_{iα}} :=

{V (ζ_{iα})}, sootvetstvenno. Togda P ((e, n)) = {ℓ_i, m_α}, P({ζ_{iα}}) = {V_{iα}}, (6) gde P : B → B/b est~ proekciØ na faktorprostranstvo. V dal~- neæxih rassmotreniØh sluqaæ n = 2 okazyvaetsØ trivial~nym. Pofftomu dalee, ne naruxaØ obwnosti, budem sqitat~, qto p ⩽ q i q ⩾ 2.

19.3. Lemma. Pri p ≠ q prostranstva B/b i B/b gomeomorfny.

Esli p = q, to prostranstvo B/b sostoit iz dvuh komponent lineænoæ svØznosti, kaßdaØ iz kotoryh gomeomorfna prostranstvu B/b. Dokazatel~stvo. Pust~ ζ ∈ B/b. DlØ l¸bogo indeksa i ∈ [1, p]

poloßim e_i := V_{i1} ∩ V_{i2}. NaædutsØ takie vektora e, ē ∈ W ; n, n̄ ∈

W^⊥, qto ζ_{i1} = e ∧ n, ζ_{i2} = ē ∧ n̄. Tak kak ⟨ζ_{i1}, ζ_{i2}⟩ = ⟨e, ē⟩ · ⟨n, n̄⟩ = 0,

to libo n⊥n̄, libo e⊥ē.

Pust~ n⊥n. Iz (4) sleduet, qto dim(V_{i1} ∪ V_{i2}) = 3, pofftomu vektora e i ē kollinearny, a znaqit

m^i_1 : = V_n = W^⊥ ∩ V_{i1}, m^i_2 := V_{n̄} = W^⊥ ∩ V_{i2},

ℓ_i : = V_e = V_ē = V_{i1} ∩ V_{i2} ∩ W. (7) Pri α ∈ [3, q] plowadka V_{iα} peresekaet kaßdu¸ iz plowadok

V_{i1}, V_{i2} po prØmoæ. Esli ffti prØmye razliqny, to m_1, m_2 ∈ V_{iα},

qto protivoreqit uslovi¸ ζ_{iα} ∈ Λ_{1,1}(W ). Pofftomu ℓ_i := V_{i1} ∩ · · · ∩ V_{iq} ∩ W, m^i_α := V_{iα} ∩ W^⊥, m^i_α⊥m^i_β. (8)

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 87 Pust~ e⊥ē. Togda kollinearny vektora n i n̄. Pri fftom

ℓ_1 := V_ℓ = W ∩ V_{i1}, ℓ_2 := V¯_ℓ = W ∩ V_{i2}, m_i := V_n = V_{n̄} = V_{i1} ∩ V_{i2} ∩ W^⊥.

Analogiqno (8) poluqaem m_i = V_{i1} ∩ · · · ∩ V_{iq} ∩ W^⊥, ℓ_α := V_{iα} ∩ W, ℓ_α⊥ℓ_β. (9) Esli p < q, to uslovie (9) iskl¸qeno. V fftom sluqae spravedlivo (7). Sledovatel~no, pri i ≠ j ortogonal~nye plowadki V_{iα} = Lin (ℓ_i, m^i_α), V_{jα} = Lin (ℓ_j , m^j_α) pomewa¸tsØ v trehmernom podprostranstve prostranstva V . Pofftomu

m_α := m^i_α = m^j_α = V_{1α} ∩ · · · ∩ V_{pα} ∩ W^⊥, (10)

V_{iα} = Lin (ℓ_i, m_α). (11)

Formuly (7), (10), (11) pozvolØ¸t opredelit~ otobraßeniØ c : B/b → B/b, d : B/b → B/b, (12) c({V_{iα}}) = ℓ = {(ℓ_i, m_α)}, d({ℓ_i, m_α}) = L = {Lin (ℓ_i, m_α)}. ˚sno, qto ffti otobraßeniØ nepreryvny. Po postroeni¸ c ∘ d =

id, d ∘ c = id, pofftomu otobraßeniØ c i d ØvlØ¸tsØ gomeomorfiz-

mami.

19.4. Pust~ p = q. V fftom sluqae variant (9) moßet byt~ reali-

zovan. Rassmotrim otobraßenie d̄ : B/b → B/b, d̄({ℓ_i, m_α}) = d({ℓ_α, m_i}). (13) OtobraßeniØ d,^¯d ØvlØ¸tsØ topologiqeskimi vloßeniØmi lineæno svØznogo prostranstva B/b, obrazy kotoryh ne pereseka- ¸tsØ. Pofftomu prostranstvo B/b ØvlØetsØ ob¨edineniem dvuh lineæno svØznyh, gomeomorfnyh podprostranstv B/b = d(B/b) ∪ d̄(B/b). □ 19.5. KaßdaØ toqka ω ∈ G^+ opredelØet prostranstva B(Vω )

i B(V_ω ). Estestvenno voznika¸t rassloeniØ B(G^+), (B/b)(G^+),

B(G^+), (B/b)(G^+), sootvetstvu¸wie im nakrytiØ P i P, otobra-

ßeniØ c, d,^¯d (pri p = q).

19.6. Oboznaqim I(G^+) mnoßestvo izometriæ mnogoobraziØ G^+.

Budem rassmatrivat~ ego kak topologiqeskoe prostranstvo s kompaktno–otkrytoæ topologieæ. Komponentu lineænoæ svØznosti prostranstva I(G^+), soderßawu¸ toßdestvennoe preobrazovanie, oboznaqim I_0(G^+). ˚sno, qto obraz Ψ(SO(V )) v predstavlenii 17.3 soderßitsØ v I_0(G^+).

88 S. E. KOZLOV

19.7. Teorema. Spravedlivo ravenstvo

I_0(G^+) = Ψ(SO (V )). (14)

Pri n = 2 mnogoobrazie G^+ est~ libo dvoetoqie, libo okrußnost~. V fftom sluqae (14) trivial~no. Dalee budem sqitat~, qto 1 ⩽ p ⩽ q, q ⩾ 2. Dokazatel~stvo. Pust~ g ∈ I0(G^+), ω ∈ G^+, id_G+ = E^+ = Ψ(E).

Rassmotrim put~, soedinØ¸wiæ E^+ s g g : t → g(t), g(0) = E^+, g(1) = g. V prostranstve B(V_ω ) naædetsØ takoæ fflement {e, n}, qto ω =

e_1 ∧ · · · ∧ e_p. Po fftomu naboru postroim standartnyæ bazis η_{iα} = n_α ∧ (ω ⌞ e_i) kasatel~nogo prostranstva T_ωG^+. Togda ζ = {ζ_{iα} := ∗_ωη_{iα} = e_i ∧ n_α} ∈ B(V_ω ), P(ζ) = {V_{iα} ∈ B(V_ω )/b}. KrivaØ g(t) zadaet dvißenie toqki ω po krivoæ ω(t) := g(t)ω, ω(0) = ω. Pust~ η_{iα}(t) := (d_ωg(t))η_{iα}, η_{iα}(0) = η_{iα}, ζ_{iα}(t) := ∗_{ω(t)}η_{iα}(t), ζ_{iα}(0) = ζ_{iα} = e_i ∧ n_α.

19.8. Okrußnost~ γiα(u) = exp_ω(uηiα) ØvlØetsØ zamknutoæ geode-

ziqeskoæ v G^+ dliny 2π. V silu izometriqnosti preobrazovaniØ g(t), krivaØ g(t)γ_{iα} obladaet tem ße svoæstvom. Iz 13 sleduet, qto kasatel~nyæ vektor^d_{du} (g(t)γ_{iα}(u)) razloßim i ediniqen. Sledovatel~no, η_{iα}(t) ∈ T_{ω(t)}G^+ ∩ G^+, ζ_{iα}(t) ∈ Λ_{1,1}(V_ω).

19.9. Prostoæ kasatel~nyæ p-vektor ηiα moßno predstavit~ v vi- de η_{iα} = exp_ω ( π 2 η_{iα} ) . (15) Pofftomu moßno govorit~ o rasstoØnii meßdu p-vektorami η_{iα} i

η_i0_α0 v metrike rimanova mnogoobraziØ G^+. Tak kak preobrazo-

vanie g(t) – izometriØ, to

ρ(η_{iα}, η_i0_α0) = ρ(η_{iα}(t), η_i0_α0(t)), ⟨η_{iα}, η_i0_α0⟩ = ⟨η_{iα}(t), η_i0_α0(t)⟩. (16)

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 89 Iz rezul~tatov 18.4 legko sleduet, qto dlØ ortogonal~nogo bazisa {η_{iα}} spravedlivo

ρ(η_{iα}, η_i0_α0) = π 2 pri i = i^′, α ≠ α^′ ili i ≠ i^′, α = α^′, π √ 2 pri i ≠ i^′, α ≠ α^′. (17)

Znaqit sootnoxeniØ (17) spravedlivy i dlØ nabora {η_{iα}(t)}. PrimenØØ teoremu 18.6 dlØ par p-vektorov nabora {η_{iα}(t)}, ubeßdaemsØ v tom, qto dlØ {ζ_{iα}(t)} vypolneny usloviØ (4), pofftomu ζ(t) = (ω(t), {ζ_{iα}(t)}) ∈ B(G^+), ζ(0) = (ω, {e_i ∧ n_α}), P(ζ(t)) = V (t) = (ω(t), {V_{iα}(t)}) ∈ (B/b)(G^+), V (0) = (ω, {V_{iα}}). 19.10. Pri pomowi gomeomorfizma c (sm.(12)) otoßdestvim ras-

sloeniØ (B/b)(G^+) i (B/b)(G^+). Ispol~zuØ teoremu o nakryva¸- wem puti dlØ nakrytiØ P : B(G^+) → (B/b)(G^+) i puti (P ∘ ζ)(t), postroim nakryva¸wiæ put~ h : t → {e, n}(t), h(0) = {e, n}. Po postroeni¸ f(t) := ⟨ζ_{iα}(t), e_i(t) ∧ n_α(t)⟩ = ±1, f(0) = 1. Po nepreryvnosti f ots¸da sleduet, qto f = 1 i ζ_{iα}(t) = e_i(t) ∧ n_α(t). Opredelim dvißenie g_0 ∈ SO (V ) ravenstvom g_0({e, n}) = {e, n}(1). Togda

Ψ(g0)(ω) = g(ω), d_ω(Ψ(g0))η_{iα} = η_{iα}(1) = (d_ωg)η_{iα}. (18)

Tak kak Ψ(g_0), g ∈ I_0(G^+), to iz (18) sleduet Ψ(g_0) = g. □

19.11. Zametim, qto ζ(0) ∈ d((B/b)(Vω )) (sm. 19.4), pofftomu doka-

zatel~stvo ne zavisit ot sovpadeniØ ili nesovpadeniØ p i q.

19.12. Pust~ E := idV ∈ SO (V ). Pri qetnom n = dim V central~-

naØ simmetriØ (−E) ∈ SO (V ), a normal~naØ podgruppa {±E} sovpadaet s centrom gruppy SO (V ).

90 S. E. KOZLOV

Predloßenie. DlØ predstavleniØ Ψ : SO (V ) → I(G^+) spraved-

livo

ker φ = E, n − neqetno, E, n − qetno, p − neqetno, {±E}, n − qetno, p − qetno. (19)

Dokazatel~stvo. Pust~ A ∈ ker Ψ. Tak kak preobrazovanie Ψ(A)

deæstvuet na vseæ algebre Λ(V ), to moßno govorit~ o deæstvii dvißeniØ Ψ(A) na podmnoßestvah prostranstva V ⊂ Λ(V ). Pri dvißenii Ψ(A) kaßdaØ p-ploskost~ prostranstva V perehodit v sebØ. Znaqit A-invariantami ØvlØ¸tsØ i ih pereseqeniØ. Pofftomu kaßdoe napravlenie prostranstva V ØvlØetsØ sobstvennym dlØ operatora A. Tak kak A ∈ O(V ), to A = ±E. Esli n – neqetno, to (−E) /∈ SO (V ). OstaetsØ zametit~, qto operator (−E), ostavlØØ l¸bu¸ p-ploskost~ invariantnoæ, menØet ee orientaci¸ tol~ko pri neqetnom p. □

Iz dokazannogo predloßeniØ i teoremy 19.10 neposredstvenno sleduet, qto s toqnost~¸ do izomorfizma

I_0(G^+_p (V^n)) = { SO (V ), esli p ili q neqetny,

SO (V )/{±E}, esli p i q qetny.

(20)

19.13. Pri n ⩾ 2 gruppy SO (V^{2n}) i SO (V^{2n})/{±E} algebrai-

qeski ne izomorfny. Deæstvitel~no, pust~ suwestvuet izomorfizm h : SO (V ) → SO (V )/{±E}. Togda h(E) = {±E}, h(−E) =

{±S}, S ∈ SO (V ). Pri naxem dopuwenii fflement {±S} kommu-

tiruet s l¸bym fflementom faktorgruppy SO (V )/{±E}, otkuda sleduet, qto i fflement S prinadleßit centru gruppy SO (V ). No gruppa SO (V ) ne kommutativna (n ⩾ 2), pofftomu S ∈ {±E}, qto protivoreqit monomorfnosti otobraßeniØ h.

Izvestno (sm. [9]), qto pri n ⩾ 3 gruppy SO (V^{2n})/{±E} prostye.

19.14. Grassmanovo mnogoobrazie Gp(V ) neorientirovannyh

ploskosteæ moßet byt~ poluqeno iz G^+_p (V ) faktorizacieæ toqek

(±ω). ProekciØ σ : G+ → G osuwestvlØet dvulistnoe izometri-

qeskoe nakrytie. Estestvenno opredelØetsØ predstavlenie

Ψ0 : SO (V ) → I0(G), Ψ0(A)(±ω) = (±Ψ(A)ω). (21)

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 91 L¸bu¸ izometri¸ g_0 ∈ I_0(G) moßno podnØt~ do izometrii g ∈

I_0(G^+), to est~ (±gω) = g_0(±ω). Iz (21) i teoremy 19.10 sleduet

Ψ0(SO (V )) = I0(G). (22)

VyqislØØ Ødro ffpimorfizma Ψ_0, analogiqno (20) nahodim

I_0(G_p(V^n)) = { SO (V ), esli n neqetno, SO (V )/{±E}, esli n qetno. (23)

SravnivaØ (20) s (23) ubeßdaemsØ, qto gruppy sobstvennyh izometriæ mnogoobraziæ G^+_p (V ) i G_p(V ) ne izomorfny tol~ko dlØ neqetnomernyh grassmanianov.

Klassifikaci¸ polnyh grupp izometriæ grassmanovyh mnogoobraziæ moßno naæti v [10].

19.15. Podqerknem soderßatel~nost~ teoremy 19.7 i ee sled-

stviØ (22) na odnom primere. Budem rassmatrivat~ fflementy

ω ∈ G_2(V^4) kak 2-ploskosti prostranstva V^4, prohodØwie qerez

ego naqalo. Pust~ izometriØ A ∈ I(G_2(V^4)) perevodit ploskost~ ω v svoe ortogonal~noe dopolnenie ω^⊥ v V^4. Ispol~zuØ svoæstva operatora Hodßa ∗ : Λ_2(V^4) → Λ_2(V^4), legko pokazat~, qto preobrazovanie A deæstvitel~no ØvlØetsØ izometrieæ.

Predloßenie. Ne suwestvuet biekcii f : V^4 → V^4, oblada¸weæ

svoæstvom f(ω) ⊂ A(ω), ∀ω ⊂ V^4. Dokazatel~stvo. Rassmotrim nabor {ℓi}^4_{i=1} iz qeteryh poparno

ortogonal~nyh prØmyh, prohodØwih qerez naqalo prostranstva

V^4. Pust~ ω_{ij} := Lin (ℓ_i, ℓ_j). Vyberem proizvol~nu¸ toqku x ∈ ℓ_1.

Po opredeleni¸ preobrazovaniØ A

A(ω_{12}) = ω_{34}, A(ω_{13}) = ω_{24}, A(ω_{14}) = ω_{23}.

Dopustim, qto biekciØ f suwestvuet. Togda

f(x) ∈ ω_{34} ∩ ω_{24} ∩ ω_{23} = {0}, ∀x ∈ ℓ_1,

qto protivoreqit biektivnosti f. □

Takim obrazom, izometriØ A ne moßet byt~ poroßdena toqeqnym preobrazovaniem prostranstva V . DlØ sobstvennyh izometriæ grassmanianov takogo sorta primery nevozmoßny, tak kak po teoreme 19.10 vse takie izometrii poroßda¸tsØ avtomorfizmami vnexneæ algebry Λ(V ).

92 S. E. KOZLOV §20. Nekotorye vnexnie svoæstva pl¸kkerova vloßeniØ 20.1. VsØkaØ izometriØ g ∈ I0(G^+) mnogoobraziØ G^+ ⊂ Λp mo-

ßet byt~ rasprostranena do dvißeniØ evklidova prostranstva

Λ_p. Deæstvitel~no, po teoreme 19.10 g ∈ Ψ(SO (V )), a kaßdyæ

fflement fftoæ gruppy ØvlØetsØ sußeniem ortogonal~nogo avtomorfizma algebry Λ(V ) ⊃ Λ_p(V ). DlØ polnoæ gruppy izometriæ grassmaniana G^+ imeet mesto.

Teorema. Gruppa izometriæ I(G^+) deæstvuet na podmnogoobra-

zii G^+ ⊂ Λ_p ffkvivariantno.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno pokazat~, qto preobrazovanie g ∈

I(G^+), deæstvuØ na l¸bu¸ paru toqek ω_0, ~ω_0 ∈ G^+, sohranØet

skalØrnoe proizvedenie ⟨ω_0, ~ω_0⟩. Rassmotrim kratqaæxu¸ γ_0 :

[0, 1] → G+, soedinØ¸wu¸ toqku ω0 s ~ω0. Togda ~ω0 = exp_{ω0} γ̇0(0).

Vektor X_0 = γ̇_0(0) imeet kanoniqeskoe razloßenie

X_0 = r∑ i=1 λ^i(ξ_0)_i, r ⩽ r_0 = min(p, q).

Nabor {ξ_0)_i} sostoit iz poparno ortogonal~nyh, ediniqnyh, prostyh p-vektorov kasatel~nogo prostranstva T_ωG^+. Priqem pri

i ≠ j, ρ((ξ_0)_i, (ξ_0)_j ) = π/ √ 2. Pust~ izometriØ g i ee differencial

d_{ω0} g deæstvuet na ob¨ekty ω_0, γ_0, (ξ_0)_i annulirovaniem “nolika”.

V silu izometriqnosti otobraßeniØ g, nabor {ξ_i} vektorov iz prostranstva T_ωG^+ sohranØet vse pereqislennye svoæstva nabora {(ξ_0)_i}. Znaqit dlØ kaßdoæ pary ξ_i, ξ_j, i ≠ j vektorov vypolneny usloviØ teoremy 18.6. Otkuda sleduet, qto V (∗_ωξ_i)⊥V (∗_ωξ_j ) (vpolne ortogonal~ny). Pofftomu suwestvu¸t takie ortonormirovannye bazisy e = {e_i}^p_{i=1}, n = {n_α}^q_{α=1} prostranstv V_ω, V^⊥_ω , qto kanoniqeskoe razloßenie vektora X prinimaet vid X = r∑ i=1 λ^iξ_i. Tak kak g – izometriØ, to ~ω = g(~ω^0) = exp_ω X. Ispol~zuØ kanoniqeskoe predstavlenie ffksponencial~nogo otobraßeniØ 11.3 nahodim

⟨ω_0, ~ω_0⟩ = ⟨ω_0, exp_{ω0} X_0⟩ = cos λ^1 . . . cos λ^r = ⟨ω, exp_ω X⟩ = ⟨ω, ~ω⟩.□

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 93

20.2. Zametim, qto bazis (e, n), postroennyæ pri dokazatel~-

stve teoremy “obslußivaet” tol~ko odin kasatel~nyæ vektor

X_0 ∈ T_{ω0} G^+. Pofftomu privedennaØ konstrukciØ ne pozvolØet naæ-

ti preobrazovanie iz Ψ(O(V )), sovpada¸wego s g. Primer 19.15 pokazyvaet, qto takogo preobrazovaniØ moßet i ne suwestvovat~.

20.3. Vaßnymi harakteristikami vnexneæ geometrii podmnogo-

obraziØ G^+ ⊂ Λ_p v toqke ω ∈ G^+ ØvlØ¸tsØ vektor sredneæ krivizny H(ω) i svoæstva sferiqeskogo otobraßeniØ. Tak kak gruppa Ψ(SO (V )) ffkvivariantno deæstvuet na G^+ izometriØmi, to

|H(ω)| ne zavisit ot ω ∈ G^+. Podqerknem, qto ffto utverßdenie

ne trebuet primeneniØ teorem 19.10 i 20.1. SvØzi meßdu vnexneæ i vnutrenneæ geometriØmi podmnogoobraziØ G^+ pozvolØ¸t dokazat~, qto rimanovo mnogoobrazie G^+ ffænxteænovo (sm. [4]). Otmetim, qto, v otliqii ot [4], krivizna Riqqi budet vyqislena bez ispol~zovaniØ kakoæ-libo informacii o tenzore krivizny grassmaniana G^+.

20.4. Qerez B oboznaqim vtoru¸ formu podmnogoobraziØ G^+ v

Λ_p. Rassmotrim standartnyæ ortonormirovannyæ bazis {η_{iα}} ka-

satel~nogo prostranstva T_ωG^+. Mnogoobrazie G^+ leßit v ediniqnoæ sfere S^{N−1} prostranstva Λ_p, gde N = dim Λ_p = (_n p ) . KrivaØ γ : t → exp_ω(tη_{iα}) zadaet natural~nu¸ parametrizaci¸ bol~- xoæ okrußnosti v sfere S^{N−1}, pofftomu

H_ω = 1 pq ∑ i,α B_ω (γ̇_{iα}, γ̇_{iα}) = 1 pq ∑ i,α (−ω) = −ω, |H_ω| = 1. (1) Iz (1) sleduet, qto mnogoobrazie G^+ ØvlØetsØ minimal~noæ poverhnost~¸ v sfere S^{N−1}.

20.5. Sferiqeskoe otobraßenie grassmaniana G^+. Budem ras-

smatrivat~ G^+ kak orientirovannoe minimal~noe podmnogoobrazie sfery S^{N−1} ⊂ Λ_p. Otmetim dva sposoba postroeniØ sferiqeskogo otobraßeniØ g fftogo podmnogoobraziØ.

1) Kaßdoæ toqke ω ∈ G^+ sopostavlØetsØ vpolne geodeziqeskoe podmnogoobrazie sfery, kasatel~noe k T_ωG^+ v toqke ω. Na mnoßestve takih podmnogoobraziæ stroitsØ struktura odnorodnogo prostranstva s invariantnoæ rimanovoæ metrikoæ (sm. [11]).

2) Toqke ω ∈ G^+_p sopostavlØetsØ fflement (ω, T_ωG^+_p ) grassmanova rassloeniØ G^+_p (S^{N−1}) nad sferoæ. V svo¸ oqered~ rassloenie

94 S. E. KOZLOV

G^+_p (S^{N−1}) ØvlØetsØ podrassloeniem rimanova vektornogo rasslo-

eniØ Λ(S^{N−1}) s fflementom (ω, φ), φ ∈ Λ(T_ωS^{N−1}) (sm. [12]).

V rabotah [11, 12] vyqisleny formy metrik poverhnosti, inducirovannye fftimi sferiqeskimi otobraßeniØmi. Okazalos~, qto dlØ poverhnosteæ v sfere (vtoraØ konstrukciØ rassmatrivalas~ dlØ proizvol~nyh rimanovyh mnogoobraziæ) ffti formy sovpada¸t i ime¸t vid

ds^2g = m⟨H, B⟩ − Ric + (m − 1)ds^2, (2)

gde m – razmernost~, B – vtoraØ forma, Ric – forma Riqqi, ds^2 – forma metriki i H vektor sredneæ krivizny podmnogoobraziØ.

My vospol~zuemsØ vtorym sposobom postroeniØ sferiqeskogo otobraßeniØ g : G^+ → Λ(S^{N−1}). (3)

20.6. Predloßenie. Otobraßenie g est~ gomotetiØ, v tom

smysle, qto formy ds^2 i ds^2_g proporcional~ny.

Dokazatel~stvo. �tot rezul~tat srazu ße sleduet iz vozmoß-

nosti sovmestit~ dva vektora iz T_ωG^+ ∩ G^+ preobrazovaniem gruppy Ψ(SO (V )). DlØ vyqisleniØ kofffficienta proporcional~nosti rassmotrim vektor X ∈ T_ωG^+ ∩ G^+. Ne naruxaØ obwnosti, budem sqitat~, qto v standartnom bazise {η_{iα}} vektor X = η_{11}. Parallel~no perenesem bazis {η_{iα}} vdol~ krivoæ

γ(t) = exp_ω(tη_{11}). Togda

~γ(t) := (g ∘ γ)(t) = η_{11}(t) ∨ · · · ∨ η_{pq}(t), (4)

gde simvol ∨ oboznaqaet operaci¸ umnoßeniØ v algebre

Λ(T_γ(_t)G+). Napomnim, qto bazis η_{iα}(t) prostranstva T_γ(_t)G+

stroitsØ po bazisu (e_i(t), n_α(t)) prostranstva V po pravilu

η_{iα}(t) = n_α(t) ∧ (γ(t) ⌞ e_i(t)), gde e_1(t) = cos te_1 + sin tn_1,

n_1(t) = − sin te_1 + cos tn_1, e_i = const, n_α = const pri i, α > 1. (5) Iz (5) sleduet, qto η_{1α} = const, η_{i1} = const, pri i, α > 1. Vektornoe pole η_{11}(t) kovariantno postoØnno vo vnutrenneæ geometrii sfery. Znaqit ~γ(t) = ⋁ i,α¿2^{(nα ∧ (γ(t) ⌞ ei))} ∨ γ_0, γ_0 = const, (6)

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 95 ˙~γ(t) = ∑ i,α¿2^{ζiα(t),} (7) gde ζ_{iα}(t) poluqaetsØ zamenoæ sootvetstvu¸wego fflementa v proizvedenii (6) na ego proizvodnu¸, ravnu¸ n_α ⌞ (η_{11} ⌞ e_i). Tak kak vse slagaemye v summe (7) poparno ortogonal~ny i ediniqny, to

|γ̇(t)|^2 = (p − 1)(q − 1), otkuda nahodim

ds^2g = (p − 1)(q − 1)ds^2. (8) □ 20.7. Sledstvie. Krivizna Riqqi Ric (G^+) mnogoobraziØ G^+ ravna

(n − 2).

Grassmanian G^+ minimalen v sfere S^{N−1}, pofftomu 20.7 neposredstvenno sleduet iz (2),(8) (m = dim G^+ = pq).

20.8. Pri p = 1 ili q = 1 mnogoobrazie G^+ leßit v S^N kak vpolne

geodeziqeskaØ sfera. Pofftomu v interpretacii 1) sferiqeskiæ obraz G^+ vyroßdaetsØ v toqku, qto proØsnØet smysl ravenstva

ds^2g = 0.

Iz (8) sleduet, qto sferiqeskoe otobraßenie grassmaniana

G^+_2 (V^4) ØvlØetsØ izometrieæ.

§21. Povoroty grassmaniana vokrug geodeziqeskoæ 21.1. Rassmotrim proizvol~nu¸ geodeziqesku¸ γ v mnogoobra-

zii G^+. Gruppu

H_γ := { ~A ∈ I_0(G^+)| ~Aγ(t) = γ(t) ∀t ∈ R} (1)

nazovaem gruppoæ povorotov grassmaniana G^+ vokrug geodeziqeskoæ γ. Po teoreme 19.7 dlØ kaßdogo povorota ~A ∈ H_γ naædetsØ takoe vrawenie A ∈ SO (V ), qto ~A = Ψ(A). Pofftomu estestvenno rassmotret~ gruppu vraweniæ mnogoobraziØ G^+ vokrug geodeziqeskoæ γ H^0_γ := {A ∈ SO (V )| ~Aγ(t) = γ(t) ∀t ∈ R}. (2) Predloßenie. Imeet mesto izomorfizm H_γ ≃ { H^0_γ /{±E}, p, q qetny, H^0_γ , p ili q neqetno. (3)

96 S. E. KOZLOV

Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ vpolne analogiqno dokazatel~stvu formuly 19(20). V silu (3) gruppa povorotov polnost~¸ opredelØetsØ gruppoæ vraweniæ. V predstavlenii Ψ kaßdyæ povorot ~A imeet libo odin proobraz – vrawenie A (p ili q neqetno), libo dva vraweniØ {±A} (p i q qetny). Pofftomu, esli special~no ne nußno podqerkivat~ raznicu, my budem oboznaqat~ povoroty i vraweniØ odnoæ bukvoæ.

21.2. Pust~ ortonormirovannye bazisy e = {ei}, n = {nα} pro-

stranstv V_ω, V^⊥_ω vybrany tak, qto ω = e_1 ∧ · · · ∧ e_p. L¸boæ operator A ∈ Ψ(O (V )) ØvlØetsØ avtomorfizmom algebry Λ(V ). Preobrazovanie ∗_ω osuwestvlØet izomorfizm fftoæ algebry.

Predloßenie. Pust~ A ∈ Ψ(O (V )) i Aω = ω. Togda

∗_ω ∘ A = A ∘ ∗_ω. (4)

Dokazatel~stvo. Podprostranstvo W = Vω ⊂ V induciruet

razloßenie vnexneæ algebry Λ(V ) v ortogonal~nu¸ summu (sm. 14.2) Λ(V ) = ⊕_{r,s}¿0Λ_{r,s}(W ), r ∈ [0, p], s ∈ [0, q]. Bazisam e, n sootvetstvuet bazis {e_λ ∧ n_μ}, λ ∈ Λ(p, r), μ ∈ Λ(q, s) prostranstva Λ_{r,s}(W ). Oboznaqim Ae_i = ~e_i, An_α = ~n_α. Tak kak

Aω = ω, to ω = e_1 ∧ · · ·∧ e_p = ~e_1 ∧ · · ·∧ ~e_p. V silu 14.7 spravedlivo

(A ∘ ∗_ω)(e_λ ∧ n_μ) = A(∗(W )e_λ ∧ e_μ) = A [((e1 ∧ · · · ∧ e_p) ⌞ e_λ) ∧ n_μ] = = ((~e1 ∧ · · · ∧ ~e_p) ⌞ ~e_λ) ∧ ~n_μ, (∗_ω ∘ A)(e_λ ∧ n_μ) = ∗_ω(~e_λ ∧ ~e_μ) = [(~e1 ∧ · · · ∧ ~e_p) ⌞ ~e_λ) ∧ ~n_μ] , otkuda sleduet (4). □

21.3. Specializiruem vybor bazisov e, n tak, qtoby

γ(0) = ω = e_1∧· · ·∧e_p, γ̇(0) = X = r∑ i=1 λ^in_i∧(ω ⌞ e_i) = r∑ i=1 λ^iξ_i, λ^i ≠ 0. Napomnim, qto sußenie operatora ∗_ω na kasatel~noe prostranstvo T_ω G^+ osuwestvlØet izometriqeskiæ izomorfizm ∗_ω :

T_ωG^+ → Λ_{1,1}(V_ω), pri kotorom

∗_ω(X) = r∑ i=1 λ^ie_i ∧ n_i. (5)

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 97 Para (ω, X) opredelØet rØd ob¨ektov (sm. 18.2):

~V = V (∗_ωX) = Lin (e_i, n_i), E = ~V ∩ V_ω = Lin (e_i), E^⊥ = ~V ∩ V^⊥_ω =

= Lin (n_i), i ∈ [1, r], ~p= ~q = r = dimE = dim E^⊥, dim ~V = 2r. (6) Oboznaqim qerez ~V^⊥ ortogonal~noe dopolnenie prostranstva ~V v V . Nabor qisel {λ^i} zadaet razloßenie prostranstva ~V v ortogonal~nu¸ summu podprostranstv (sm. 14.1), sootvetstvu¸- wih naboram odinakovyh kofffficientov λ^i

~V = ⊕^ℓ_{j=1}E^{2k}j , E^{2k}j = E^kj ⊕ ~E^kj , ~V^⊥ = E_0 ⊕ ~E_0,^ℓ ∑ j=1 k_j = r, V_ω = ( ⊕^ℓ_{j=1}E^{kj} ) ⊕ E_0, V^⊥_ω = ( ⊕^ℓ_{j=1} ~E^{kj} ) ⊕ ~E_0. (7)

21.4. Po teoreme 3.8 o razloßenii proizvol~nogo p-vektora na

prostye somnoßiteli p-vektor X moßno odnoznaqno (s toqnost~¸ do znakov) predstavit~ v vide X = ~X ∧ X_0, gde polivektor X_0 razloßim, a Ann ~X = 0. Netrudno pokazat~, qto V e_X = ~V , V_{X0} = Ann X_0 = E_0.

21.5. Teorema. Podprostranstva E^{kj} ,^~E^{kj} , E0,^~E0 (sm. (7)) inva-

riantny otnositel~no deæstviØ gruppy H^0_γ .

Dokazatel~stvo. Perepixem ravenstvo (5), sobrav slagaemye

bivektory pri odinakovyh λ^i. Togda, sootvetstvenno izmeniv numeraci¸, poluqim ∗_ωX = ℓ∑ j=1 λ^iζ_j, ζ_j = e^1_j ∧ n^1_j + · · · + e^{kj}_j ∧ n^{kj}_j ; λ^i ≠ λ^j pri i ≠ j. (8)

Rassmotrim preobrazovanie A ∈ H^0_γ ⊂ SO (V ). V silu lineænosti A moßno sqitat~, qto dA = A. Vrawenie A ostavlØet nepodvißnoæ geodeziqesku¸ γ, pofftomu

AX = Aγ̇(0) = γ̇(0) = X.

98 S. E. KOZLOV Podeæstvuem na ffto ravenstvo operatorom ∗_ω. Togda, s uqetom (4),(8), budet ℓ∑ j=1 λ^j ζ_j = ∗_ωX = ∗_ωAX = A ∗_ω X = ℓ∑ j=1 λ^j(Aζ_j ). Iz fftogo ravenstva i [13] sleduet, qto Aζ_j = ζ_j , AE^{2kj} = V (Aζ_j ) = V (ζ_j ) = E^{2kj} . (9) Vraweneie A ostavlØet nepodvißnoæ toqku γ(0) = ω, pofftomu

AE^{kj} = A(E^{2kj} ∩ V_ω) = AE^{2kj} ∩ V (Aω) = E^{2kj} ∩ V_ω = E^{kj} .

Iz ortogonal~nosti operatora A i A-invariantnosti E^{2kj} , E^{kj} sleduet A-invariantnost~ ~E^{2kj} . Formula (9) i A-invariantnost~ prostranstv E^{kj} , ~E^{kj} , V_ω vleqet A-invariantnost~ prostranstv

E_0 i ~E_0. □

21.6. Lemma. Pust~ 2k-mernoe evklidovo prostranstvo E^{2k} pred-

stavleno v vide ortogonal~noæ summy E^{2k} = E^k ⊕ ~E^k dvuh kmernyh podprostranstv; e = {e_i}, n = {n_i}, i ∈ [1, k] – ortonormirovannye bazisy prostranstv E^k i ~E^k; ζ = (∑_k i=1 e_i ∧ n_i ) ∈ Λ2(E2^k) – fiksirovannyæ bivektor. Togda gruppa

H := {A ∈ O (E^{2k})| AE^k = E^k, Aζ = ζ} (10)

izomorfna gruppe O (k).

Dokazatel~stvo. Pust~ A ∈ H. Iz (10) sleduet, qto naædut-

sØ takie ortogonal~nye matricy a = (a^j_i ) i b = (b^j_i ), qto Ae_i =

a^j_i e_j , An_i = b^j_i n_j. Pri fftom Aζ = k∑ i=1 (a^m_i e_m ∧ b^p_i n_p) = ζ = k∑ i=1 e_i ∧ n_i. Bivektory ζ i Aζ ime¸t dlinu, ravnu¸ √ k. Pofftomu spravedliva ffkvivalentnost~ ζ = Aζ ⇐⇒ ⟨ζ, Aζ⟩ = k ⇐⇒

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 99 k = ⟨ k∑ i=1 (a^m_i e_m ∧ b^p_i n_p), k∑ j=1 e_j ∧ n_j⟩ = ∑ i,j a^m_i b^p_i δ_{mj} δ_{pj} =

= ∑ i a^j_i b^j_i ⩽ ∑ i [ ∑ i (a^j_i )2

] 1_2 · ∑ j (b^j_i )2 1 2 = k ⇐⇒ a = b. Otobraßenie A → a ustanavlivaet iskomyæ izomorfizm. □

Iz dokazatel~stva lemmy sleduet, qto

H ⊂ SO (E^{2k}). (11)

21.7. Geodeziqeskoæ γ ⊂ G^+ sootvetstvuet (sm. 21.3) nekotoryæ

kombinatornyæ tip K := (k_1, · · · , k_ℓ), k_j ⩾ 1, ℓ∑ j=1 k_j = r ⩽ r_0 = min(p, q).

Rassmotrim gruppy

O (K) : = [O (k1) × · · · × O (k_e)] × O (p − r) × SO (q − r),

O+ (K) : = {A ∈ O (K)| det A = 1} ⊂ O (K).

(12)

Teorema. Gruppa H^0_γ vraweniæ geodeziqeskoæ γ ⊂ G^+ izomorfna

gruppe O^+ (K).

Dokazatel~stvo. Bazisy e = {ei} i n = {nα} i lemma 21.6 este-

stvenno opredelØ¸t vloßenie

d : O (K) → [ SO (E2^{k1}) × · · · × SO (E2^{k‘} ) ] × O (E_0) × SO ( ~E_0). (13)

Pust~ A ∈ H^0_γ . Po teoreme 21.5 vrawenie A moßno predstavit~ v vide A = [A_1 × · · · × A_e] × A_0 × ~A_0, gde A_j ∈ SO (E^{kj} ), A_0 ∈

O (E0), ~A0 ∈ O ( ~E0). Iz (9) sleduet, qto dlØ kaßdogo j ∈ [1, ℓ]

preobrazovanie A_j prinadleßit sootvetstvu¸weæ gruppe H_j (sm.(10)). Pofftomu A_j ∈ d(O (K)). Tak kak Aω = ω, to [det A_1 · · ·

det A_ℓ] · det A0 = 1. Otkuda det ~A0 = det A = 1. Iz skazannogo sle-

duet, qto A ∈ d(O^+ (K)).

Pust~ A ∈ d(O^+ (K)). Dostatoqno pokazat~, qto preobrazovanie A = [A_1 × · · · × A_ℓ] × A_0 × ~A_0 ostavlØet nepodvißnoæ paru

100 S. E. KOZLOV

(ω, X). Po opredeleni¸ gruppy O+ (K) i vloßeniØ d spraved-

livo det A = [det A_1 · · · det A_ℓ] · det A_0 = 1. Znaqit A ∈ SO (V ) i

Aω = (det A)ω = ω.

Iz lemmy sleduet, qto dlØ kaßdogo j ∈ [1, ℓ] Aζ_j = ζ_j . Kommutativnost~ operatorov ∗_ω i A vleqet kommutativnost~ ∗^{−1}_ω i A. Pofftomu AX = A ∗^{−1}_ω (∗_ωX) =A ∗^{−1} ℓ∑ j=1 λ^iζ_i = ∗^{−1} ℓ∑ j=1 λ^j Aζ_j =

= ∗^−1 ℓ∑ j=1 λ^j ζ_j = X. □ Formula (3) i teorema 21.7 opisyva¸t gruppu povorotov H_γ s toqnost~¸ do izomorfizma.

21.8. V grasmanovom mnogoobrazii Gp(V ) neorientirovannyh p-

ploskosteæ, realizovannom kak faktorprostranstvo grassmaniana G^+, fflementy gruppy d(O (K)) sohranØ¸t paru ((±ω), X). Sledovatel~no gruppa vraweniæ geodeziqeskoæ γ ⊂ G_p(V ) izomorfna gruppe [O (k_1) × · · · × O (k_ℓ) × O (p − r) × O (q − r)]^+.

21.9. Podgruppa H (sm.(8)) estestvenno svØzana s kompleksnoæ

strukturoæ na prostranstve E^{2k}, opredelØemoæ s pomow~¸ bivektora ζ

Je_i := n_i, Jn_i := −e_i, J^2 = −id(E^{2k}). (14)

Predloßenie. SkalØrnoe proizvedenie (x, y) := ⟨x, y⟩ − i⟨ζ, x ∧ y⟩, x, y ∈ E2^k (15) ØvlØetsØ ffrmitovym po otnoxeni¸ k kompleksnoæ strukture J.

Dokazatel~stvo. Vse svoæstva ffrmitova skalØrnogo proizvede-

niØ legko poluqa¸tsØ iz sootnoxeniØ (ix, y) = i(x, y). Proverim ego.

Spravedlivy ravenstva (ix, y) = (Jx, y) = ⟨Jx, y⟩ − i⟨ζ, Jx ∧ y⟩, i(x, y) = i⟨x, y⟩ + ⟨ζ, x ∧ y⟩. Otkuda (ix, y) = i(x, y) ⇐⇒ ⟨Jx, y⟩ = ⟨ζ, x ∧ y⟩, ⟨ζ, Jx ∧ y⟩ = −⟨x, y⟩. (16)

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 101

Pust~ X = u^ie_i + v^in_i. Togda Jx = u^in_i − v^ie_i i ⟨Jx, y⟩ = u^i⟨n_i, Y ⟩ − v^i⟨e_i, Y ⟩, ⟨ζ, x ∧ y⟩ = ∑ i ⟨e_i ∧ n_i, x ∧ y⟩ =

= ∑ i | | | | ⟨e_i, x⟩ ⟨e_i, y⟩ ⟨n_i, x⟩ ⟨n_i, y⟩ | | | | = u^i⟨n^i, y⟩ − v^i⟨e^i, y⟩ = ⟨Jx, y⟩.

⟨ζ, Jx ∧ y⟩ = ∑ i ⟨e_i ∧ n_i, Jx ∧ y⟩ = ∑ i | | | | ⟨e_i, Jx⟩ ⟨e_i, y⟩ ⟨n_i, Jx⟩ ⟨n_i, y⟩ | | | | = = −v^i⟨n_i, y⟩ − u^i⟨e_i, y⟩ = −⟨x, y⟩. Tem samym pravaØ qast~ ffkvivalentnosti (16) vypolnena, otku-

da sleduet naxe predloßenie. □

21.10. KompleksifikaciØ (14) pozvolØet rassmatrivat~ E^{2k} kak

k-mernoe (razmernost~ kompleksnaØ) kompleksnoe lineænoe pro-

stranstvo. �rmitovo skalØrnoe proizvedenie (15) opredelØ-

et estestvennoe vloßenie gruppy unitarnyh preobrazovaniæ

U (E^{2k}) v gruppu SO (E^{2k}). Po opredeleni¸ dlØ A ∈ H i l¸byh

x, y ∈ E^{2k} spravedlivo (Ax, Ay) = ⟨Ax, Ay⟩ − i⟨ζ, Ax ∧ Ay⟩ = ⟨x, y⟩ − i⟨Aζ, A(x ∧ y)⟩ = = ⟨x, y⟩ − i⟨ζ, x ∧ y⟩ = (x, y). Ots¸da sleduet vkl¸qenie

H ⊂ U (E^{2k}). (17)

Izomorfizm grupp O (k) i H, postroennyæ v lemme 21.6, i

vkl¸qenie (17) sootvetstvu¸t standartnomu vloßeni¸ gruppy

O (k) v gruppu U (k).

21.11. Iz (14),(15) neposredstvenno sleduet, qto kompleksnaØ

struktura J sohranØet bivektor ζ i ffrmitovo skalØrnoe proiz-

vedenie (15), to est~ Jη = η, (Jx, Jy) = (x, y), ∀x, y ∈ E^{2k}.

102 S. E. KOZLOV

Predloßenie. DlØ l¸boæ kompleksnoæ struktury^~J ∈ SO (E^{2k})

na E^{2k} spravedliva ffkvivalentnost~ ~Jη = η ⇐⇒ ( ~Jx, ~Jy) = (x, y), ∀x, y ∈ E^{2k}. (18) Dokazatel~stvo. ImplikaciØ sleva napravo dokazana v [13].

Pust~ dlØ kompleksnoæ struktury ~J vypolneno uslovie sprava v (18). Tak kak ~J ∈ SO (E^{2k}), to ⟨ ~J(ζ), ~J(x) ∧ ~J(y)⟩ = ⟨ ~J(ζ), ~J(x ∧ y)⟩ = ⟨ζ, x ∧ y)⟩ = ⟨ζ, ~J(x) ∧ ~J(y)⟩. Operator ~J osuwestvlØet izomorfizm ~J : Λ_2(E^{2k}) → Λ_2(E^{2k}), pofftomu iz poslednego ravenstva sleduet, qto ~Jη = η. □

Otmetim, qto v rabote [14] sformulirovany interesnye geometriqeskie svoæstva mnogoobraziØ vseh ortogonal~nyh kompleksnyh struktur v prostranstve E^{2k}.

21.12. V klasse rimanovyh mnogoobraziæ lokal~no simmetri-

qeskie prostranstva vydelØ¸tsØ trebovaniem kovariantnoæ postoØnnosti tenzora krivizny (sm. [15]). �kvivariantnost~ pl¸kkerova vloßeniØ dlØ grassmanovyh mnogoobraziæ pozvolØet dat~ fftomu svoæstvu prostoe geometriqeskoe dokazatel~stvo.

Napomnim (sm.[16], 31.3.1), qto transvekcieæ (ili sdvigom) polnogo rimanova mnogoobraziØ M vdol~ normal~noæ geodeziqeskoæ γ : (−∞, ∞) → M na rasstoØnie t nazyvaetsØ takaØ izometriØ T_t : M → M , pri kotoroæ 1) T_t(γ(s)) = γ(s + t); 2) dT_t ØvlØetsØ vdol~ γ parallel~nym perenosom.

DlØ standartnogo predstavleniØ kasatel~nogo vektora k geodeziqeskoæ γ ⊂ G^+ transvekciØ T_t ∈ SO (V ) moßet byt~ zadana ravenstvami

T_t(e_i) = e_i(t) = e_i cos λ^it + n_i sin λ^it, T_t(n_i) = n_i(t) =

= −e_i sin λ^it + n_i cos λ^it, i ∈ [1, r], T_t(e_j ) = e_j, T_t(n_α) = n_α, i, α > r.

Pri fftom ortonormirovannyæ bazis η_{iα}(t) = n_α(t) ∧ (γ(t) ⌞ e_i(t)) prostranstva T γ(t)G^+ perenositsØ vdol~ geodeziqeskoæ γ parallel~no. V silu ffkvivariantnosti deæstviØ izometrii T_t vmeste s toqkami γ(s) i γ(s + t) dvißeniem evklidova prostranstva Λ sovmewa¸tsØ i nekotorye G^+-okrestnosti fftih toqek. Iz teoremy Gaussa ([16], 15.3) o svØzi rimanovyh krivizn mnogoobraziØ i ego podmnogoobraziØ sleduet, qto ∇_{γ̇} R = 0.

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 103 Literatura

1. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. Qasti I, II. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 84–107.

2. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ.

Qast~ III. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 108–129. 3. A. N. Kostrikin, ı. I. Manin, LineænaØ algebra i geometriØ. Izd.

MGU, 1980.

4. K. Leichtweiss, Zur Riemannschen Geometrie in Grassmannschen Mannigfaltigkeiten. — Math. Z. 76, No. 4 (1961), 334–366.

5. Y.-C. Wong, Differential geometry of Grassmann manifolds. — Proc. Nat. Acad.

USA 57, No. 3 (1967), 589–594.

6. Y.-C. Wong, Sectional curvatures of Grassmann manifolds. — Proc. Nat. Acad.

USA 60, No. 1 (1968), 75–79.

7. Y.-C. Wong, Conjugate loci in Grassmann manifolds. — Bull. AMS 74, No. 2

(1968), 240–245.

8. V. Gor~kavyæ, Teorema redukcii v zadaqe vosstanovleniØ podmnogoobraziæ evklidova prostranstva po zadannomu grassmanovu obrazu. — Mat.fiz., analiz, geom. 4, No. 2 (1997), 309–333.

9. �. Artin, GeometriqeskaØ algebra. M, Nauka, 1969. 10. Dß. Vol~f, Prostranstva postoØnnoæ krivizny. M, Nauka, 1982.

11. M. Obata, The Gauss map of immersions of Riemannian manifolds in space of constant curvature. — J. Different. Geom. 2, (1968), 217–223.

12. S. E. Kozlov, Sferiqeskie otobraßeniØ i trehmernoe kruqenie poverhnosteæ v qetyrehmernyh rimanovyh mnogoobraziØh. I. — Sib. mat. ßurn.

31 No. 4 (1990), 68-76.

13. S. E. Kozlov, Ortogonal~no sovmestimye bivektory. — Ukr. geometr.

sb. Vyp. 27 (1984), 68–75.

14. A. T. Fomenko, SimplektiqeskaØ geometriØ. Metody i priloßeniØ.

Izd. MGU, 1988.

15. S. Helgason, Differencial~naØ geometriØ i simmetriqeskie prostranstva. M, Mir, 1964.

16. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Vvedenie v rimanovu geometri¸ .

S.-Peterburg, Nauka, 1994.

Kozlov S. E. Geometry of real Grassmanian manifolds. IV.

A classical geodesic immersion of the Grassmanian manifold G+_p (V ) ⊂

Λ(V ) is described by means of the exterior algebra Λ(V ). The group I_0(G^+) of isometries of the Grassmanian is described without the theory of Lie groups and algebras. Some interior and exterior properties

of Grassmanian manifolds are proved by means of the invariant Plücker

immersion. The isomorphic type of the group of rotations of the Grass-

manian manifold around one of its geodesic lines is also described.

Postupilo 10 aprelØ 1998 g.

Sankt-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ universitet