Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

S. E. Kozlov

GEOMETRI˚ VEWESTVENNYH GRASSMANOVYH MNOGOOBRAZI`. V

Qast~ V. Tenzor krivizny na vewestvennyh grassmanianah

�ta stat~Ø ØvlØetsØ prodolßeniem cikla rabot [1–3] po geometrii vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. Rabota [3] opublikovana v nastoØwem sbornike, qto predostavlØet avtoru udobnu¸ vozmoßnost~ rassmatrivat~ predislovie k [3] kak vvodnu¸ qast~ dannoæ stat~i.

§22. Preobrazovanie krivizny v grassmaniane G^+_2 (V^4)

22.1. Rassmotrim proizvedenie rimanovyh mnogoobraziæ M =

M_1 × M_2. Korotko napomnim kak po svØznostØm ∇^1, ∇^2 na somno-

ßitelØh stroitsØ svØznost~ ∇ na mnogoobrazii M i sootvetstvu¸wiæ fftoæ svØznosti tenzor krivizny. Vektornym polØm

X_1(x_1), X_2(x_2) na M_1, M_2 sopostavim vektornoe pole

X(x) = (X_1(x_1), X_2(x_2)), x = (x_1, x_2) ∈ M (1)

na mnogoobrazii M . DlØ poleæ X, Y, Z na mnogoobrazii M vida (1) po opredeleni¸ (sm. [4],7.3)

(∇_xY )(x) = (∇^1_{X1} Y^1(x_1), ∇^2_{X2} Y_2(x_2)), (2)

otkuda

[X, Y ](x) = ([X_1, Y_1](x_1), [X_2, Y_2](x_2)).

(R(X, Y )Z)(x) = (R_1(X_1, Y_1)Z_1)(x_1) + (R_2(X_2, Y_2)Z_2)(x_2). (3)

SvØznost~ ∇, zadannaØ v (2) na polØh vida (1), odnoznaqno rasprostranØetsØ na proizvol~nye vektornye polØ na M . L¸boæ vektor X ∈ T_xM moßet byt~ rasprostranen do vektornogo polØ vida (1), pofftomu formula (3) spravedliva dlØ proizvol~nyh vektornyh poleæ na M . Pri fftom indeksy 1,2 oboznaqa¸t proekcii kasatel~nogo vektora na podprostranstva T_xM_1, T_xM_2 ⊂

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96-01-00681. 104

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 105

T_xM , sootvetstvenno. PrØmoæ podsqet pokazyvaet, qto svØznost~

∇, postroennaØ po svØznostØm Levi–Qivita ∇^1, ∇^2, ØvlØetsØ edinstvennoæ svØznost~¸ Levi–Qivita na M .

22.2. Prostranstvo bivektorov Λ2(V^4) moßet byt~ razloßeno v

ortogonal~nu¸ summu (sm. 8)

Λ_2(V^4) = Λ^+ ⊕ Λ^−, Λ^+, Λ^− ⊂ Λ_2(V^4) (4)

dvuh trehmernyh sobstvennyh podprostranstv operatora Hodßa ∗, sootvetstvu¸wih sobstvennym qislam ±1. Oboznaqim qerez

S^+ ( 1 √ 2 ) ⊂ Λ^+, S^− ( 1 √ 2 ) ⊂ Λ^− (5)

dvumernye sfery radiusov^1√_2 s centrami v naqale prostran-

stva Λ_2(V^4). Togda (sm. [5]) grassmanian G^+_2 (V^4) raven summe Minkovskogo

G^+_2 (V^4) = S^+ ( 1 √ 2 ) + S^− ( 1 √ 2 ) . (6)

V sootvetstvii s (6), mnogoobrazie G^+_2 (V^4) priobretaet strukturu rimanova proizvedeniØ

G^+_2 (V^4) = S^2 ( 1 √ 2 ) × S^2 ( 1 √ 2 ) . (7)

22.3. Pust~ ω ∈ G^+_2 (V^4). Poloßim

σ^+ := Λ^+ ∩ T_ω G^+_2 (V^4), σ^− := Λ^− ∩ T_ωG^+_2 (V^4).

Togda (sm. [6])

T_ω G^+_2 (V^4) = σ^+ + σ^−. (8)

V sootvetstvii s (4), (6), (8) predstavim bivektory ω, X ∈

T_ωG^+_2 (V^4) v vide

ω = ω^+ + ω^−, X = X^+ + X^−, X^+ ∈ σ^+ = T_ω+ S^+, X^− ∈ σ^− = T_ω� S^−. (9) Iz (3), (6), (8) sleduet

R(u, v)w = R^+(u^+, v^+)w^+ + R^−(u^−, v^−)w^−, (10)

gde qerez R, R^+, R^− oboznaqeny preobrazovaniØ krivizny v mnogoobraziØh G^+_2 (V^4), S^+, S^− sootvetstvenno.

106 S. E. KOZLOV

V rimanovyh mnogoobraziØh M s postoØnnoæ sekcionnoæ kriviznoæ K preobrazovanie krivizny imeet vid (sm. [4], 14(39)) R(u, v)w = K[⟨w, v⟩u − ⟨w, u⟩v]. (11) Tak kak R^+, R^− ØvlØ¸tsØ preobrazovaniØmi krivizny dvuh sfer s radiusami^1√_2 , to iz (10), (11) poluqaetsØ vyraßenie dlØ preobrazovaniØ krivizny grassmaniana G^+_2 (V^4) R(u, v)w = 2[⟨w^+, v^+⟩u^+ − ⟨w^+, u^+⟩v^+ + ⟨w^−, v^−⟩u^− − ⟨w^−, u^−⟩v^−]. (12)

22.4. Rassmotrim ortonormirovannyæ bazis {e1, e2, n1, n2} pro-

stranstva V . Po troæke vektorov ω = e_1 ∧ e_2, ξ_1 = n_1 ∧ e_2, ξ_2 =

e_1 ∧ n_2 postroim vpolne geodeziqeskiæ ploskiæ tor Φ (sm. 15),

zadavaemyæ parametrizacieæ

ρ(x) = ρ(x^1, x^2) = exp_ω(x^1ξ_1 + x^2ξ_2), x = (x^1, x^2) ∈ R^2. (13)

Vdol~ tora Φ opredeleno rassloenie bazisov prostranstva V^4

e_i(x) = e_i cos x^i + n_i sin x^i, n_i(x) = −e_i sin x^i + n_i cos x^i, i = 1, 2. (14)

V kaßdoæ toqke ρ(x) tora Φ rassmotrim ortonormirovannyæ bazis η_{iα}(x) prostranstva T_{ρ(x)}G^+_2 (V^4)

η_{iα}(x) := n_α(x) ∧ (ρ(x) ⌞ e_i(x)), i, α ∈ [1, 2]. (15)

Pri fftom η_{21}(x) = e_1 ∧ n_1 = const, η_{12}(x) = n_2 ∧ e_2 = const. Tak kak tor Φ ploskiæ i vpolne geodeziqeskiæ, to vektora

ξ_i(x) = η_{ii}(x) = ∂ρ ∂x^i (x), i = 1, 2

obrazu¸t parallel~nye vdol~ tora Φ polØ. Tem samym dokazano

Predloßenie. Nabor η(x) = {ηiα(x)} (sm. (15)) obrazuet paral-

lel~noe vdol~ Φ pole ortonormirovannyh bazisov prostranstv T_{ρ(x)}G^+_2 (V^4).

�to utverßdenie pozvolØet opredelit~ pravilo parallel~nogo perenosa vektorov vdol~ tora Φ. Kaßdyæ takoæ perenos moßet byt~ osuwestvlen dvißeniem iz SO (V ), zadannym formulami (14). V silu ffkvivariantnosti pl¸kkerova vloßeniØ (sm. 20.1), pole tenzora krivizny vdol~ tora Φ budet parallel~nym (sr. s [4], 31.2.1).

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 107

22.5. Fiksiruem paru (ω, X) ∈ T G^+_2 (V^4). V standartnom bazise

fftoæ pary budet ω = e_1 ∧ e_2, X = λ^1η_{11} + λ^2η_{22} = λ^1ξ_1 + λ^2ξ_2. Po vektoram ξ_1, ξ_2 postroim tor (13). Pust~ Y ∈ T_ω G^+_2 (V^4). V fftom punkte my vyqislim operator

L_X : T_ω G^+ → T_ω G^+, L_X (Y ) := R(Y, X)X. (16)

Esli Y ∈ T_ω Φ, to iz 22.4 sleduet R(Y, X)X = 0. Pust~ Y ⊥T_ωΦ. DlØ togo, qtoby vospol~zovat~sØ formuloæ (12) pereædem ot bazisa {η_{iα}} k novomu bazisu {X^+, X^−, η^+, η^−}, gde

X^+ = 1 2 (X + ∗X) = λ^1 − λ^2 √ 2 (η_{11} − η_{22}),

X^− = 1 2 (X − ∗X) = λ^1 + λ^2 √ 2 (η_{11} + η_{22}), η^+ = 1 √ 2 (η_{12} + η_{21}),

η^− = 1 √ 2 (−η_{12} + η_{21}); X^+, η^+ ∈ σ^+, X^−, η^− ∈ σ^−.

(17)

Tak kak Y ⊥T_ωΦ, to ego moßno predstavit~ v vide

Y = μ_+η^+ + μ_−η^−. (18)

Po formule (12), s uqetom (17), (18), nahodim

L_X (Y ) = R(Y, X)X = (λ^1 − λ^2)^2μ_+η^+ + (λ^1 + λ^2)^2μ_−η^−. (19)

22.6. Iz (19) vidno, qto vektory η^± ØvlØ¸tsØ sobstvennymi vek-

torami samosoprØßennogo operatora L_X dlØ l¸bogo X ∈ T_ω Φ. Budem sqitat~, qto operator L_X deæstvuet na ortogonal~nom dopolnenii X^⊥ vektora X v kasatel~nom prostranstve T_ωG^+_2 (V^4). Pust~ v razloßenii (9) dlØ vektora X sostavlØ¸wie X^+, X^− ≠ 0, to est~

X /∈ σ^+ ∪ σ^−. (20)

V fftom sluqae razmernost~ prostranstva σ(X) = Lin (X, ∗X) ravna dvum. Plowadka σ(X) kasaetsØ tora Φ, pofftomu ona ØvlØetsØ sobstvennym podprostranstvom operatora L_X , sootvetstvu¸- wim nulevomu sobstvennomu qislu. NapravleniØ [σ(X) ∩ σ^+]^⊥ i

[σ(X) ∩ σ^−]^⊥ sovpada¸t s napravleniØmi vektorov η^+, η^−. Zdes~

ime¸tsØ vvidu ortogonal~nye dopolneniØ v plowadkah σ^+, σ^−. Iz (19) sleduet, qto ffti napravleniØ sobstvennye dlØ L_X i sootvetstvu¸t sobstvennym qislam (λ^1 − λ^2)^2, (λ^1 + λ^2)^2.

108 S. E. KOZLOV

Pust~ (20) ne vypolneno. Iz (17) vytekaet, qto ffto trebovanie ffkvivalentno vypolneni¸ odnogo iz ravenstv λ^1 = ±λ^2. Pri

X ∈ σ^+ (λ^1 = −λ^2) plowadka σ^− ØvlØetsØ sobstvennym podpro-

stranstvom L_X s nulevym sobstvennym qislom. Sobstvennomu vektoru X^⊥ (v σ^+) sootvetstvuet sobstvennoe qislo 4λ^2_1 = 2|X|^2. Sluqaæ X ∈ σ^− analogiqen rassmotrennomu. Zametim, qto

(λ^1 ± λ^2)^2 = 2|X^±|^2 = |X ± ∗X|^2.

22.7. Iz (19) neposredstvenno poluqaetsØ vyraßenie dlØ kri-

vizny Rimana k(X, Y ), Y ∈ X^⊥ i sekcionnoæ krivizny K_{X∨Y} (ptiqka oboznaqaet vnexnee proizvedenie v algebre Λ(Λ_2(V^4)))

k(X, Y ) = ⟨R(Y, X)X, Y ⟩ = ⟨L_X Y, Y ⟩ = (λ^1 − λ^2)^2μ^2_+ + (λ^1 + λ^2)^2μ^2_−. K_{X∨Y} = k(X, Y ) |X ∧ Y |^2 = (λ^1 − λ^2)^2 (λ^1)^2 + (λ^2)^2 · μ^2_+ μ^2_+ + μ^2_− + (λ^1 + λ^2)^2 (λ^1)^2 + (λ^2)^2 · μ^2_− μ^2_+ + μ^2_− . Iz poslednego ravenstva sleduet, qto sekcionnaØ krivizna v grassmaniane G^+_2 (V^4) menØetsØ v promeßutke ot nulØ do dvuh.

§23. Preobrazovanie krivizny v standartnom bazise prostranstva TωG^+_p (V^n)

23.1. V toqke ω ∈ G^+ rassmotrim standartnyæ bazis η = {ηiα} ka-

satel~nogo prostranstva T_ω G^+. Analogiqno (13) postroim vpolne geodeziqeskiæ ploskiæ tor Φ (sm. 15), zadavaemyæ parametrizacieæ

ρ(x) = exp_ω(xξ^⊤), x = (x^1, · · · , x^{r0} ) ∈ R^{r0}, ξ = (ξ_1, · · · , ξ_{r0} ), ξ_i =η_{ii} = n_i ∧ (ω ⌞ e_i), 1 ⩽ i ⩽ r_0 = min(p, q). (1) Sußenie nakrytiØ ρ : R^{r0} → Φ na okrestnost~ U := {x ∈ R^{r0}||x| < π} ØvlØetsØ izometrieæ okrestnosti U na ~U := ρ(U ) (sm. 15.1). DlØ kaßdoæ toqki x ∈ R^{r0} opredelim dvißenie D(x) ∈ SO (V ), perevodØwee bazis (e, n) v bazis (e(x), n(x)) po pravilu

e_i(x) = e_i cos x^i + n_i sin x^i, n_i(x) = −e_i sin x^i + n_i cos x^i, i ∈ [1, r_0],

e_j (x) = e_j , n_α(x) = n_α, j, α > r_o. (2)

Pust~ τ ∈ ~U ⊂ Φ i x = ρ^{−1}(r) ∈ U ⊂ R^{r0}. Nabor vektorov η(τ ) = η(x) = D(x)η = {η_{iα}(x) = n_α(x) ∧ (ρ(x) ⌞ e_i(x))}

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 109 obrazuet ortonormirovannyæ bazis prostranstva T_τ G^+. Pri fftom

ξ_i(x) ∈ T_τ Φ, η_{iα}(x) ∈ N_τ Φ (pri α ≠ i).

Legko videt~, qto D ∂x^i (η_{iα}(x)) = 0,

pofftomu pole bazisa η(x), x ∈ U opredelØet parallel~nyæ perenos vdol~ okrestnosti ~U ⊂ Φ. V silu ffkvivariantnosti deæstviØ gruppy SO (V ) pole tenzora krivizny vdol~ fftoæ okrestnosti budet parallel~nym.

Zametim, qto pri (p, n) = (2, 4) pole bazisa η(τ ) rasprostranØetsØ na ves~ tor Φ (sm. 22.4). DlØ proizvol~nyh razmernosteæ takoe rasprostranenie, voobwe govorØ, nevozmoßno.

Lemma. Pust~ X, Y ∈ TωG^+∩G^+. Prostranstva V (∗ωX) i V (∗ωY )

vpolne ortogonal~ny. Togda

R(X, Y ) = 0. (3)

Dokazatel~stvo. V (3) pod R(X, Y ) ponimaetsØ kososimmetri-

qeskiæ ffndomorfizm R(X, Y ) : Z → R(X, Y )Z. Polivektory

X, Y razloßimy, pofftomu razloßimymi ØvlØ¸tsØ i bivektory ∗_ωX, ∗_ωY ∈ Λ_{1,1}(V_ω ). Znaqit naædetsØ takaØ ortonormirovannaØ

qetverka vektorov e_1, e_2, n_1, n_2, qto

∗_ωX = e_1 ∧ n_1, ∗_ωY = e_2 ∧ n_2, X = n_1 ∧ (ω ⌞ e_1), Y = n_2 ∧ (ω ⌞ e_2).

Dopolnim pary (e_1, e_2), (n_1, n_2) do ortonormirovannyh bazisov

e, n prostranstv V_ω, V^⊥_ω tak, qto ω = e_1 ∧ · · · ∧ e_p. Togda dlØ in-

ducirovannogo bazisa η prostranstva T_ωG^+ i sootvetstvu¸wego tora Φ budet X, Y ∈ T_ωΦ. Iz 23.1 sleduet, qto troæku kasatel~- nyh vektorov X, Y, Z ∈ T_ωG^+ moßno rasprostranit~ (lokal~no) do parallel~nyh poleæ vdol~ ploskogo vpolne geodeziqeskogo tora Φ, otkuda sleduet (3). □

23.2. V §18 po pare (ω, Ω), Ω ⊂ TωG^+ postroeno nekotoroe vpolne

geodeziqeskoe podmnogoobrazie ~G^+ ⊂ G^+, dlØ kotorogo

ω ∈ ~G^+, Ω ⊂ T_ω ~G^+. (4)

110 S. E. KOZLOV Podmnogoobrazie ~G^+ izometriqno (i daße kongruffntno v evklidovom prostranstve Λ(V )) grassmanianu ^G^+ = G^+_{p̃} ( ~V ) dlØ nekotorogo ~p ⩽ ~n = dim ~V , ~V = V (∗_ωΩ) (sm. 18.2). Takim obrazom, dlØ izometrii I : ^G^+ → ~G^+ (sm. 18(7)) budet R(u, v)w = I(R(^u, ^v) ^w), gde ^x := I^{−1}(x). (5) Zdes~ otoßdestvleny preobrazovaniØ I s dI, tak kak izometriØ I ØvlØetsØ sußeniem nekotorogo lineænogo preobrazovaniØ ~I ∈

Gl(Λ(V )). Iz fftogo ravenstva neposredstvenno vytekaet

Predloßenie. Pust~ u, v, w ∈ Ω; λ, μ, ν ∈ R. Togda spravedliva

implikaciØ R(^u, ^v) ^w = λ^u + μ^v + ν ^w =⇒ R(u, v)w = λu + μv + νw. (6) 23.3. Iz (3) sleduet, qto u, v ∈ T_ωΦ =⇒ R(u, v)w = 0, ∀w ∈ T_ωG^+. (7) Iz lemmy 23.1 i toßdestva ˚kobi R(u, v)w+R(v, w)u+R(w, u)v = 0 vytekaet

Predloßenie. Pust~ vektora u, v, w ∈ η = {ηiα}. Togda

R(u, v)w ≠ 0 =⇒ dim[V (∗_ω(u) ∩ V (∗_ω(v))] > 0,

dim[V (∗_ω(u)) ∩ V (∗_ω(w))] + dim[V (∗_ω(v)) ∩ V (∗_ω(w))] > 0. (8)

Rassmotrim podprostranstvo Ω := Lin (u, v, w) ⊂ T_ωG^+, u, v, w ∈ η. Iz (8) sleduet

R(u, v)w ≠ 0 =⇒ 3 ⩽ dim ~V ⩽ 4, ~V = V ((∗_ω(Ω)). (9)

23.4. Pust~ v = w = ηii = ξi. Esli pri nekotorom u ∈ η budet

R(u, v)w ≠ 0, to iz (8) sleduet u = { η_{iα}, α ∈ [1, q], α ≠ i, η_{ji}, j ∈ [1, p], j ≠ i. (10)

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 111 Znaqit dim ~V = 3 i ~p = 1, 2. V fftom sluqae mnogoobraziØ ^G^+ i

~G^+ izometriqny dvumernoæ ediniqnoæ sfere, otkuda

R(u, ξ_i)ξ_i = u. (11)

23.5. Pust~ v = ξi, w = ξj , i < j. Togda, esli R(u, v)w ≠ 0, to iz

(8) sleduet

u = 1)η_{ij} ili 2)η_{ji}. (12)

Pri fftom

~V = Lin (e_i, e_j, n_i, n_j), ~p = dim( ~V ∩ V_ω) = 2. (13)

DlØ variantov 1), 2) v (12) pary (ω, Ω_1) i (ω, Ω_2) raznye. No, v silu (13), mnogoobraziØ ^G^+ i ~G^+, postroennye po fftim param, sovpada¸t. V kaßdom iz sluqaev 1), 2) v kaqestve ω_0 (sm. 18) moßno vybrat~ (p − 2)-vektorov ω ⌞ (e_i ∧ e_j ) = (−1)^{i+j} e_1 ∧ · · · ∧

^e_i ∧ · · · ∧ ^e_j ∧ · · · ∧ e_p. (Zdes~ xapoqka oznaqaet otsutstvie soot-

vetstvu¸wego fflementa). Togda, oboznaqaØ ^x = I^{−1}(x) = x ⌞ ω_0, nahodim ^ω = e_i ∧ e_j , ^ξ_i = n_i ∧ e_j , ^ξ_j = e_i ∧ n_j, ^η_{ij} = n_j ∧ e_j , ^η_{ji} = e_i ∧ n_i, ^ξ_i, ^ξ_j , ^η_{ij}, ^ξ_{ji} ∈ T_ω ^G^+. (14) DlØ kaßdoæ pary indeksov 1 ⩽ i < j ⩽ r_0 opredelim vektora

η^+_{ij} = 1 √ 2 (η_{ij} + η_{ji}), η^−_{ij} = 1 √ 2 (−η_{ij} + η_{ji}). Kak sleduet iz 23(8) pri {m, k} ≠ {i, j} R(η_{ij}, ξ_m)ξ_k = 0, pofftomu

dlØ vektorov X =^{r0} ∑ i=1 λ^iξ_i i Y = ∑ i<j6r0^{[Y} ij + η^+_{ij} + Y^{ij}_− η^−_{ij}] iz ravenstv

22(19), 23(6) sleduet L_X = R(Y, X)X = ∑ i<j6r0^{[(λ} i − λ^j )^2Y^{ij}_+ η^+_{ij} + (λ^i + λ^j)^2Y^{ij}_− η^−_{ij}]. (15)

23.6. Kanoniqeskoe razloßenie vektora X ∈ TωG^+ opredelØet

harakteristiki pary (ω, X) (sm. 18.2):

~V = Lin {e_i, n_i}^r_{i=1}, E = Lin {e_i}^r_{i=1}, E^⊥ = Lin {n_i}^r_{i=1},

E_⊥ = V (ω ⌞(e_1 ∧ · · · ∧ e_r )), E^⊥ = V (n_1 ∧ · · · ∧ n_q) ⌞ (n_1 ∧ · · · ∧ n_r ),

112 S. E. KOZLOV ~n = 2r, ~p = ~q = r. (16) �lement (ω, X) opredelØet nekotoroe invariantnoe ortogonal~- noe razloßenie prostranstva T_ωG^+. Zdes~ pod invariantnost~¸ ponimaetsØ nezavisimost~ upomØnutogo razloßeniØ ot vybora bazisov e = {e_i}, n = {n_α}. DlØ podprostranstv A ⊂ V_ω , ⊂ V^⊥_ω vvedem oboznaqenie T (A, B) = {Lin{n ∧ (ω ⌞e} | e ∈ A, n ∈ B}. Togda

T_ωG^+ = T_1(E, E^⊥)^⊥⊕ T_2(E, E^⊥)^⊥⊕ T_3(E_⊥, E^⊥)^⊥⊕ T_4(E_⊥, E^⊥ ), (17)

T_1(E, E^⊥) = T^1_1 (Φ)^⊥⊕ T^2_1 (Φ),

gde T^1_1 (Φ) := Lin (ξ_i), T^2_1 (Φ) := Lin (η_{ij}), i ≠ j, i, j ∈ [1, r]). (18)

Slagaemye v formule (18), voobwe govorØ, zavisØt ot vybora bazisov e, n. Odnako dve l¸bye pary takih slagaemyh moßno sovmestit~ povorotom vokrug geodeziqeskoæ exp_ω(tX) (sm. 21).

23.7. V sootvetstvii s formulami (17), (18) l¸boæ vektor Y ∈

T_ωG^+ razlagaetsØ v ortogonal~nu¸ summu

Y = Y^1_1 + Y^2_1 + Y_2 + Y_3 + Y_4. (19)

Vektora X i Y^1_1 kasa¸tsØ vpolne geodeziqeskogo ploskogo tora exp_ω T^1_1 (Φ), pofftomu L_X (Y^1_1 ) = R(Y^1_1 , X)X = 0. Vektor L_X (Y^2_1 ) vyqislØetsØ po formule (15). SostavlØ¸waØ Y_4 moßet byt~ razloßena po polivektoram η_{jα} pri j, α > r. Iz 23.3 vytekaet, qto

R(Y^4, X)X = 0. Vektor Y_2 moßno predstavit~ v vide lineænoæ

kombinacii bazisnyh polivektorov η_{iα} pri α > r. Iz 23(8), 23(11) sleduet, qto R(η_{iα}, ξ_k)ξ_m = { 0, {i, α} ≠ {k, m}, η_{iα}, {i, α} = {k, m}, (20)

Predstavim Y_2 v vide Y_2 = ∑_r i=1 α_iY^i_2 , gde Y^i_2 = N^i ∧ (ω ⌞ e_i), N^i ∈ E^⊥ , ⟨Y^i_2 , Y^j_2 ⟩ = δ_{ij} . Ispol~zuØ (20), nahodim

L_X Y_2 = r∑ i=1 (λ^i)^2α_iY^i_2 . (21)

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 113 AnalogiqnaØ formula imeet mesto i dlØ sostavlØ¸weæ Y_3.

23.8. Iz 23.7, (15) vytekaet, qto podprostranstva T4 i T^1_1 v (17),

(18) ØvlØ¸tsØ sobstvennymi podprostranstvami operatora L_X s nulevym sobstvennym znaqeniem. Nabory η^+ = {η^+_{ij}}, η^− = {η^−_{ij}},

1 ⩽ i < j ⩽ r sostoØt iz sobstvennyh vektorov operatora L_X s

sobstvennymi qislami (λ^i − λ^j )^2, (λ^i + λ^j )^2, sootvetstvenno. Prostranstva T^i_2 := {n ∧ (ω ⌞ e_i) | n ∈ E^⊥ }, T^i_3 := {n_i ∧ (ω ⌞ e) | e ∈ E_⊥}, i ∈ [1, r] (22)

ØvlØ¸tsØ sobstvennymi podprostranstvami operatora L_X , sootvetstvu¸wimi sobstvennomu qislu (λ^i)^2. Takim obrazom vsØkiæ vektor Y ∈ T_ω G^+ priobretaet razloßenie po ortonormirovannomu bazisu iz sobstvennyh vektorov operatora L_X

Y = (Y^1_1 + Y_4) + ∑ i<j6r^{[Y} ij + η^+_{ij} + Y^{ij}_− η^−_{ij}] + r∑ i=1 α_iY^i_2 + r∑ i=1 β_iY^i_3 . (23)

Rez¸miruem naxi rassmotreniØ, sformulirovav teoremu.

Teorema. Pust~ X, Y ∈ TωG^+. Po pare (ω, X) ∈ T G^+ postroeny

kanoniqeskoe razloßenie vektora X i razloßenie (23) dlØ vektora Y . Togda L_X (Y ) = R(Y, X)X = ∑ i<j6r^{[(λ} i − λ^j )^2Y^{ij}_+ η^+_{ij} + (λ^i + λ^j )^2Y^{ij}_− η^−_{ij} ]+

+ r∑ i=1 (λ^i)^2α_iY^i_2 + r∑ i=1 (λ^i)^2β_iY^i_3 . (24)

Zametim, qto bazis prostranstva T_ω G^+, sostoØwiæ iz sobstvennyh vektorov operatora L_X (sm. 23.8), ØvlØetsØ sobstvennym dlØ operatora L_{eX} pri l¸bom ~X ∈ T^1_1 (Φ). Esli r = r_0, to Y_4 i hotØ by odno iz dvuh poslednih slagaemyh v (23) obratitsØ v nol~.

§24. Dvumernye napravleniØ ffkstremal~nyh sekcionnyh krivizn

24.1. Rassmotrim paru nekollinearnyh vektorov X, Y ∈ Tω G^+.

Po kanoniqeskomu razloßeni¸ vektora X postroim razloßenie

114 S. E. KOZLOV 23(23) dlØ vektora Y . Iz 23(24) sleduet k(X, Y ) = ⟨R(Y, X)X, Y ⟩ = ⟨L_X (Y ), Y ⟩ = ∑ i<j6r^{[(λ} i − λ^j )^2(Y^{ij}_+ )^2+

+(λ^i + λ^j )^2(Y^{ij}_− )^2] + r∑ i=1 (λ^i)^2α^2_i + r∑ i=1 (λ^i)^2β^2_i . (1)

Formula (1) dlØ krivizny Rimana pozvolØet dat~ novye dokazatel~stva rØdu utverßdeniæ, otnosØwihsØ k sekcionnoæ krivizne grassmaniana G^+.

Predloßenie (sm. [7]). Sekcionnye krivizny Kσ grassmaniana

G^+ izmenØ¸tsØ v promeßutke [0, 2] pri r_0 > 1, i toßdestvenno ravny 1 pri r_0 = 1.

Dokazatel~stvo. Pri r0 = 1 grassmanian G^+ izometriqen edi-

niqnoæ sfere, pofftomu ego sekcionnye krivizny postoØnny i ravny 1. Pust~ r_0 > 1. DlØ dannoæ plowadki σ vyberem takie ortonormirovannye vektory X, Y , qto σ = V (X ∨ Y ). Togda (sm. 23(23)) |X|^2 = ∑_r i=1(λ^i)^2 = 1 i K_σ = K_{X∨Y} = k(X, Y ) = ⟨L_X (Y )Y ⟩ ⩽ ⩽ max{(λ^i + λ^j )^2, (λ^i − λ^j)^2, (λ^i)^2} ⩽ max{2(λ^i)^2 + 2(λ^j )^2} ⩽ 2.

V silu (1) sekcionnaØ krivizna K_σ ne otricatel~na. □

24.2. Privedem prØmoæ podsqet krivizny Riqqi, ranee vyqi-

slennoæ (sm. 20.7) s ispol~zovaniem sferiqeskogo otobraßeniØ grassmaniana G^+. Pri |X| = 1 krivizna Ric (X) ravna sledu operatora L_X , sußennogo na podprostranstvo X^⊥ (ortogonal~noe dopolnenie v T_ω G^+). Iz 23(19), (1) sleduet

Ric (X) = ∑ i<j6r^{[(λ} i − λ^j )^2 + (λ^i + λ^j )^2] + dim E^⊥ r∑ i=1 (λ^i)^2+

+ dim E_⊥ r∑ i=1 (λ^i)^2 = 2(r − 1) + (q − r) + (p − r) = n − 2. (2)

(sr. s [7]).

Iz (2) nahodim skadØrnu¸ kriviznu ffænxteænova mnogoobraziØ G^+ ([4], 14.9.4) K = pq(n − 2). (3)

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 115

24.3. Vaßnoæ vnexneæ harakteristikoæ pl¸kkerova vloßeniØ

G^+ ⊂ Λ_p(V ) ØvlØetsØ dlina |B| vtoroæ osnovnoæ formy fftogo

vloßeniØ (sm. [8], 5.2.4). Po formule ([8], 5.2(22)) budet

|B|^2 = (pq)^2|H|^2 − K. (4)

Modul~ vektora sredneæ krivizny podmnogoobraziØ G^+ raven 1 (sm. 20(1)). Iz (3), (4) sleduet |B| = √ 2pq = √ 2 dim G^+. (5)

(sr. s [9]).

24.4. V punkte 23.5 po pare (ω, Lin (ξi, ξj)) postroeno vpolne

geodeziqeskoe podmnogoobrazie ~G^+, kongruffntnoe mnogoobrazi¸

^G^+_2 (V 4). Poslednee mnogoobrazie predstavimo v vide summy

Minkovskogo dvuh 2-sfer s radiusami^1√_2 . Pofftomu sekcionnaØ krivizna mnogoobraziØ G^+ v napravlenii sloev fftoæ summy maksimal~na i ravna 2. Imeet mesto obrawenie fftogo fakta.

Teorema. Pust~ sekcionnaØ krivizna Kσ grassmaniana G^+ v na-

pravlenii 2-plowadki σ ⊂ T_ωG^+ ravna dvum. Togda mnoßestvo exp_ω σ ØvlØetsØ vpolne geodeziqeskoæ dvumernoæ sferoæ S^2 (_{1√} 2 ) , standartno raspoloßennoæ v nekotorom trehmernom podprostranstve prostranstva Λ_p(V ).

Dokazatel~stvo. V plowadke σ rassmotrim ortonormirovan-

nyæ bazis {X, Y }. Po uslovi¸ K_σ = k(X, Y ) = ⟨L_X (Y ), Y ⟩ =

= max

Z∈X?_{,|Z|=1}⟨L^X (Z), Z⟩ = 2. Pofftomu vektor Y ØvlØetsØ sobstvennym vektorom operatora L_X s sobstvennym qislom λ = 2. Tak kak |X| = ∑_r i=1(λ^i)^2 = 1, to iz (1) sleduet, qto dlØ nekotoroæ

pary indeksov i < j ⩽ r budet λ^i, λ^j = ± 1 √ 2 , λ^k = 0, k ≠ i, j; X = λ^iξ_i + λ^j ξ_j , Y = ±η^{+(−)}_{ij} .

Pust~ dlØ opredelennosti λ^i = −λ^j =^1√_2 , Y = η^+_{ij}. Drugie kombinacii znakov rassmatriva¸tsØ analogiqno. V mnogoobrazii

^G_2( ~V 4), postroennom po pare (ω, Lin (ξ_i, ξ_j)) budet (sm. 23(14)) ^ω = e_i∧e_j, ^X = 1 √ 2 (n_i∧e_j −e_i∧n_j), ^Y = ^η^+_{ij} = 1 √ 2 (n_j ∧e_j +e_i∧n_i). (6)

116 S. E. KOZLOV Orientiruem prostranstvo ~V^4, vybrav v nem pravyæ bazis

{e_i, e_j, n_i, n_j}. Togda dlØ operatora Hodßa ∗ : Λ_2( ~V^4) → Λ_2( ~V^4) iz

(6) vytekaet ∗ ^X = ^X, ∗ ^Y = ^Y , to est~ X = X^+ , Y = Y^+. Iz 22(10) sleduet, qto vektory ^X, ^Y kasa¸tsØ vpolne geodeziqeskoæ sfery ^S^+ (_{1√} 2 ) . Otobraßenie I : ^G^+ → ~G (sm. 17(8)) osuwestvlØet kongruffnci¸ (v Λ(V )) mnogoobraziØ ^G^+ na vpolne geodeziqeskoe podmnogoobrazie ~G^+ ⊂ G^+. Pri fftom I(^ω) = ω, I( ^X) = X, I( ^Y ) = Y , otkuda sleduet utverßdenie teoremy. □ (Sr. s [10]).

24.5 Kanoniqeskoe razloßenie vektora X ∈ TωG^+ opredelØet

nekotorye ortonormirovannye bazisy (e, n), η prostranstv V i

T_ωG^+. Po bazisu (e, n) (sm. 23.1) stroitsØ vpolne geodeziqeskiæ

ploskiæ tor Φ_X , kasa¸wiæsØ vektora X v toqke ω. Pri vyqislenii gruppy vraweniæ H^0_γ (sm. 21) grassmaniana G^+ vokrug geodeziqeskoæ γ = exp_ω(tX) poluqeno ortogonal~noe razloßenie prostranstva V v summu invariantnyh podprostranstv fftoæ gruppy. Pri kaßdom vrawenii A ∈ H^0_γ tor Φ_X perehodit v tor Φ_X (A), postroennyæ po bazisu (Ae, An). SekcionnaØ krivizna mnogoobraziØ G^+ v l¸bom dvumernom napravlenii σ, kasa¸wemsØ tora

Φ_X (A) ravna nul¸. OkazyvaetsØ, qto spravedlivo i obratnoe

utverßdenie, a imenno, verna

Teorema. Pust~ sekcionnaØ krivizna mnogoobraziØ G^+ v napra-

vlenii plowadki σ = Lin (X, Y ) ⊂ T_ωG^+ ravna nul¸. Togda suwestvuet vrawenie A ∈ H^0_γ , dlØ kotorogo σ ⊂ T_ωΦ_X (A).

Lemma. Pust~ vektor X ∈ TωG^+_k (V^{2k}) v bazise (e, n) imeet kano-

niqeskoe razloßenie

X = ξ_1 + · · · + ξ_k. (7)

Vektor Y ∈ T_ωG^+_k (V^{2k}) ne kollinearen X i k(X, Y ) = 0. Togda suwestvuet takoe vrawenie A ∈ H^0_γ , qto σ = Lin (X, Y ) ⊂ T_ω Φ_X (A).

Dokazatel~stvo. Pri uslovii (7) predstavlenie 23(23) dlØ

vektora Y primet vid

Y = Y_0 + Y_1, Y_0 = k∑ i=1 ν_iξ_i ∈ T_ω Φ_X ,

Y_1 = ∑ i<j6k^{[Y} ij + η^+_{ij} + Y^{ij}_− η^−_{ij}]⊥T_ωΦ_X . (8)

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 117 Tak kak k(X, Y ) = 0, to iz (1), 23(8) sleduet, qto Y^{ij}_− = 0. Pri vrawenii A ∈ H^0_γ k-vektor ω nepodvißen, pofftomu po teoreme 21.7 gruppa H^0_γ izomorfna SO (V_ω). �tot izomorfizm opisan v 21.6. Vrawenie A ∈ H^0_γ perevodit bazis (e, n) v (Ae, An). V sootvetstvii s fftim menØetsØ i razloßenie (8) dlØ vektora Y . Po soobraßeniØm kompaktnosti naædetsØ takoæ fflement A_0 ∈ H^0_γ , pri kotorom v razloßenii (8), sootvetstvu¸wem bazisu (A_0e, A_0n) dostigaetsØ min | ∑ i<j Y^{ij}_+ η^+_{ij}|(Y^{ij}_− = 0). Pust~ fftot minimum re-

alizuetsØ na razloßenii (8). Pokaßem, qto pri fftom vektor Y_1 obrawaetsØ v nol~. Fiksiruem paru indeksov i < j ⩽ k i zadadim preobrazovanie A_{ij}(φ) ∈ H^0_γ (sm. 21.6) ravenstvami

e_i = cos φ~e_i + sin φ~e_j , n_i = cos φ~n_i + sin φ~n_j , e_m = ~e_m, m ≠ i, j,

e_j = − sin φ~e_i + cos φ~e_j , n_j = − sin φ~n_i + cos φ~n_j , n_m = ~n_m, m ≠ i, j. (9) Tak kak l¸boe preobrazovanie gruppy H^0_γ ostavlØet toqku ω na meste, to ffta gruppa kommutiruet s preobrazovaniem ∗_ω (sm. 20.2). Pofftomu v razloßenii

∗_ωY = ∗_ωY_0 + ∗_ωY_1 = k∑ α=1 ν_αζ_{αα} + ∑ 16α<β6k^Y αβ + ζ^+_{αβ} = k∑ α=1 ν_αe_α ∧ n_α+

+ 1 √ 2 ∑ 16α<β6k^Y αβ + (e_α ∧ n_β + e_β ∧ n_α), (10)

sootvetstvu¸wem razloßeni¸ (8), modul~ vtorogo slagaemogo minimalen. PodstavlØØ vyraßeniØ (9) dlØ e_α(φ), n_α(φ) v (10), nahodim

ν_iξ_i+ν_jξ_j = √ 2 cos φ sin φ(ν_i − ν_j)~ζ_{ij} + ~Δ_{ij},

ζ^+_{αj} = − sin φζ^+_{αi} + cos φζ^+_{αj} , α < j, α ≠ i, ζ^+_{iβ} = cos φζ^+_{iβ} + sin φζ_{iβ} , β > i, β ≠ j, ζ^+_{ij} =(cos^2 φ − sin^2 φ)ζ^+_{ij} + ~δ_{ij} ,

(11)

gde ~Δ_{ij}, ~δ_{ij} ∈ T_ωΦ_X (A_{ij}(φ)).

Iz (9), (10), (11) sleduet

|∗_ω Y_1(φ)|^2 = C +[ √ 2 cos φ sin φ(ν_i −ν_j)+(cos^2 φ−sin^2 φ)(Y^{ij}_+ )]^2, (12)

118 S. E. KOZLOV gde C ne zavisit ot φ. Tak kak levaØ qast~ (12) pri φ = 0 dostigaet minimuma, to^d_{dφ} | ∗_ω Y_1(φ)|^2(0) = 0, otkuda

(ν_i − ν_j)Y^{ij}_+ = 0.

Pofftomu, esli (ν_i − ν_j) ≠ 0, to Y^{ij}_+ = 0. Pust~ (ν_i − ν_j) = 0. Togda

| ∗_ω Y_1(φ)|^2 − | ∗_ω Y_1(0)|^2 = − sin^2 2φ(Y^{ij}_+ )^2 ⩾ 0.

Otkuda vytekaet, qto Y^{ij}_+ = 0 dlØ l¸byh 1 ⩽ i < j ⩽ k. Znaqit vektora ∗_ωY_1 i Y_1 obrawa¸tsØ v nol~. □

24.7. Dokazatel~stvo teoremy 24.5. Kanoniqeskomu razloße-

ni¸ vektora X sootvetstvuet razloßenie 23(23) dlØ vektora Y . Bivektor ∗_ωY_4 imeet kanoniqeskoe razloßenie po prostym vpolne ortogonal~nym bivektoram vida ē_k ∧ n̄_α, gde ē_k ∈ E_⊥, n̄_α ∈

E^⊥ , k, α > r (sm. 23.6). Nabory {e_i}, {n_i} (sm. 23.(16)) i ∈ [1, r]

moßno dopolnit~ do bazisa (ē, n̄) vektorami ē_k, n̄_α. Bazisy (e, n) i (ē, n̄) moßno sovmestit~ nekotorym vraweniem A ∈ H^0_γ , ostavlØ- ¸wim vektora Y^1_1 , Y^2_1 , Y_2, Y_3 v 23(19) na meste, i perevodØwim Y_4 v kasatel~nyæ k toru Φ_X (A) vektor.

Ne naruxaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto v fftih razloßeniØh

λ^1 ⩾ · · · ⩾ λ^r > 0. Tak kak k(X, Y ) = 0, to iz 24(1) sleduet, qto v

summe 23(23) dlØ bazisa (ē, n̄) budet

Y_4 = 0, Y^{ij}_− = α_i = β_i = 0.

Nabor {λ^1 ⩾ · · · ⩾ λ^r > 0} moßno razbit~ na gruppy ravnyh kofffficientov. Esli v 23(23) para kofffficientov i < j popadaet v raznye gruppy (λ^i ≠ λ^j ), to iz 24(1) neposredstvenno sleduet, qto Y^{ij}_+ = 0. Teper~ suwestvovanie trebuemogo vraweniØ A sleduet iz lemmy 24.6, primenennoæ k kaßdoæ gruppe ravnyh kofffficientov λ^i. □

24.8. Teorema. Pust~ v napravlenii podprostranstva W ⊂ TωG^+

krivizna Rimana obrawaetsØ v nol~. Togda naædetsØ takoæ ploskiæ vpolne geodeziqeskiæ tor Φ(e, n), qto W ⊂ T_ω Φ(e, n). (13) Dokazatel~stvo. Pri dim W = 1 utverßdenie trivial~no, a

esli dim W = 2, to (13) sleduet iz teoremy 24.5. Dopustim,

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 119 qto pri dim W ⩽ k teorema verna i dim W = k. Rassmotrim bazis {X_1, · · · , X_{k+1}} prostranstva W . Po predpoloßeni¸ indukcii naædetsØ tor Φ(e, n), kasa¸wiæsØ vektorov X_1, · · · , X_k. Po uslovi¸ k(X_1, X_{k+1}) = 0. Po teoreme 24.5 suwestvuet vrawenie

A ∈ H^0_{γ1} , γ_1 = exp_ω(tX_1), perevodØwee tor Φ v tor Φ(A), kasa-

¸wiæsØ vektora X_{k+1}. V razloßenii 23(23) dlØ vektora X_{k+1}, postroennom po pare X_1, X_{k+1} budet α^i = β^i = Y^{ij}_− = 0 (sm. dokazatel~stvo lemmy 24.6). Iz formuly 24(1) dlØ krivizny

k(X_m, X_{k+1}) sleduet, qto esli hotØ by dlØ odnogo m ∈ [1, k] ko-

fffficienty λ^i_m i λ^j_m razliqny, to X^{ij}_{k+1} = 0. Znaqit vrawenie

A ∈ H^0_{γ1} ∩ · · · ∩ H^0_{γk} , gde γ_i = exp_ω(tX_i)

(sm. 21), pofftomu tor Φ(A) kasaetsØ vseh fflementov bazisa X_1, · · · , X_{k+1}. □ 24.9. Sledstvie. Rang rimanova simmetriqeskogo prostranstva

G^+ raven r_0.

Literatura

1. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. Qasti I, II. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 84–107.

2. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ.

Qast~ III. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 108–129. 3. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ.

Qast~ IV. — Zap. nauqn. semin. POMI 252 (1998).

4. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Vvedenie v rimanovu geometri¸ .

S.-Peterburg, Nauka, 1994.

5. S. E. Kozlov, Ortogonal~no sovmestimye bivektory. — Ukr. geometr.

sb. Vyp. 27 (1984), 68–75.

6. A. N. Gluxakov, Dva voprosa vnexneæ geometrii pl¸kkerovyh vloßeniæ mnogoobraziæ Grassmana. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 5–12.

7. K. Leichtweiss, Zur Riemannschen Geometrie in Grassmannschen Mannigfaltigkeiten. — Math. Z. 76, No. 4 (1961), 334–366.

8. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Geometriqeskie neravenstva. L., Nauka, 1980.

9. K. Chen, The geometry of Grassman manifolds as submsnifolds. — Adv. Math.

16, No. 3 (1987), 334–335.

10. Y.-C. Wong, Sectional curvatures of Grassmann manifolds. — Proc. Nat. Acad.

USA 60, No. 1 (1968), 75–79.

Kozlov S. E. Geometry of real Grassmanian manifolds. V. The curvature transform is calculated for the Grassmanian manifold G^+_{2,4} with the help of the Riemannian decomposition G^+_{2,4} ∼= S^2 × S^2.

120 S. E. KOZLOV Together with the author’s earlier results about almost geodesic submanifolds of G^+_{p,n}, this makes it possible to give the formula for the Riemannian curvature in G^+_{p,n}. This formula allows us to give a geometrical description of two-dimensional directions with maximal sectional curvature in G^+_{p,n}.

Postupilo 10 aprelØ 1998g. Sankt-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ universitet