Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

S. E. Kozlov

GEOMETRI˚ VEWESTVENNYH GRASSMANOVYH MNOGOOBRAZI`. VI

Qast~ VI. SoprØßennye toqki na vewestvennyh grassmanianah

V §25 dano polnoe opisanie mnoßestva toqek, soprØßennyh s toqkoæ ω vdol~ geodeziqeskoæ γ(t) = exp_ω(tX), qerez invarianty kanoniqeskogo razloßeniØ vektora X. Dokazano, qto, v otliqie ot neorientirovannogo sluqaØ, kaßdaØ kratqaæxaØ imeet netrivial~nu¸ variaci¸ s zakreplennymi koncami. V sledu¸wem paragrafe naædeno mnoßestvo razdela C_ω mnogoobraziØ G^+_{2,4}. V paragrafe §27 opisany faktormnoßestva mnogoobraziØ razdela

C^0_ω v kasatel~nom prostranstve grassmaniana G^+_{2,4} pri otobra-

ßenii exp_ω : C^0_ω → C_ω. Izuqena struktura fftogo otobraßeniØ. V poslednem paragrafe vyvedena formula, vyraßa¸waØ mnoßestvo razdela C^0_x proizvedeniØ rimanovyh mnogoobraziæ qerez sootvetstvu¸wie mnoßestva razdela somnoßiteleæ. V kaqestve sledstviØ poluqeno Øvnoe vyraßenie dlØ mnoßestva razdela C^0_ω grassmaniana G^+_{2,4}.

§25. SoprØßennye toqki i toqki razdela vdol~ proizvol~noæ geodeziqeskoæ

25.1. Rassmotrim toqku p v rimanovom mnogoobrazii M^n i edi-

niqnyæ vektor X ∈ T_pM^n. V kasatel~nom prostranstve T_pM^n opredelen samosoprØßennyæ operator L_X : Y → R(Y, X)X. (1) Rassmotrim ortonormirovannyæ bazis iz sobstvennyh vektorov

u_1 = X, u_2, . . . , u_n operatora L_X . Oboznaqim μ_1 = 0, μ_2, . . . , μ_n

otveqa¸wie im sobstvennye qisla. Pust~ E_i(t) – takie parallel~nye vektornye polØ vdol~ normal~noæ geodeziqeskoæ γ(t) =

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96-01-00681. 121

122 S. E. KOZLOV

exp_p(tX), qto E_i(0) = u_i. Opredelim funkcii

f_i(t) = 1√ μi sin √ μ_i t pri μ_i > 0,

t pri μ_i = 0, 1√ −μi sh √ −μ_i t pri μ_i < 0.

Iz lemmy [1], 3.1.2.5 neposredstvenno sleduet

25.2. Predloßenie. Pust~ M^n – rimanovo simmetriqeskoe pro-

stranstvo, J – pole ˚kobi vdol~ geodeziqeskoæ γ s naqal~nymi

dannymi J(0) = 0, J̇(0) =^n ∑ i=1 a^iu_i. Togda

J = n∑ i=1 a^if_iE_i. Inymi slovami, polØ Y_i = f_iE_i obrazu¸t bazis prostranstva teh Økobievyh poleæ vdol~ γ, kotorye obrawa¸tsØ v nul~ v toqke γ(0).

Oboznaqim T mnoßestvo parametrov t toqek γ(t) soprØßennyh s toqkoæ γ(0) vdol~ geodezieqskoæ γ. Iz predloßeniØ 25.2 sleduet, qto T = ⋃ μi >0 { πk √ μ_i } , k ∈ Z, k ≠ 0. (2) Takim obrazom, mnoßestvo T odnaznaqno opredelØetsØ sovokupnost~¸ poloßitel~nyh sobstvennyh qisel operatora L_X .

Iz opredeleniØ (1) nahodim

μ_i = K_{X∧ui} , (3)

gde K_{X∧ui} oboznaqaet sekcionnu¸ kriviznu mnogoobraziØ M^n v dvumernom napravlenii X ∧ u_i.

25.3. Rassmotrim kanoniqeskoe razloßenie vektora X ∈ TωG^+_{p,p+q}

(sm. §11): X = r∑ i=1 λ^in_i ∧ (ω⌞e_i), |X| = 1. (4) Moßno sqitat~, qto 0 < λ^1 ⩽ λ^2 ⩽ λ^r.

DlØ udobstva qitatelØ privedem formulu 24(1), vyraßa¸- wu¸ kriviznu Rimana k(X, Y ) qerez invariantnye harakteristiki pary X, Y ∈ T_ωG^+_{p,p+q} k(X, Y ) = ⟨R(Y, X)X, Y ⟩ = ⟨L_X (Y ), Y ⟩ = (5)

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 123 = ∑ i<j6r^{[(λ} i − λ^j)^2(Y^{ij}_+ )^2 + (λ^i + λ^j )^2(Y^{ij}_− )^2] + r∑ i=1 (λ^i)^2α^2_i + r∑ i=1 (λ^i)^2β^2_i .

V fftoæ formule pri r = 1 otsutstvuet pervoe slagaemoe, a pri

r = p = q – dva poslednih. V silu (5) sekcionnye krivizny K_σ , opredelØemye sobstvennymi napravleniØmi operatora L_X ,

mogut prinimat~ znaqeniØ 1) Pri r = 1 budet K_σ = 1.

2) Pri r > 1, r = p = q budet K_σ = (λ^i ± λ^j )^2, i < j ⩽ r. (6) 3) Pri r > 1, r ≠ p ili r ≠ q budet K_σ = (λ^i ± λ^j), i < j ⩽ r,

K_σ = (λ^i)^2, i ∈ [1, r].

Iz formul (2), (3), (6) vytekaet

Teorema. Pust~ ω ∈ G^+_{p,p+q} , X ∈ Tω G^+_{p,p+q}, |X| = 1. Vektor X ime-

et kanoniqeskoe razloßenie (4). Togda mnoßestvo T parametrov toqek, soprØßennyh toqke ω vdol~ geodeziqeskoæ γ(t) = exp_ω(tX), imeet vid 1) T = ⋃ {πk}, k ∈ Z, k ≠ 0, pri r = 1.

2) T = ⋃ {_{πk} λj ±λi } , k ∈ Z, k ≠ 0, i < j ⩽ r pri r > 1, r = p = q.

3) T = ⋃ {_{πk} λj ±λi } ⋃ {_{πk} λi } , k ∈ Z, k ≠ 0, i < j ⩽ r, i ∈ [1, r] pri r > 1, r ≠ p ili r ≠ q.

V formulah 2), 3) my sqitaem, qto parametr t ∈ T avtomatiqeski iskl¸qaetsØ iz ob¨edineniØ, esli v ego predstavlenii znamenatel~ obrawaetsØ v nul~.

25.4. Pust~ na geodeziqeskoæ γ(t) = exp_ω(tX) toqka τ = γ(1) ØvlØ-

etsØ toqkoæ razdela dlØ toqki ω vdol~ γ. Drugimi slovami, vektor X prinadleßit mnoßestvu razdela C^0_ω dlØ toqki ω v kasatel~nom prostranstve T_ωG^+ (sm. [1], 24.2).

Po lemme [1], 24.2.2 pri fftom vypolneno hotØ by odno iz usloviæ: a) ω i τ soprØßeny vdol~ γ; b) toqki ω i τ soedineny po kraæneæ mere dvumØ razliqnymi kratqaæximi.

Teorema. V vewestvennyh grassmanianah G^+_p (R^n) vypolneny oba

usloviØ a) i b).

Dokazatel~stvo. Kak pokazano v §12 dlØ togo, qtoby X ∈ C^0_ω pri

i > 1 neobhodimo i dostatoqno vypolneniØ ravenstva λ^{r−1} + λ^r =

π v kanoniqeskom razloßenii dlØ vektora X. Kak pokazano v Qasti IV, pri r = 1 vektor X kasaetsØ vpolne geodeziqeskoæ v G^+

124 S. E. KOZLOV ediniqnoæ sfery, standartno vloßennoæ v ob¨eml¸wee evklidovo prostranstvo, qto delaet utverßdenie teoremy oqevidnym.

Pust~ r > 1. Po formule 11(8) budet

γ(t) = (e_1 cos λ^1t + n_1 sin λ^1t) ∧ . . . ∧ (e_r cos λ^rt + n_r sin λ^r t) ∧ X_0, (7)

gde X_0 – nekotoryæ, ne zavisØwiæ ot t, polivektor. Oboznaqim

λ := λ^{r−1}. Proizvedenie δ dvuh poslednih kruglyh skobok v (7)

dlØ toqki τ = γ(1) primet vid

δ = (e_{r−1} cos λ + n_{r−1} sin λ) ∧ (−e_r cos λ + n_r sin λ). (8)

Rassmotrim podprostranstvo V = Lin (e_{r−1}, e_r, n_{r−1}, n_r). Zadadim dvißenie A(φ) ∈ SO (R^n), polagaØ, qto bazis {e_{r−1}, e_r, n_{r−1}, n_r} podprostranstva V perehodit v bazis {e_{r−1}, e_r , n_{r−1}n_r}(φ) po pravilu { e_{r−1}(φ) = e_{r−1} cos φ + e_r sin φ

e_r (φ) = −e_{r−1} sin φ + e_r cos φ, { n_{r−1}(φ) = n_{r−1} cos φ − n_r sin φ

n_r(φ) = n_{r−1} sin φ + n_r cos φ, (9) a ortogonal~noe dopolnenie V^⊥ ostaetsØ nepodvißnym. Semeæstvo dvißeniæ A(φ), φ ∈ (−ε, ε), ε > 0 zadaet geodeziqesku¸ variaci¸ kratqaæxeæ [γ(0), γ(1)]. Tak kak e_{r−1}(φ) ∧ e_r (φ) = e_{r−1} ∧ e_r , to konec γ(0) zakreplen. Iz (8), (9) prØmymi vyqisleniØmi poluqaem, qto δ(φ) = δ. V proizvedenii (7) pri deæstvii preobrazovaniØ A(φ) menØ¸tsØ tol~ko dve poslednie skobki, pofftomu iz poslednego ravenstva sleduet, qto i konec γ(1) toße zakreplen. Pole skorosteæ postroennoæ geodeziqeskoæ variacii pri φ = 0 ØvlØetsØ netrivial~nym polem ˚kobi, obrawa¸wimsØ v nul~ v toqkah ω i τ . □

Iz soderßaniØ dvuh posledu¸wih paragrafov stanovitsØ Øsnym vybor dvißeniØ A(φ). Krome togo, priem izloßennyæ v §27 moßno primenit~ dlØ vyqisleniØ variacii A(φ)X (sm. 27.2).

§26. Mnoßestvo razdela Cω mnogoobraziØ G^+_{2,4}

26.1. Napomnim, qto mnoßestvom razdela rimanova mnogoobra-

ziØ M dlØ toqki p nazyvaetsØ obraz C_p = exp_p C^0_p . V rabote [2] opisany mnoßestva razdela neorientirovannyh grassmanianov. �lement grassmanova mnogoobraziØ rassmatrivaetsØ kak mnogomernaØ ploskost~, a opisanie mnoßestva razdela daetsØ qerez

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 125 sootnoxeniØ razmernosteæ pereseqeniæ ploskosteæ. Pl¸kkerova model~ grassmanianov pozvolØet postavit~ vopros ob opisanii mnoßestv razdela kak podmnoßestv evklidovyh prostranstv, priqem kaßdoe takoe podmnoßestvo s toqnost~¸ do dvißeniØ zadaetsØ dvumØ natural~nymi parametrami. Tak dlØ sfer G^+_{1,n} i

G^+_{n−1,n} mnoßestva C^0_p est~ (n−2)-mernye sfery radiusa π, a mno-

ßestva C_p – toqki. V §§26, 27 my rassmotrim prosteæxiæ netrivial~nyæ sluqaæ mnogoobraziØ G^+_{2,4}.

26.2. Fiksiruem toqku ω ∈ G^+_{2,4} = G^+_2 (R^4). Pust~ X ∈ C^0_ω. Po pare

(ω, X) postroim kanoniqeskoe razloßenie vektora X

X = λ^1n_1 ∧ e_2 + λ^2e_1 ∧ n_2 = λ^1ξ_1 + λ^2ξ_2, ω = e_1 ∧ e_2,

0 ⩽ λ^1 ⩽ λ^2, λ^1 + λ^2 = π. (1) γ(t) = exp_ω(tX) = (e_1 cos λ^1t+n_1 sin λ^1t)∧(e_2 cos λ^2t+n_2 sin λ^2t). (2)

My predpolagaem, qto prostranstvo R^4 orientirovano, pofftomu vozmoßny dva varianta.

A1 : Bazis {e_1, e_2, n_1, n_2} poloßitel~no orientirovan. A2 : Bazis {e_1, e_2, n_1, n_2} otricatel~no orientirovan.

Napomnim nekotorye svedeniØ pro mnogoobrazie G^+_2 (R^4). Prostranstvo bivektorov Λ_2(R^4) razlagaetsØ v prØmu¸ ortogonal~nu¸ summu dvuh trehmernyh sobstvennyh podprostranstv operatora Hodßa (sm. §8)

Λ_2(R^4) = Λ^+ ⊕ Λ^−, ω = ω^+ + ω^−, ∗ω^+ = ω^+, ∗ω^− = −ω^−. (3)

Mnogoobrazie G^+_2 (R^4) moßno predstavit~ v vide summy Minkovskogo

G^+_2 (R^4) = S^+ ( 1 √ 2 ) + S^− ( 1 √ 2 ) , (4)

gde S^+ (_{1√} 2 ) , S^− (_{1√} 2 ) – dvumernye sfery radiusa^1√_2 v prostranstvah Λ^+, Λ^−.

Rassmotrim variant A1. V fftom sluqae budet

∗ω = n_1 ∧ n_2. (5)

Oboznaqim λ := λ^1, Y =^1_2 (ξ_2 − ξ_1). Togda λ^2 = π − λ, λ ∈ [ 0,^π_2 ] . Iz (2), (3), (5) sleduet

τ := γ(1) = (e_1 cos λ + n_1 sin λ) ∧ (−e_2 cos λ + n_2 sin λ) = −ω cos^2 λ+

126 S. E. KOZLOV

+ ∗ ω sin^2 λ + (ξ_2 − ξ_1) cos λ sin λ = 1 2 (∗ω − ω)+

+ [ − 1 2 (ω + ∗ω) cos 2λ + 1 2 (ξ_2 − ξ_1) sin 2λ ] = = −ω^− + [−ω^+ cos 2λ + Y sin 2λ]. (6)

26.3. Po opredeleni¸ toqka τ (λ, Y ) prinadleßit mnoßestvu raz-

dela C_ω. Pofftomu ravenstvo (6) moßno rassmatrivat~ kak parametrizaci¸ qasti mnoßestva C_ω (my rassmatrivaem variant A1). Tak kak toqka ω fiksirovana, to v kaqestve parametrov vystupa¸t skalØr λ ∈ [ 0,^π_2 ] i vektor Y =^1_2 (ξ_2 − ξ_1) = 1 2 (e_1 ∧ n_2 − n_1 ∧ e_2), prinadleßawiæ kasatel~nomu prostranstvu T_ωG^+_2 (R^4). Pri fiksirovannoæ toqke ω i poloßitel~noæ orien-

tacii bazisa {e_1, e_2, n_1, n_2} proizvol vybora fftogo bazisa sostoit v povorote pary {e_1, e_2} na nekotoryæ ugol φ i pary {n_1, n_2} – na ugol ψ. Vyqislim kak budet menØt~sØ vektor Y pri fftih povorotah Y (φ, ψ) = 1 2 [(e_1 cos φ + e_2 sin φ) ∧ (−n_1 sin ψ + n_2 cos ψ)−

−(n_1 cos ψ + n_2 sin ψ) ∧ (−e_1 sin φ + e_2 cos φ)] = Y cos(φ + ψ)+ + 1 2 (e_2 ∧ n_2 − e_1 ∧ n_1) sin(φ + ψ) = Y cos β + Z sin β, (7)

gde β := φ + ψ, Z :=^1_2 (e_2 ∧ n_2 − e_1 ∧ n_1).

Vektora Y i Z ortogonal~ny i ravny po modul¸^1√_2 , pofftomu vektor Y opisyvaet okrußnost~ radiusa^1√_2 . Zametim, qto

∗Y = Y , ∗Z = Z, znaqit Y, Z ∈ Λ^+. Krome togo, ffti vektora pri-

nadleßat kasatel~nomu prostranstvu T_ωG^+_{2,4}. Tem samym Y (φ, ψ) vrawaetsØ v dvumernoæ plowadke σ^+ = T_ω G^+_{2,4} ∩ Λ^+ (sm. [3], (6)) i opisyvaet ffkvator S^+

(_1 √ 2 ) ∩ σ^+ sfery S^+

(_1 √ 2 ) (sm. (4)). Tak kak vektora Y i Z ortogonal~ny vektoru ω^+, to pol¸sa, sootvetstvu¸wie fftomu ffkvatoru nahodØtsØ v toqkah ±ω^+. Podstavim vyraßenie (7) dlØ Y v formulu (6). Togda budet

τ (λ, β) = −ω^− + [−ω^+ cos 2λ + (Y cos β + Z sin β) sin 2λ]. (8)

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 127

Formula (8) zadaet parametrizaci¸ sloØ ( −ω^− + S^+ (_{1√} 2 )) v summe Minkovskogo (4). Koordinatnymi liniØmi β = const ØvlØ- ¸tsØ merediany fftoæ sfery, soedinØ¸wie pol¸s (−ω) = −ω^+ −

ω^− s pol¸som (ω^+ −ω^−). Koordinatnymi liniØmi λ = const ØvlØ-

¸tsØ paralleli fftoæ sfery.

Variant A2 (sm. 26.2) vpolne analogiqen variantu A1. Tak kak v fftom sluqae ∗ω = −n_1 ∧ n_2, nahodim analog formuly (8)

τ (λ, β) = −ω^+ + [−ω^− cos 2λ + (Y cos β + Z sin β) sin 2λ].

Vektora ω^−, Y, Z v (9) obrazu¸t ortogonal~nyæ bazis prostranstva Λ^− i ravny po modul¸^1√_2 . Pofftomu formula (9) zadaet

parametrizaci¸ sloØ ( −ω^+ + S^− (_{1√} 2 )) . Rez¸miruem naxi rassmotreniØ. Spravedliva

Teorema. Mnoßestvo razdela Cω grassmaniana G^+_{2,4} moßno pred-

stavit~ v vide ob¨edineniØ dvuh dvumernyh sfer, kasa¸wihsØ v toqke (−ω). A imenno

C_ω = ( −ω^+ + S^− ( 1 √ 2 )) ∪ ( −ω^− + S^+ ( 1 √ 2 )) . (10)

§27. Mnoßestvo razdela C^0_ω v kasatel~nom prostranstve mnogoobraziØ G^+_{2,4}

27.1. TopologiØ mnoßestva razdela C^0_ω v kasatel~nom prostran-

stve T_ωG^+_{2,4} izvestna – ono gomeomorfno trehmernoæ sfere. Pri izuqenii metriqeskoæ geometrii fftogo mnoßestva estestvenno voznikaet vopros o stroenii faktor-mnoßestv po otobraßeni¸

exp_ω, sußennomu na mnoßestvo C^0_ω. Otvetu na fftot vopros i po-

svØwena ostavxaØsØ qast~ raboty.

Pust~ τ ∈ C_ω i X, X̃ ∈ (exp_ω)^{−1}(τ ). Iz 12.4 sleduet, qto parametr λ v kanoniqeskih razloßeniØh vektorov X i X̃ odinakov. Esli kofffficient λ prinimaet kraænie znaqeniØ 0 ili^π_2 , to v formulah (8), (9) pravaØ qast~ ne zavisit ot β. Rassmotrim otdel~no ffti sluqai.

Pust~ λ = 0. Togda X = πn_1 ∧ e_2 = πξ_1. V rabote [3] pokazano, qto pereseqenie T^2 = G^+_{2,4} ∩ T_ω G^+_{2,4} ØvlØetsØ ploskim torom, standartno vloßennym v qetyrehmernoe evklidovo prostranstvo T_ωG^+_{2,4} (tor Klifforda). Znaqit pri λ = 0 mnoßestvo

128 S. E. KOZLOV

(exp^{−1}_ω )(−ω) ⊂ C^0_ω predstavlØet iz sebØ tor, gomotetiqnyæ toru T^2 s kofffficientom gomotetii π. Iz formuly [3], (10) sleduet,

qto mnoßestvo (exp^{−1}_ω )(−ω) moßno razloßit~ v summu Minkovskogo dvuh okrußnosteæ

(exp^{−1}_ω )(−ω) = S^1_+ ( π √ 2 ) + S^1_− ( π √ 2 ) . (1)

Zdes~ znaqok snizu oznaqaet prinadleßnost~ plowadkam σ_+ ili

σ_−.

Po formule 12(19) diametr mnogoobraziØ G^+_{2,4} raven π. Pofftomu fftot tor moßno predstavit~ kak pereseqenie C^0_ω so sferoæ naimen~xego radiusa, soderßaweæ ffto mnoßestvo (sfera v prostranstve T_ω G^+_{2,4}).

Pust~ λ =^π_2 . Togda X =^π_2 (n_1 ∧ e_2 + e_1 ∧ n_2) =^π_2 (ξ_1 + ξ_2). V sluqae A1 fftot kasatel~nyæ vektor leßit v prostranstve Λ^−. Znaqit mnoßestvo (exp^{−1}_ω )(ω^+ − ω_−) est~ okrußnost~ S^1_− (_{π√} 2 ) . Analogiqno, v sluqae A2 mnoßestvo (exp^{−1}_ω )(−ω^+ + ω^−) est~ okrußnost~ S^1_+ (_{π√} 2 ) . Radius in¨ektivnosti mnogoobraziØ G^+_{2,4} raven π√ 2 (sm. 13(6)). Sledovatel~no xar naibol~xego radiusa, vpisannyæ v giperpoverhnost~ C^0_ω (v prostranstve T_ωG^+_{2,4}) kasaetsØ fftogo mnoßestva po dvum vyxeopisannym okrußnostØm.

27.2. Pust~ λ ≠ 0,^π_2 i τ ∈^(−ω^− + S^{+ ( 1}√_2^{))}. Sluqaæ τ ∈ ( −ω^+ + S^− (_{1√} 2 )) rassmatrivaetsØ analogiqno. Po dvum vektoram X, X̃ ∈ (exp^{−1}_ω )(τ ) vypixem sootvetstvu¸wie formuly 26(6). Tak kak sin 2λ ≠ 0, to spravedlivo Y = Ỹ . Vektora

X = λ^1n_1 ∧ e_2 + λ^2e_1 ∧ n_2 i X̃ = λ^1ñ_1 ∧ ẽ_2 + λ^2ẽ_1 ∧ ñ_2 mogut byt~

sovmeweny povorotom pary {e_1, e_2} na nekotoryæ ugol φ i pary

{n_1, n_2} – na ugol ψ. Iz ravenstva Y = Ỹ i formuly 26(7) sle-

duet, qto φ + ψ = 0( mod 2π). Pofftomu vse mnoßestvo (exp^{−1}_ω )(τ ) moßet byt~ poluqeno iz vektora X povorotami ukazannyh par na ugly φ i (−φ), kogda φ ∈ [0, 2π]. Naædem parametrizaci¸ fftogo mnoßestva.

X(φ) = λ^1n_1(−φ) ∧ e_2(φ) + λ^2e_1(φ) ∧ n_2(−φ) =

= λ^1(n_1 cos φ − n_2 sin φ) ∧ (−e_1 sin φ + e_2 cos φ)+

+λ^2(e_1 cos φ + e_2 sin φ) ∧ (n_1 sin φ + n_2 cos φ) =

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 129

= (π − 2λ)Y + π[a cos 2φ + b sin 2φ], (2)

gde a =^1_2 (e_1 ∧ n_2 + n_1 ∧ e_2), b =^1_2 (e_1 ∧ n_1 + e_2 ∧ n_2).

Pri naxem vybore τ dlØ X, X̃ realizuetsØ sluqaæ A1. Znaqit Y = Y^+, a, b ∈ Λ^−, ⟨a, b⟩ = 0, |a| = |b| =^1√_2 . Iz (2) sleduet

(exp^{−1}_ω )(τ ) = (π − 2λ)Y^+ + S^1_− ( π √ 2 ) , τ ∈ ( −ω^− + S^+ ( 1 √ 2 )) \ {−ω}. (3)

Analogiqno, nahodim

(exp^{−1}_ω )(τ ) = (π − 2λ)Y^− + S^1_+ ( π √ 2 ) , τ ∈ ( −ω^+ + S^− ( 1 √ 2 )) \ {−ω}. (4)

27.3. Mnogoobrazie G^+_{2,4} razlagaetsØ v summu Minkovskogo dvuh

dvumernyh sfer (sm. 26(4)). Fiksiruem toqku ω ∈ G^+_{2,4}. Togda mnoßestvo C_ω predstavlØet iz sebØ ob¨edinenie sloev summy 26(4) v toqke (−ω).

Faktormnoßestva mnogoobraziØ C^0_ω po otobraßeni¸ exp_ω obrazu¸t semeæstvo (exp^{−1}_ω )τ , τ ∈ C_ω podmnoßestv qetyrehmernogo evklidova prostranstva T_ωG^+_{2,4}. Dokazana

Teorema. Pri τ = −ω faktormnoßestvo (exp^{−1}_ω )(τ ) est~ plos-

kiæ tor, razlaga¸wiæsØ v summu Minkovskogo (1). Pri τ ∈ ( −ω^± + S^± (_{1√} 2 )) \ {−ω} mnoßestvo (exp^{−1}_ω )(τ ) ØvlØetsØ trans-

lØtom okrußnosti S^1_∓ (_{1√} 2 ) , zadannym formulami (3) i (4).

27.4. Otobraßenie exp_ω : C^0_ω → Cω perevodit mnogoobrazie, go-

meomorfnoe S^3, v paru kasa¸wihsØ dvumernyh sfer. Opixem strukturu fftogo otobraßeniØ. Modul~ vektora X = λn_1 ∧ e_2 +

(π − λ)e_1 ∧ n_2 raven f(λ) = [2λ^2 − 2πλ + π^2]^{12} . Na otrezke λ ∈ [ 0,^π_2 ] ffta funkciØ ubyvaet. Oboznaqim S^3(λ) sferu s centrom v naqale T_ωG^+_{2,4} i radiusom f(λ). Pust~ F (λ) := C^0_ω ∩ S^3(λ). Mnoßestvo

F (0) sovpadaet s torom (1), kotoryæ pri deæstvii exp_ω pereho-

dit v toqku (−ω). �tot tor razbivaet mnogoobrazie C^0_ω na dva

130 S. E. KOZLOV polnotoriØ. Iz formul 26(7), (3), (4) sleduet, qto pri λ ∈ ( 0,^π_2 ) mnoßestvo F (λ) raspadaetsØ v ob¨edinenie dvuh torov, leßawih v raznyh polnotoriØh

F (λ) = [ S^1_+ ( π − 2λ √ 2 ) + S^1_− ( π √ 2 )] ∪ [ S^1_− ( π − 2λ √ 2 ) + S^1_+ ( π √ 2 )] . (5) Pri otobraßenii exp_ω kaßdyæ iz fftih torov, faktorizuØs~ po okrußnostØm (3), (4), perehodit v parallel~ (otnositel~no pol¸sa (−ω)) odnoæ iz sfer v ravenstve 26(10). Pri λ =^π_2 mnoßestvo F (λ) ØvlØetsØ ob¨edineniem dvuh okrußnosteæ S^1_± (_{π√} 2 ) , perehodØwih v pol¸sa sfer 26(10), protivopoloßnye (−ω).

§28. Mnoßestva razdela na proizvedenii rimanovyh mnogoobraziæ

28.1. Rassmotrim proizvedenie dvuh zamknutyh rimanovyh mno-

goobraziæ M = M_1 × M_2. V fftom paragrafe pod geodeziqeskoæ

γ(t) budem ponimat~ gladku¸ krivu¸ t → (γ(t), vdol~ kotoroæ

kasatel~nyæ vektor γ̇(t) perenositsØ parallel~no. Tem samym modul~ |γ̇(t)| ne zavisit ot t i parametr t na krivoæ γ(t) budet proporcionalen natural~nomu. Sformuliruem rØd horoxo izvestnyh faktov rimanovoæ geometrii.

1) Pust~ γ(t), t ∈ [0, 1] – kratqaæxiæ geodeziqeskiæ put~ na mnogoobrazii M . Togda puti γ_1(t) := P r_1γ(t), γ_2(t) := P r_2γ(t) ØvlØ¸tsØ kratqaæximi geodeziqeskimi putØmi na mnogoobrazi- Øh M_1, M_2.

2) Pust~ γ_1(t), γ_2(t), t ∈ [0, 1] – kratqaæxie geodeziqeskie puti na mnogoobraziØh M_1, M_2. Togda put~ γ(t) := (γ_1(t), γ_2(t)) ØvlØetsØ kratqaæxim geodeziqeskim putem na mnogoobrazii M .

V usloviØh utverßdeniæ 1), 2) vvedem oboznaqeniØ: γ(0) =

x = (x_1, x_2), γ(1) = y = (y_1, y_2). Togda γ_i(0) = x_i, γ_i(1) = y_i pri i = 1, 2. RasstoØniØ meßdu toqkami x, y v mnogoobrazii M i

proekciØmi fftih toqek na somnoßiteli M_1, M_2 svØzany sootnoxeniem

ρ^2(x, y) = ρ^2_1(x_1, y_1) + ρ^2(x_2, y_2), (1)

gde ρ = L(γ), ρ_1 = L(γ_1), ρ_2 = L(γ_2).

Predstavim kasatel~noe prostranstvo T_xM v vide summy Minkovskogo ortogonal~nyh podprostranstv, kasatel~nyh k slo-

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 131 Øm proizvedeniØ M_1 × M_2

T_xM = T_{x1} M_1 + T_{x2} M_2.

DlØ vektorov X = γ̇(0), X_i = γ̇_i(0) spravedlivo X = X_1 + X_2, ρ = |X|, ρ_i = |X_i|. 28.2. Rassmotrim mnoßestva razdela Cx, Cx_i na mnogoobraziØh

M , M_i. Oboznaqim D_{xi} := M_i \ C_{xi} .

Teorema. Mnoßestvo razdela Cx moßno predstavit~ v vide

diz¨¸nktnogo ob¨edineniØ

C_x = (C_{x1} × D_{x2} ) ∩ (D_{x1} × C_{x2} ) ∩ (C_{x1} × C_{x2} ). (3)

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ y = (y1, y2) ∈ Cx. Rassmotrim krat-

qaæxu¸ γ(t), t ∈ [0, 1], soedinØ¸wu¸ toqki x i y. Iz 28.1 1) sleduet, qto geodeziqeskie puti γ_1, γ_2, soedinØ¸wie toqki x_1 s

y_1 i x_2 s y_2 ØvlØ¸tsØ kratqaæximi. Esli y_1 ∉ C_{x1} i y_2 ∉ C_{x2} ,

to puti γ_1, γ_2 moßno prodolßit~, s sohraneniem svoæstva byt~ kratqaæximi. Iz 28.1 2) vytekaet vozmoßnost~ prodolßit~ i kratqaæxu¸ γ za toqku y = γ(1), qto protivoreqit vyboru toqki

y ∈ C_x. Znaqit levaØ qast~ ravenstva (3) soderßitsØ v pravoæ.

2) Pust~ y_1 ∈ C_{x1} . Rassmotrim kratqaæxie puti γ_1, γ_2 soedinØ¸wie x_1 s y_1 i x_2 s y_2. Iz 28.1 2) sleduet, qto kratqaæxaØ γ soedinØet toqki x ⊂ y. Esli by γ(1) = y ∉ C_x, to v silu 28.1 1) kratqaæxu¸ γ, a vmeste s neæ i kratqaæxu¸ γ_1, moßno bylo by prodolßit~ za toqku γ_1(1) = y_1, qto protivoreqit vyboru toqki

y_1 ∈ C_{x1} . Analogiqno rassmatrivaetsØ sluqaæ y_2 ∈ C_{x2}. Znaqit

pravaØ qast~ ravenstva (3) soderßitsØ v levoæ. □

28.3. ObratimsØ k mnoßestvam razdela C^0_x, C^0_{xi} v kasatel~nyh

prostranstvah mnogoobraziæ M , M_i. Tak kak mnogoobrazie M zamknuto, to mnoßestvo razdela C^0_x gomeomorfno gipersfere v kasatel~nom prostranstve T_xM . Oboznaqim D^0_{xi} komponentu svØznosti mnoßestva T_xM \ C^0_x, soderßawu¸ naqalo prostrranstva

T_xM . Zamykanie D̄^0_x raspadaetsØ v ob¨edinenie D̄^0_x = D^0_x ∪ C^0_x, C^0_x = ∂D^0_x. AnalogiqnaØ formula spravedliva i dlØ mnoßestv C^0_{xi} , D^0_{xi} , v kasatel~nyh prostranstvah mnogoobraziæ M_1, M_2.

Dalee pod otobraßeniØmi exp_x, exp_{xi} budem ponimat~ s¸r~ek- cii exp_x : D̄^0_x → M, exp_{xi} : D̄^0_{xi} → M_i.

132 S. E. KOZLOV

Pri fftom, dlØ razloßeniØ (2) budet

exp_x X = (exp_{x1} X_1, exp_{x2} X_2). (4)

Iz formul (1), (2) vyteka¸t ravenstva

D^0_x = exp^{−1}_x D_x, C^0_x = exp^{−1}_x C_x, D^0_{xi} = exp^{−1}_{xi} D_{xi} , C^0_{xi} = exp^{−1}_{xi} C_{xi} . (5) PrimenØØ k ravenstvu (3) otobraßeniØ exp^{−1}_ω , s ispol~zovaniem (4), (5), poluqaem predstavlenie mnoßestva razdela C^0_x v vide diz¨¸nktnogo ob¨edineniØ

C^0_x = (C^0_{x1} + D^0_{x2} ) ∩ (D^0_{x1} + C^0_{x2} ) ∪ (C^0_{x1} + C^0_{x2} ). (6)

V formule (6) pl¸s oboznaqaet summu Minkovskogo v kasatel~- nom prostranstve T_xM .

28.4. Mnogoobrazie G^+_{2,4} moßno predstavit~ kak rimanovo pro-

izvedenie dvuh sfer

G^+_{2,4} = S^+ ( 1 √ 2 ) × S^− ( 1 √ 2 ) . (7)

Pl¸kkerovo vloßenie 6(2) otoßdestvlØet mnogobrazie (10) s summoæ Minkovskogo 26(4). DlØ toqki x = ω ∈ G^+_{2,4} i mnogo-

obraziæ M = G^+_{2,4}, M_1 = S^+ (_{1√} 2 ) , M_2 = S^− (_{1√} 2 ) legko nahodØtsØ mnoßestva

x_1 = ω^+, x_2 = ω^−, C_{x1} = −ω^+ , C_{x2} = −ω^−, C_{x1} × C_{x2} = −ω,

D_{x1} = S^+ ( 1 √ 2 ) \ {−ω^+}, D_{x2} = S^− ( 1 √ 2 ) \ {−ω^−}. (8) PodstavlØØ ravenstva (8) v formulu (3), poluqaem novoe dokazatel~stvo teoremy 26.3.

28.5. DlØ mnoßestv razdela v kasatel~nyh prostranstvah sfer

M_1, M_2 spravedlivy ravenstva (sm. 27)

T_{x1} M_1 = σ^+, T_{x2} M_2 = σ^−, C^0_{x1} = S^1_+ ( π √ 2 ) , C^0_{x2} = S^1_− ( π √ 2 ) , D^0_{x1} = D_+ ( π √ 2 ) = { X ∈ σ^+ | |X| < π √ 2 } , D^0_{x2} = D_− ( π √ 2 ) = { X ∈ σ^− | |X| < π √ 2 } . (9)

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 133

Teorema. Mnoßestva razdela C^0_ω v kasatel~nom prostranstve

grassmaniana G^+_{2,4} razlagaetsØ v diz¨¸nktnoe ob¨edinenie

C^0_ω = [ S^1_+ ( 1 √ 2 ) + D_− ( π √ 2 )] ∪ [ D_+ ( π √ 2 ) + S^1_− ( 1 √ 2 )] ∪

∪ [ S_+ ( 1 √ 2 ) + S^1_− ( 1 √ 2 )] . (10)

Dokazatel~stvo. Dostatoqno podstavit~ (9) v (6). □

V (10) dva pervyh fflementa ob¨edineniØ ØvlØ¸tsØ polnotoriØmi, a posledniæ – torom Klifforda 27(1) (sr. 27.4).

Literatura

1. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Vvedenie v rimanovu geometri¸ .

S.-Peterburg, Nauka, 1994.

2. Y.-C. Wong, Conjugate loci in Grassmann manifolds. — Bull. AMS. 74, No. 2 (1968), 240–245.

3. A. N. Gluxakov, Dva voprosa vnexneæ geometrii pl¸kkerovyh vloßeniæ mnogoobraziæ Grassmana. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 5–12.

4. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ.

Qasti I, II, III. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 84–129. 5. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ.

Qasti IV, V. — Zap. nauqn. semin. POMI 252 (1998).

Kozlov S. E. Geometry of real Grassmannian manifolds. VI. Using invariants of the canonical decomposition of the tangent vector of an arbitrary geodesic in the real Grassmannian variety G^+_{p,n}, we give a complete description of the set of conjugate points. For an arbitrary shortest curve, a nontrivial variation with fixed endpoints is constructed. The separation sets for the Grassmannian G^+_{2,4} and its tangent bundle are found.

Postupilo 19 avgusta 1998 g. Sankt-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ universitet