Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

S. E. Kozlov POVOROT ODNOMERNOGO NAPRAVLENI˚ V FIZIQESKOM PROSTRANSTVE DL˚ PERIODIQESKO` QASTICY Vvedenie. Rassmotrim periodiqeskoe dvißenie toqki po za-

mknutomu konturu v trehmernom evklidovom prostranstve. V relØtivistskoæ modeli Minkovskogo takoe dvißenie opisyvaetsØ mirovoæ linieæ opredelennogo vida (sm. p.1.1). V rabote [1] vvedeno ponØtie povorota odnomernogo napravleniØ fiziqeskogo prostranstva dlØ vremenipodobnoæ krivoæ. V nastoØweæ zametke dana ocenka snizu fftogo povorota pri uslovii periodiqnosti dvißeniØ toqki po zamknutomu konturu (sm. p.1.1).

Avtor blagodaren A.V.Osipovu, dokazatel~stvom kotorogo neravenstva (19) my vospol~zovalis~ v fftoæ rabote.

1.1. Periodiqeskie qasticy. Pust~ M est~ qetyrehmernoe

vektornoe (s estestvennoæ affinnoæ strukturoæ) prostranstvo Minkovskogo. Dadim invariantnoe opredelenie mirovoæ linii γ, opredelØ¸weæ periodiqeskoe dvißenie toqki po zamknutoæ krivoæ v trehmernom fiziqeskom prostranstve E. KrivaØ γ : s → M, s ∈ R nazyvaetsØ periodiqeskoæ qasticeæ, esli dlØ nee vypolneny sledu¸wie trebovaniØ:

1) γ ∈ C^3, γ^{′2} = 1, γ^′ ∧ γ^{′′} ≠ 0;

2) Suwestvuet takoæ vremenipodobnyæ vektor ξ ≠ 0, (1) qto γ(R) + ξ = γ(R) (periodiqnost~);

3) γ^′ ∧ ξ ≠ 0 (regulØrnost~ dvißeniØ toqki v fiziqeskom prostranstve).

Naliqie periodiqeskoæ qasticy γ pozvolØet postroit~ izometri¸ prostranstva Minkovskogo M na prØmu¸ ortogonal~nu¸ summu M = T ⊕ E, (2) gde T = Lin ξ – odnomernoe evklidovo prostranstvo, a E = ξ^⊥ = M/T – trehmernoe antievklidovo prostranstvo (fiziqeskoe prostranstvo). Zametim, qto poslednee ravenstvo oznaqaet

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96-01-00431. 142

POVOROT ODNOMERNOGO NAPRAVLENI˚ 143

otoßdestvlenie pri pomowi kanoniqeskogo izomorfizma. Otobraßenie Pr : M → E

moßno rassmatrivat~ kak proekci¸ prostranstva M na svoe faktor-prostranstvo M/T , ili kak ortogonal~nu¸ proekci¸ na podprostranstvo ξ^⊥.

Utverßdenie. KrivaØ

γ̃(s) := Pr γ(s) (3)

ØvlØetsØ C^3-gladkoæ regulØrnoæ periodiqeskoæ krivoæ, s nekotorym periodom S > 0, v fiziqeskom prostranstve E.

Dokazatel~stvo. Iz 3) (1) sleduet, qto krivaØ γ̃ ØvlØetsØ C^3-

gladkoæ i regulØrnoæ. Rassmotrim krivu¸ γ̄(s̄) = γ(s) − ξ, s̄ ∈

R. V silu 2) (1) parametrizacii γ(s) i γ̄(s̄) sut~ natural~nye

parametrizacii odnoæ i toæ ße krivoæ. Pofftomu naædetsØ takoe S ≠ 0, qto γ(s) = γ̄(s + S) = γ(s + S) − ξ, otkuda

γ̃(s) = γ̃(s + S). � (4)

Dalee qerez S my budem oboznaqat~ naimen~xee poloßitel~- noe qislo, udovletvorØ¸wee ravenstvu (4). Pri fftom γ(s + S) = γ(s) + ξ̃, ξ̃ = ξ/n, n ∈ N, < γ^′, ξ̃ > > 0. (5) 1.2. Dve special~nye parametrizacii periodiqeskoæ qasticy. Rassmotrim inercial~nu¸ sistemu otsqeta s os~¸ vre-

meni napravlennoæ po vektoru e_0 := ξ/|ξ| (dlØ l¸bogo vektora η po opredeleni¸ |η| := √ |η^2|). Esli sistema edinic izmereniØ vybrana tak, qto skorost~ sveta c = 1, to koordinata nekotorogo sobytiØ po osi T = Lin ξ = Lin e_0 interpretiruetsØ kak vremØ fftogo sobytiØ v dannoæ sisteme otsqeta.

Iz (2), (3), (5) sleduet

γ(s) = t(s)e_0 + γ̃(s), t^′(s) > 0, (6)

gde t(s) est~ vremØ sobytiØ γ(s). KrivaØ γ leßit na cilindre, napravlØ¸waØ kotorogo est~ zamknutaØ krivaØ γ̃ ⊂ E, a obrazu¸waØ kollinearna vektoru e_0⊥E. VsØ krivaØ γ moßet byt~ poluqena iz uqastka γ([0, S]) translØcieæ na vektora mξ̃, m ∈ Z. Pri fftom γ̃([0, S]) = γ̃(R).

144 S. E. KOZLOV

KrivaØ γ vremenipodobna, pofftomu moßno pereæti k ee e_0- kinematiqeskoæ parametrizacii (sm. [2])

γ_0(t) = te_0 + γ̃_0(t). (7)

Pust~ zamena peremennoæ s = s(u),^{ds}_{du} := ṡ > 0 perevodit parametrizaci¸ γ̃(s) v natural~nu¸ parametrizaci¸ ρ(u) := γ̃(s(u)). Tem samym voznikaet tret~Ø parametrizaciØ krivoæ γ

r(u) = τ (u)e_0 + ρ(u), ( dρ du )_2 = ρ̇^2 = −1. (8)

Oqevidno, funkcii γ̃, γ̃_0, ρ ØvlØ¸tsØ, sootvetstvenno, S, T_0 = |ξ̃|, L-periodiqeskimi. Zdes~ L – dlina napravlØ¸weæ γ̃, s ∈ [0, S]. Formy metrik fftih parametrizaciæ udovletvorØ¸t sootnoxe- ni¸ ds^2 = dt^2 − du^2. (9)

Funkcii a :=^{dt}_{du} > 1 i v =^1_a ØvlØ¸tsØ L-periodiqeskimi funkciØmi parametra u. FunkciØ v est~ prostranstvennaØ skorost~ dvißeniØ toqki po zamknutomu konturu γ̃. Sledovatel~no, v men~xe skorosti sveta c = 1. Iz (9) sleduet ds du = √ a^2 − 1. (10)

2.1. VtoraØ krivizna vremenipodobnoæ krivoæ. Iz usloviØ

1) (1) sleduet, qto krivizna k_0 = |γ^{′′}| krivoæ γ otliqna ot nulØ. Vvedem oboznaqeniØ n_0 := γ^′, n_1 := γ^{′′}/k_0. �ti vektora ortonormirovany, pofftomu n^2_0 = −n^2_1 = 1. Pust~ n^′_1 − k_0n_0 ≠ 0. Togda, polagaØ k_1 := |n^′_1 − k_0n_0|, n_2 := (n^′_1 − k_0n_0)/k_1, prihodim k formu- lam n^′_0 = k_0n_1, n^′_1 = k_0n_0 + k_1n_2, (11)

gde vektora n_0, n_1, n_2 ortonormirovany (sr. s [3], gl.4). Esli k_1 = 0, to vektor n_2 opredelen ne odnoznaqno. Iz (12) sleduet

γ^′ = n_0, γ^{′′} = k_0n_1, γ^{′′′} = k^′_on_1 + k_0(k_0n_0 + k_1n_1). (12)

SkalØrnoe proizvedenie v M kanoniqeski induciruet Lorencinvariantnoe psevdoevklidovo skalØrnoe proizvedenie vo vnexneæ algebre Λ(M ) (sm. [1]). Po opredeleni¸ modul~ l¸bogo polivektora raven kvadratnomu korn¸ iz modulØ ego skalØrnogo

POVOROT ODNOMERNOGO NAPRAVLENI˚ 145

kvadrata. DlØ parametrizaciæ (6), (8) iz (11) sleduet

k_1 = |γ^′ ∧ γ^{′′} ∧ γ^{′′′}| |γ^′ ∧ γ^{′′}|^2 = |ṙ ∧ r̈ ∧ ...r | |ṙ ∧ r̈|^2 . (13)

SkalØr k_1 nazovem vtoroæ kriviznoæ krivoæ γ.

2.2. Dvumernoe orientirovannoe podprostranstvo Minkovsko-

go σ ⊂ M fiziqeski interpretiruetsØ kak odnomernoe napravlenie fiziqeskogo prostranstva (sm. [4], s.13). Kaßdoæ plowadke σ vzaimno odnoznaqno sootvetstvuet bivektor ω so skalØrnym kvadratom, ravnym (-1) (sm. [1]). Pod povorotom napravleniØ fiziqeskogo prostranstva (sm. [1], s.150) periodiqeskoæ qasticy γ budem ponimat~ integral

Ω(γ) = S∫ 0 |ω^′| ds, gde ω = γ^′ ∧ γ^{′′} |γ^′ ∧ γ^{′′}| . (14)

Iz (12) neposredstvenno sleduet ω = n_0 ∧ n_1, ω^′ = k_1n_0 ∧ n_2, |ω^′| = k_1. (15) Pofftomu, s uqetom (10), (15)

Ω(γ) = S∫ 0 |ω^′|ds = S∫ 0 k_1ds = L∫ 0 k_1 √ a^2 − 1 du. (16)

2.3. Vyqislenie vtoroæ krivizny k1. V parametrizacii (8)

funkciØ ρ = ρ(u) zadaet natural~nu¸ parametrizaci¸ zamknutoæ krivoæ γ̃ v fiziqeskom prostranstve E. Pust~ krivizna fftoæ krivoæ k = k(γ̃) ≠ 0. Togda dlØ fftoæ krivoæ spravedlivy formuly Frene ṫ = kn, ṅ = −kt + τ b, ḃ = −τ n. (17) Formuly (13), (17) pozvolØ¸t naæti funkci¸ k_1 = k_1(k, τ, a). Privedem sootvetstvu¸wie vyqisleniØ

ṙ = e_0a + t, r̈ = e_0ȧ + kn, ...r = e_0ä + k̇n + k(−kt + τ b). ṙ ∧ r̈ = ȧt ∧ e_0 + ake_0 ∧ n + kt ∧ n. ṙ ∧ r̈ ∧ ...r = (ak^3 − ȧk̇ + äk)e_0 ∧ t ∧ n+

146 S. E. KOZLOV +(ak^2τ )e_0 ∧ n ∧ b − (ȧkτ )e_0 ∧ t ∧ b + (k^2τ )t ∧ n ∧ b. Pust~ Δ := |ṙ ∧ r̈| = [k^2(a^2 − 1) + ȧ^2]^12 . Togda

(ṙ ∧ r̈ ∧ ...r )^2 = k^2τ^2Δ^2 + [ak^3 − ȧk̇ + äk]^2,

k^2_1 = k^2τ^2 Δ^2 + [ äk − ȧk̇ + ak^3 Δ^2

]_2

. (18)

Esli krivizna k = 0, to nel~zØ ispol~zovat~ formuly Frene (17). Privedem vyqislenie k_1 special~no dlØ fftogo sluqaØ

k^2 = −t^2 =⇒ k̇^2 = −ẗ^2 =⇒ |ẗ| = |k̇|, < t, ṫ >= 0 =⇒ < t, ẗ >= 0, |ṙ ∧ r̈ ∧ ...r | = |t ∧ e_0ȧ ∧ ẗ| = |ȧẗ| = |ȧk̇|, k_1 = |ȧk̇|/Δ^2. Takim obrazom, formula (18) ostaetsØ spravedlivoæ i v sluqae k = 0.

3.1. Lemma. Pust~ f : u → f(u) ∈ R ØvlØetsØ C^2-gladkoæ, L-

periodiqeskoæ funkcieæ i f(u) > 1. Togda dlØ l¸boæ C^1-gladkoæ, Lperiodiqeskoæ, neotricatel~noæ funkcii k, pri uslovii ḟ^2 + k^2 ≠ 0, spravedlivo neravenstvo L∫ 0 |f̈ k − ḟ k̇ + fk^3| [(f^2 − 1)k^2 + ḟ^2] √ f^2 − 1 du ¿ f_0 √ f^2_0 − 1 L∫ 0 k du, (19)

gde f_0 = max_{u∈}Rf(u).

Dokazatel~stvo. Pust~ k ≠ 0. Togda f̈ k − ḟ k + fk3 [(f^2 − 1)k^2 + ḟ^2] √ f^2 − 1 = [ arctg ( ḟ k √ f^2 − 1 )]_· + fk √ f^2 − 1 , otkuda sleduet neravenstvo (19). Pri pomowi approksimacii k(ε) := k + ε ubeßdaemsØ v spravedlivosti (19) dlØ funkcii k, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ lemmy. �

POVOROT ODNOMERNOGO NAPRAVLENI˚ 147

3.2. Teorema. DlØ l¸boæ periodiqeskoæ qasticy γ s periodom S i

skorost~¸ prostranstvennogo dvißeniØ v =^1_a spravedliva ocen- ka Ω(γ) ¿ 2π √ 1 − v^2_0

, gde v_0 = min_{x∈}Rv(x), (20)

priqem ravenstvo dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda krivaØ γ trehmerna, cilindr (γ + Lin ξ) vypuklyæ, a skorost~ v – posto- Ønna.

Dokazatel~stvo. DlØ f = a iz (16), (18), (19) sleduet

Ω(γ) = L∫ 0 k_1 √ a^2 − 1 du ¿ L∫ 0 ak √ a^2 − 1

du ¿^1√_{1 − v20} L∫ 0 k du, Po teoreme FenhelØ [5] posledniæ integral ne men~xe 2π, priqem ravenstvo dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda krivaØ γ̃ ploskaØ i vypuklaØ. Ots¸da sleduet utverßdenie teoremy. �

3.3. Asimptotika indikatrisy napravleniæ ravnomernoæ periodiqeskoæ qasticy pri v → 0. KrivaØ

ω = ω(s) = γ^′ ∧ γ^{′′} |γ^′ ∧ γ^{′′}| (s) ⊂ Λ(M )

nazyvaetsØ indikatrisoæ napravleniæ v fiziqeskom prostranstve qasticy γ (sm. [1]). �to zamknutaØ krivaØ v pl¸kkerovoæ modeli grassmanova mnogoobraziØ G^+_{2,4}, snabßennogo Lorencinvariantnoæ psevdorimanovoæ metrikoæ. Dlina fftoæ krivoæ po opredeleni¸ (14) ravna povorotu Ω(γ). PerehodØ k parametru u, nahodim ω = ṙ ∧ r̈ Δ = a √ a^2 − 1 t ∧ n. Pri v → 0, v̇ = 0

ω(u) → ω_0(u) = e_0 ∧ n(u) ⊂ e_0 ∧ S^2(E),

gde S^2(E) – ediniqnaØ sfera v fiziqeskom prostranstve E. Oqevidno, vloßenie

ζ : S^2(E) → Λ(M ), x → e_0 ∧ x

148 S. E. KOZLOV

ØvlØetsØ izometriqeskim. Krome togo, iz [1] 6.1 sleduet, qto obraz ζ(S^2(E)) est~ vpolne geodeziqeskaØ poverhnost~ v grassmanovom mnogoobrazii G^+_{2,4}. �tot obraz est~ ediniqnaØ sfera v nekotorom antievklidovom trehmernom podprostranstve prostranstva Λ(M ).

DlØ ravnomernoæ qasticy (v = const) iz usloviØ γ^′ ∧ γ^{′′} ≠ 0 sleduet, qto k ≠ 0. Pofftomu dlØ zamknutoæ krivoæ γ̃ ⊂ E opredelena regulØrnaØ indikatrisa glavnyh normaleæ γ^n. V silu skazannogo, pary γ^n ⊂ S^2(E) i ω_0 ⊂ ζ(S^2(E)) kongruffntny kak podmnoßestva antievklidovyh trehmernyh prostranstv. KrivaØ γ^n delit sferu na dve ravnovelikie qasti. Esli γ^n ne imeet samopereseqeniæ, to ffto horoxo izvestnyæ fakt. Esli ße γ^n imeet samopereseqeniØ, to ffti qasti i ih ravnovelikost~ nußno ponimat~ v obobwenom smysle (sm. [6]). Pofftomu tem ße svoæstvom obladaet i para ω_0 ⊂ ζ(S^2(E)).

Literatura

1. S. E. Kozlov, TopologiØ i Lorenc-invariantnaØ psevdorimanova metrika mnogoobraziØ napravleniæ v fiziqeskom prostranstve. Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 141–151.

2. S. E. Kozlov, Matematiqeskie osnvovy special~noæ teorii otnositel~nosti i prostranstvo Lobaqevskogo. Izd. SPbGU, SPb. (1995).

3. P. K. Raxevskiæ, Rimanova geometriØ i tenzornyæ analiz. M., (1953). 4. R. I. Pimenov, Prostranstva kinematiqeskogo tipa (matematiqeskaØ teoriØ prostranstva-vremeni). Zap. nauqn. semin. LOMI 6 (1968), 1–496.

5. W. Fenchel, Über Krümmung und Windung geschhlossener Raumkurven. Math.

Ann. 101 (1929) 238–252.

6. V. I. Arnol~d, GeometriØ sferiqeskih krivyh i algebra kvaternionov.

UMN, 1995, t.50, vyp.1 (301).

Kozlov S. E. Rotation of the one-dimensional direction in the physical space for a periodic particle.

We give an invariant definition of the world line (of a particle) in Minkowski space corresponding to a periodic motion of a particle in physical 3-space. We obtain the sharp lower estimate for the rotation of the one-dimensional direction of the partical in the physical space as a function of the velocity of the particle.

Postupilo 12 dekabrØ 1997 g. Sankt-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ universitet