Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

V. V. Makeev NEKOTORYE SPECIAL^NYE KONFIGURACII PLOSKOSTE`, SV˚ZANNYE S VYPUKLYMI KOMPAKTAMI

TremØ avtorami [1–3] byla nezavisimo ustanovlena nißesledu¸waØ topologiqeskaØ lemma 1 i dany ee geometriqeskie primeneniØ. DannaØ rabota soderßit neskol~ko novyh rezul~tatov v fftom napravlenii.

Oboznaqim G_{kn} mnogoobrazie Grassmana neorientirovannyh k-ploskosteæ, prohodØwih qerez nekotoru¸ toqku v R^n. Oboznaqim γ_{kn} : E_{kn} → G_{kn} kanoniqeskoe rassloenie: sloem nad toqkoæ

e ∈ G_{kn} ØvlØetsØ ona ße, rassmatrivaemaØ kak k-mernoe vektor-

noe prostranstvo.

Lemma 1. Indeks pereseqeniØ po modul¸ 2 ciklov c1, . . . , cn�k+1

total~nogo prostranstva E_{kn} kanoniqeskogo rassloeniØ γ_{kn} nad mnogoobraziem Grassmana, gomologiqnyh po modul¸ 2 nulevomu seqeni¸ fftogo rassloeniØ, raven 1.

Sledstvie. Indeks pereseqeniØ po modul¸ 2 ciklov c1, . . . , cn�k+1

∈ H_{k(n}�_{k)} (E_{kn}; Z_2), pereseka¸wihsØ transversal~no so sloem prostranstva E_{kn} obwego poloßeniØ v neqetnom qisle toqek raven 1.

Lemma 2. Pust~ kaßdoæ troæke vzaimno perpendikulØrnyh pro-

hodØwih qerez toqku O ∈ R^3 ploskosteæ postavlena v sootvetstvie nepreryvno zavisØwaØ ot fftih ploskosteæ troæka toqek – po odnoæ iz kaßdoæ ploskosti. Togda dlØ nekotoryh treh vzaimno perpendikulØrnyh ploskosteæ sootvetstvu¸wee im troetoqie ØvlØetsØ ortogonal~noæ proekcieæ na nih nekotoroæ toqki prostranstva R^3.

Dokazatel~stvo. DlØ vsØkoæ pravostoronneæ dekartovoæ siste-

my koordinat Oxyz s naqalom v toqke O oboznaqim (x_1, y_1),

(y_2, z_1), (z_2, x_2) koordinaty sootvetstvu¸wih treh toqek v plos-

kostØh Oxy, Oyz, Ozx sootvetstvenno. My dolßny dokazat~, qto v nekotoroæ sisteme koordinat vypolØn¸tsØ usloviØ: x_1 = x_2, 165

166 V. V. MAKEEV

y_1 = y_2, z_1 = z_2. Moßno ograniqit~sØ sluqaem, kogda koordi-

natnye funkcii toqek gladko zavisØt ot sistemy koordinat (v ostal~nyh sluqaØh lemma poluqaetsØ predel~nym perehodom). V situacii obwego poloßeniØ, to est~ kogda (0, 0, 0) est~ regulØrnoe znaqenie otobraßeniØ (x_2−x_1, y_2−y_1 , z_2−z_1), imeetsØ lix~ koneqnoe qislo iskomyh sistem koordinat i sootvetstvenno posle nadleßaweæ faktorizacii koneqnoe qislo troek poparno perpendikulØrnyh ploskoesteæ. Po standartnym soobraßeniØm vyqet po modul¸ 2 qisla iskomyh troek poparno perpendikulØrnyh ploskosteæ vsegda odinakov v situacii obwego poloßeniØ. Dokaßem, qto fftot vyqet raven edinice.

DlØ vsØkogo gladkogo seqeniØ s_{23} kanoniqeskogo rassloeniØ

γ_{23} : E_{23} → G_{23} kaßdoæ troæke (E_1, E_2, E_3) poparno ortogonal~nyh

ploskosteæ my moßem sopostavit~ troetoqie (s_{23}(E_1), s_{23}(E_2),

s_{23}(E_3)). SootvetstviØmi takogo roda my v dal~neæxem i ograni-

qimsØ. Ravenstvo z_1 = z_2 vydelØet sredy dekartovyh sistem koordinat v situacii obwego poloßeniØ gladkoe kompaktnoe dvumernoe podmnogoobrazie M . ImeetsØ proekciØ π : M → E_{23}, pust~ v sisteme koordinat Oxyz koordinaty sootvetstvu¸wego troetoqiØ sut~ (x_1, y_1), (x_2, z_1), (z_2, x_2), togda π(Oxyz) – toqka v ploskosti Oxy s koordinatami (x_2, y_2). Esli sistemu koordinat zamenit~ na drugu¸ s toæ ße ploskost~¸ Oxy i tem ße naborom koordinatnyh ploskosteæ, to π(Oxyz) ne menØetsØ. Pofftomu

π : M → E_{23} induciruet proekci¸ π0 : M 0 → E_{23} mnogoobraziØ

sootvetstvu¸wih troek koordinatnyh ploskosteæ. Dokaßem, qto π0_{(M} 0_) peresekaetsØ so sloem_{E23} obwego poloßeniØ v neqetnom qisle toqek. �to sleduet iz togo, qto pri povorote sistemy koordinat Oxyz vokrug osi Oz na 90^0 veliqina z_1 − z_2 menØet znak, a znaqit v situacii obwego poloßeniØ obrawaetsØ v nol~ neqetnoe qislo raz.

Po sledstvi¸ lemmy 1 cikly π0(M 0) i s_{23}(G_{23}) pereseka¸tsØ, qto i oznaqaet, qto dlØ sootvetstvu¸weæ sistemy koordinat

Oxyz vypolnØetsØ z_1 = z_2, x_1 = x_2, y_1 = y_2, qto i trebovalos~.

Zameqanie. Lemmu 2 moßno pereformulirovat~ na Øzyk vektor-

nyh rassloeniæ.

Postroim xestimernoe vektornoe rassloenie γ nad prostranstvom B ortonormirovannyh poloßitel~no orientirovannyh reperov v R^3 V kaqestve sloØ nad troækoæ vektorov (e_1, e_2, e_3), otloßennyh ot toqki O ∈ R^3 voz~mem prØmu¸ summu E_1 ⊕ E_2 ⊕ E_3 ⊂

NEKOTORYE KONFIGURACII PLOSKOSTE` 167

(R^3)^3 treh dvumernyh prostranstv, pervoe iz kotoryh natØnu-

to na vektory (e_1, e_2), vtoroe na paru vektorov (e_1, e_3) i tret~e sootvetstvenno na (e_2, e_3). Total~noe prostranstvo E rassmatrivaemogo rassloeniØ, oqevidno, est~ devØtimernoe podmnogoobrazie B×(R^3)^3. Oboznaqim B_1 faktorprostranstvo prostranstva B, poluqaemoe otoßdestvleniem teh reperov (e_1, e_2, e_3), dlØ kotoryh sootvetstvu¸wie im troæki dvumernyh prostranstv (E_1, E_2, E_3) otliqa¸tsØ razve lix~ porØdkom. Otoßdestvim takße sloi nad skleivaemymi toqkami bazy B, sovmewaØ sovpada¸wie slagaemye E_i. My postroili xestimernoe vektornoe rassloenie γ_1 nad prostranstvom B_1 troek poparno perpendikulØrnyh prohodØwih qerez toqku O ∈ R^3 ploskosteæ. V total~nom prostranstve E imeetsØ invariantnoe otnositel~no vyxeopisannyh otoßdestvleniæ trehmernoe podrassloenie, sloi kotorogo sostoØt iz vektorov (x, y, z) ∈ E_1 ⊕ E_2 ⊕ E_3, ØvlØ¸wihsØ ortogonal~nymi proekciØmi nekotorogo vektora a ∈ R^3 na ploskosti E_i sootvetstvenno. Posle faktorizacii poluqaetsØ trehmernoe podrassloenie γ_2 rassloeniØ γ_1. Faktorrassloenie γ_3 = γ_1/γ_2 ØvlØetsØ trehmernym vektornym rassloeniem nad B_1.

Provedennoe vyxe rassußdenie dokazyvaet, qto gladkoe seqenie rassloeniØ γ_3 obwego poloßeniØ imeet neqetnoe qislo nuleæ, to est~, qto starxiæ klass XtifelØ–Uitni w_3(γ_3) ≠ 0.

Rombododekaffndrom nazyvaetsØ mnogogrannik, ograniqennyæ dvenadcat~¸ ploskostØmi, provedennym qerez rebra nekotorogo kuba i sostavlØ¸wimi ravnye ugly s granØmi, smeßnymi s fftimi rebrami.

Sledstvie 1. L¸boe podmnoßestvo A ⊂ R^3 diametra d umewa-

etsØ v rombododekaffdre s rasstoØniem d meßdu parallel~nymi granØmi.

DlØ kaßdoæ ploskosti P iz proizvol~noæ troæki vzaimno perpendikulØrnyh ploskosteæ (P, Q, R) provedem dve pary, perpendikulØrnyh k P parallel~nyh ploskosteæ so sledu¸wimi svoæstvami. Ploskosti v raznyh parah perpendikulØrny drug drugu i sostavlØ¸t ugly v 45^0 s ploskostØmi Q i R. Parallel~- nye ploskosti ravnoudaleny ot mnoßestva A i udaleny drug ot druga na rasstoØnie d. Postroennye ploskosti vyseka¸t v ploskosti P kvadrat so storonoæ d i s centrom v nekotoroæ toqke O(P ). Po lemme 2 dlØ nekotoroæ troæki (P, Q, R) poparno perpendikulØrnyh ploskosteæ toqki O(P ), O(Q), O(R) ØvlØ-

168 V. V. MAKEEV ¸tsØ ortogonal~nymi proekciØmi na ffti ploskosti nekotoroæ toqki O ∈ R^3. Togda sootvetstvu¸wie xest~ par parallel~nyh ploskosteæ, associirovannyh s (P, Q, R), ograniqiva¸t rombododekaffdr s centrom v toqke O, soderßaweæ mnoßestvo A. � Predloßennoe dokazatel~stvo sledstviØ znaqitel~no prowe pervonaqal~nogo, plan kotorogo opisan v [5]. Predloßennoe rassußdenie pozvolØet takße prowe poluqit~ osnovnoæ rezul~tat [5], utverßda¸wiæ, qto vokrug vsØkogo vypuklogo tela v R^3, krome tel nekotorogo special~nogo tipa, moßno opisat~ affinnyæ obraz rombododekaffdra. Osnovnoæ qast~¸ dokazatel~stva [5] ØvlØetsØ dokazatel~stvo utverßdeniØ, qto koliqestvo affinnyh obrazov rombododekaffdra, opisannyh vokrug vypuklogo tela s gladkoæ graniceæ obwego poloßeniØ, neqetno. Iz privedennyh vyxe rassußdeniæ vidno, qto qislo affinnyh obrazov rombododekaffdra, opisannyh vokrug tela postoØnnoæ xiriny s gladkoæ graniceæ obxego poloßeniØ, neqetno.

Horda vypuklogo tela nazyvaetsØ affinnym diametrom, esli ee koncy leßat v parallel~nyh opornyh ploskostØh fftogo tela.

Teorema 1. U l¸bogo vypuklogo tela K ⊂ R^3 nekotorye tri vza-

imno perpendikulØrnye affinnye diametry pereseka¸tsØ v odnoæ toqke.

Dokaßaem teoremu dlØ vypuklyh tel s gladkoæ graniceæ poloßitel~noæ gaussovoæ krivizny. Takoe telo K ⊂ R^3 imeet edinstvennyæ affinnyæ diametr l¸bogo napered zadannogo napravleniØ, kotoryæ nepreryvno zavisit ot fftogo napravleniØ. VsØkoæ troæke poparno perpendikulØrnyh ploskosteæ sopostavim troæku toqek, v kotoryh ffti ploskosti pereseka¸t prØmye, natØnutye na perpendikulØrnye k ploskosti affinnye diametry tela K. Teper~ teorema sleduet neposredstvenno iz lemmy 2. DlØ proizvol~nogo vypuklogo tela teorema poluqaetsØ predel~- nym perehodom. �

Sledu¸waØ teorema obobwaet horoxo izvestnoe utverßdenie o vozmoßnosti razbieniØ ploskoæ vypukloæ figury na qetyre qasti ravnoæ plowadi paroæ perpendikulØrnyh prØmyh.

Teorema 2. DlØ l¸byh n−1 nepreryvno raspredelennyh v R^n mass

M_1, . . . , M_n�_1 naædetsØ takaØ (n − 2)-mernaØ ploskostt~ E ⊂ R^n, qto dlØ l¸bogo 1 6 i 6 n − 1 suwestvu¸t dve vzaimno perpendikudØrnye giperploskosti, odna iz kotoryh E, delØwie massu M_i na

NEKOTORYE KONFIGURACII PLOSKOSTE` 169

qetyre ravnyh qasti.

Dokaßem teoremu dlØ raspredeleniæ mass, ime¸wih gladku¸ plotnost~ s kompaktnym vypuklym nositelem.

Pust~ G_{2n} – mnogoobrazie Grassmana neorientirovannyh 2- ploskosteæ, prohodØwih qerez toqku O ∈ R^n. Ortogonal~no sproektiruem raspredeleniØ mass M_1, . . . , M_n�_1 v ploskosti g ∈ G_{2n}. To est~ dlØ vsØkoæ g ∈ G_{2n} i 1 6 i 6 n−1 rassmotrim raspredeleniØ massy M 0_i v ploskosti g s plotnost~¸ ψ_i(x) = R E(x) φi(x) dμ, gde φ_i – plotnost~ raspredeleniØ massy M_i, a E(x) – ortogonal~noe dopolnenie k ploskosti g v toqke x ∈ g. My dolßny dokazat~, qto naædetsØ takaØ ploskost~ g ∈ G_{2n} i toqka x ∈ g, qto dlØ 1 6 i 6 n − 1 suwestvuet para ortogonal~nyh prØmyh, prohodØwih v g qerez toqku x i delØwih massu M 0_i na qetyre ravnye qasti.

Oboznaqim M – mnogoobrazie par ortogonal~nyh prØmyh, leßawih vo vsevozmoßnyh ploskostØh g ∈ G_{2n}. DlØ 1 6 i 6 n − 1 i raspredeleniØ massy M_i obwego poloßeniØ mnoßestvo par prØmyh M 0 ⊂ M , delØwih massu M 0_i na qetyre ravnye qasti, est~ gladkoe kompaktnoe podmnogoobrazie M korazmernosti 3. Sproektiruem M 0 v total~noe prostranstvo E_{2n}, sopostaviv pare ortogonal~nyh prØmyh iz g ∈ G_{2n} ih toqku pereseqeniØ. Pokaßem, qto proekciØ M 0 v E_{2n} imeet neqetnoe qislo obwih toqek s ploskost~¸ iz G_{2n} obwego poloßeniØ. Dokaßem, qto dlØ raspredeleniØ massy obwego poloßeniØ na ploskosti, ime¸wego gladku¸ plotnost~ s kompaktnym vypuklym nositelem, suwestvuet neqetnoe qislo par prØmyh (sootvetstvenno neqetnoe qislo ih toqek pereseqeniØ), delØwih fftu massu na qetyre ravnye qasti.

DlØ ukazannogo raspredeleniØ massy i proizvol~noæ prØmoæ na ploskosti, naædetsØ edinstvennaØ parallel~naØ eæ prØmaØ, delØwaØ rassmatrivaemu¸ massu popolam. Rassmotrim uporØdoqennu¸ paru ortogonal~nyh prØmyh l_1 i l_2, kaßdaØ iz kotoryh delit dannu¸ massu popolam. Oqevidno, qto massy zakl¸qennye v pervom i tret~em kvadrante otnositel~no l_1 i l_2, a takße vo vtorom i qetvertom poparno ravny. Oboznaqim ih sootvetstvenno a i b. Pri odnovremennom povorote napravleniæ l_1 i l_2 na 90^0 gladkaØ funkciØ fftih napravleniæ (a−b) menØet znak (kvadranty menØ¸tsØ rolØmi). Pofftomu (a − b) dlØ raspredeleniØ massy obwego poloßeniØ imeet neqetnoe qislo nuleæ, qto i trebovalos~ dokazat~.

170 V. V. MAKEEV

Teper~ teorema 2 vytekaet iz sledstviØ lemmy 1, primenennogo k (n − 1) ciklam-proekciØm ciklov M^i v mnogoobrazii E_{2n}.

Nißesledu¸waØ teorema 3 obobwaet horoxo izvestnoe utverßdenie [6] o vozmoßnosti razbieniØ ploskoæ vypukloæ figury na xest~ qasteæ ravnoæ plowadi tremØ pereseka¸wimisØ v odnoæ toqke prØmymi.

Teorema 3. DlØ l¸byh n−1 nepreryvno raspredelennyh v R^n mass

M_1, . . . , M_n�_1 naædetsØ takaØ (n − 2)-mernaØ ploskost~ E ⊂ R^n, qto dlØ kaßdogo 1 6 i 6 n − 1 suwestvu¸t tri soderßawie E giperploskosti, delØwie massu M_i na xest~ ravnyh qasteæ.

Dokazatel~stvo povtorØet dokazatel~stvo teoremy 2. Kak i pri dokazatel~stve teoremy 2, sqitaem raspredeleniØ mass M_i ime¸wimi gladku¸ plotnost~ s kompaktnymi vypuklymi nositelØmi dlØ 1 6 i 6 n − 1 i ortogonal~no sproektiruem ih na ploskost~ f ∈ G_{2n}. Dokaßem, qto naædetsØ takaØ ploskost~

g ∈ G_{2n} i toqka x ∈ g, qto dlØ 1 6 i 6 n − 1 suwestvu¸t tri prØ-

mye, prohodØwie qerez toqku x i delØwie massu M 0_i na xest~ ravnyh qasteæ, gde M 0_i – proekciØ M_i v ploskost~ g ∈ G_{2n}.

Oboznaqim M mnogoobrazie troek pereseka¸wihsØ v odnoæ toqke prØmyh, leßawih v ploskostØh g ∈ G_{2n}. DlØ 1 6 i 6 n − 1 i raspredeleniØ massy M_i obwego poloßeniØ mnoßestvo troek prØmyh M^i ⊂ M , delØwih massu M 0_i na xest~ ravnyh qasteæ est~ gladkoe kompaktnoe podmnogoobrazie M korazmernosti 5. Sproektiruem M^i v total~noe prostranstvo E_{2n}, sopostaviv troæke pereseka¸wihsØ prØmyh ih toqku pereseqeniØ. Pokaßem, qto proekciØ M^i v E_{2n} imeet neqetnoe qislo obwih toqek s ploskost~¸ iz G_{2n} obwego poloßeniØ. �to sleduet iz togo, qto raspredelenie massy obwego poloßeniØ s gladkoæ plotnost~¸ s kompaktnym vypuklym nositelem na ploskosti imeet neqetnoe qislo, tak nazyvaemyh, xestidol~nyh toqek, qerez kotorye moßno provesti tri prØmye, delØwie dannu¸ massu na xest~ ravnyh qasteæ. �to legko usmotret~ iz dokazatel~stva suwestvovaniØ xestidol~nyh toqek [6, 7]. Oni, kak i v dokazatel~stve predyduweæ teoremy, nahodØtsØ vo vzaimno-odnoznaqnom sootvetstvii s nulØmi nekotoroæ gladkoæ funkcii, prinima¸weæ na koncah promeßutka znaqeniØ raznogo znaka. TakaØ funkciØ v situacii obwego poloßeniØ imeet neqetnoe qislo nuleæ.

Teper~ teorema 3 vytekaet iz sledstviØ lemmy 1, primenennogo k (n − 1) ciklam proekciØm ciklov M^i v mnogoobrazii E_{2n}.

NEKOTORYE KONFIGURACII PLOSKOSTE` 171 Sledu¸waØ teorema 4 ØvlØetsØ prostym obobweniem osnovnogo rezul~tata [8].

Teorema 4. DlØ vypuklyh kompaktov K1, K2 ⊂ R^n naædutsØ ta-

kie n giperploskosteæ α_1, . . . , α_n, qto parallel~nye im pary opornyh dlØ K_1 i K_2 giperploskosteæ soderßat koncy n poparno perpendikulØrnyh affinnyh diametrov kompaktov K_1 i K_2 sootvetstvenno.

Dokaßem teoremu dlØ vypuklyh kompaktov K_1 i K_2 s gladkoæ graniceæ poloßitel~noæ gaussovoæ krivizny. DlØ ostal~- nyh vypuklyh kompaktov teorema poluqaetsØ prostym predel~- nym perehodom.

Pust~ G_n�_{1,n} – mnogoobrazie Grassmana neorientirovannyh

(n − 1)-ploskosteæ, prohodØwih qerez toqku O ∈ R^n. Pust~ M

– mnogoobrazie neuporØdoqennyh naborov iz n razdiqnyh toqek

G_n�_{1,n}. Oqevidno, M – nekompaktnoe gladkoe mnogoobrazie raz-

mernosti n(n − 1). Oboznaqim M_i dlØ i = 1, 2 kompaktnoe gladkoe n(n�1)_2 -mernoe podmnogoobrazie_M , sostoØwee iz naborov_{(n − 1)}- ploskosteæ, parallel~nyh opornym (n − 1)-ploskostØm kompakta

K_i, provedennym v koncah n poparno-ortogonal~nyh affinnyh

diametrov K_i. Vypuklyæ kompakt v R^n s gladkoæ graniceæ poloßitel~noæ gaussovoæ krivizny imeet edinstvennyæ affinnyæ diametr, parallel~nyæ napered zadannomu napravleni¸ i gladko zavisØwiæ ot fftogo napravleniØ. Ots¸da netrudno vyvesti, qto M_i diffeomorfny mnogoobraziØm neuporØdoqennyh naborov poparno-ortogonal~nyh, provedennyh qerez nekotoru¸ toqku v

R^n, prØmyh. Indeks pereseqeniØ po modul¸ 2 ciklov M1 i M2 v

M ne zavisit ot vybora kompaktov K_1 i K_2, tak kak l¸bye dva takie kompakta gladko deformiruemy drug v druga. V [8] dokazano, qto esli K_1 – xar, a K_2 – ffllipsoid s poparno razliqnymi osØmi, to M_1 i M_2 transversal~no pereseka¸tsØ v odnoæ toqke. Pofftomu indeks pereseqeniØ M_1 i M_2 raven 1 po modul¸ 2. Znaqit M_1 ∩ M_2 ≠ ?. Teorema 4 dokazana. �

ZameqaniØ. 1. Esli v teoreme 4 odin iz kompaktov ØvlØetsØ

xarom, to poluqaetsØ osnovnaØ teorema [8].

2. Opornye giperploskosti v teoreme 4 ne obØzatel~no ØvlØ- ¸tsØ razliqnymi.

Teorema 5. DlØ dvuh central~no-simmetriqnyh i nepreryvno

raspredelennyh v R^n mass s obwim centrom simmetrii naædutsØ

172 V. V. MAKEEV

tri ploskosti, delØwie odnovremenno ffti massy na vosem~ ravnyh qasteæ.

Pust~ G_{23} – mnogoobrazie Grassmana neorientirovannyh ploskosteæ, prohodØwih qerez obwiæ centr simmetrii raspredeleniØ mass – toqku O ∈ R^n. Pust~ M – mnogoobrazie neuporØdoqennyh troek razliqnyh “toqek” iz G_{23}.

Budem sqitat~, qto rassmatrivaemye raspredeleniØ mass ime¸t kompaktnye nositeli i, qto massy, zakl¸qennye vnutri qasteæ, na kotorye ploskosti “toqki” m ∈ M razbiva¸t prostranstvo, ØvlØ¸tsØ gladkimi poloßitel~nymi funkciØmi ot “toqki” m. V ostal~nyh sluqaØh teorema poluqaetsØ predel~- nym perehodom.

DlØ raspredeleniØ mass obwego poloßeniØ mnoßestvo troek ploskosteæ m ∈ M , razbiva¸wih ffti massy na vosem~ ravnyh qasteæ, est~ kompaktnoe trehmernoe podmnogoobrazie M_1(M_2) mnogoobraziØ M . Kompaktnost~ M_i sleduet iz poloßitel~nosti mass i kompaktnosti ih nositeleæ, a trehmernost~ iz togo, qto

M_i opredelØetsØ tremØ nezavisimymi usloviØmi: ravny ob¨emy

tela K_i, zakl¸qennye v qetyreh parah simmetriqnyh trehgrannyh uglov, obrazovannyh troækoæ ploskosteæ m ∈ M . Indeks pereseqeniØ po modul¸ 2 ciklov M_1 i M_2 v M ne zavisit ot vybora kompaktov obwego poloßeniØ. Dokaßem, qto fftot indeks pereseqeniØ raven 1.

Pust~ K_1 – xar, a K_2 – ffllipsoid s poparno-razliqnymi osØmi. Togda M_1 i M_2 transversal~no pereseka¸tsØ v odnoæ toqke – troæke ploskosteæ, natØnutoæ na glavnye osi ffllipsoida K_2. Proverka usloviØ transversal~nosti i obwnosti poloßeniØ K_1 i K_2 soverxenno analogiqna, vypolnennoæ v [8]. �

SledstviØ. 1. DlØ vypuklogo central~no-simmetriqnogo kom-

pakta K ⊂ R^3 naædutsØ tri ploskosti, delØwie na vosem~ ravnyh qasteæ i ego ob¨em i plowal~ poverhnosti.

DlØ dokazatel~stva rassmotrim dlØ proizvol~nogo natural~- nogo n paru tel (K_1, K^n_2 ), gde K_1 = K, a K^n_2 est~ okrestnost~ radiusa^1_n granicy kompakta K. Po teoreme naædetsØ troæka ploskosteæ m_n, delØwaØ odnovremenno ob¨emy K_1 i K^n_2 na vosem~ ravnyh qasteæ. Iz posledovatel~nosti troek ploskosteæ

m_n moßno vydelit~ podposledovatel~nost~, shodØwu¸sØ k ne-

kotoroæ troæke m prohodØwih qerez centr simmetrii tela K ploskosteæ, kotoraØ i ØvlØetsØ iskomoæ. �

NEKOTORYE KONFIGURACII PLOSKOSTE` 173 2. DlØ nepreryvno central~no-simmetriqno raspredelennoæ

v R^n massy naædutsØ tri vzaimno-perpendikulØrnye ploskosti,

delØwie fftu massu na vosem~ ravnyh qasteæ.

DlØ dokazatel~stva dostatoqno rassmotret~ ewe odnu sferiqeski simmetriqno nepreryvno raspredelennu¸ massu i vospol~zovat~sØ teoremoæ 5. �

Tri poparno perpendikulØrnye ploskosti razbiva¸t trehmernoe prostranstvo na vosem~ ravnyh oktantov. Povernem odnovremenno qetyre iz fftih oktantov, ime¸wie obwiæ luq, na nekotoryæ ugol vokrug fftogo luqa. Poluqennu¸ konfiguraci¸ oktantov budem nazyvat~ skruqennoæ.

Teorema 6. DlØ vsØkogo nepreryvnogo raspredeleniØ massy v R^3

naædetsØ skruqennaØ sistema oktantov, razbiva¸waØ massu na vosem~ ravnyh qasteæ.

Teoremu 6 dostatoqno dokazat~ dlØ raspredeleniæ massy v prostranstve, ime¸wih gladku¸ plotnost~ s kompaktnym nositelem. V ostal~nyh sluqaØh dokazatel~stvo poluqaetsØ predel~- nym perehodom.

Skruqennye sistemy oktantov obrazu¸t nekompaktnoe semimernoe mnogoobrazie M . Uslovie ravenstva zakl¸qennyh v oktantah mass dlØ raspredeleniØ s plotnost~¸ obwego poloßeniØ vydelØet v M kompaktnoe nul~mernoe mnogoobrazie N , to est~ koneqnyæ nabor toqek. Kompaktnost~ ukazannogo mnoßestva toqek vytekaet iz sledu¸wego oqevidnogo utverßdeniØ. Esli v kaßdom iz pokryva¸wih prostranstvo oktantov s obweæ verxinoæ zakl¸qena poloßitel~naØ massa, to obwaØ verxina oktantov prinadleßit vypukloæ oboloqke nositelØ plotnosti raspredelennoæ massy. Vyqet po modul¸ 2 qisla toqek mnoßestva N ne zavisit ot vybora plotnosti obwego poloßeniØ, tak kak oni gladko deformiruemy drug v druga. Dokaßem, qto fftot vyqet raven edinice.

Kak sleduet iz dokazatel~stva predyduweæ teoremy central~no-simmetriqno raspredelennaØ massa obwego poloßeniØ razdelØetsØ na vosem~ ravnyh qasteæ neqetnym qislom troek, vzaimno-perpendikulØrnyh ploskosteæ, prohodØwih qerez centr simmetrii raspredeleniØ. Skruqennye sistemy oktantov, razdelØ¸wie massu na vosem~ ravnyh qasteæ razbiva- ¸tsØ na pary simmetriqnyh otnositel~no centra simmetrii raspredeleniØ. �

174 V. V. MAKEEV

Zameqanie. V rabote [9] sformulirovana shodnaØ teorema o voz-

moßnosti vpisat~ v proizvol~nyæ vypuklyæ kompakt v R^3 skruqennu¸ pravil~nu¸ qetyrehugol~nu¸ prizmu s napered zadannym otnoxeniem reber. Dokazatel~stvo v [9], osnovannoe na vyqislenii celoqislennogo indeksa pereseqeniØ, oxiboqno. Odnako, dokazatel~stvo bez truda poluqaetsØ posle nadleßaweæ faktorizacii i vyqisleniØ indeksa pereseqeniØ po modul¸ 2.

Literatura

1. E. Fadell, S. Husseini, An ideal-valued cohomological index theory with applications to Borsuk–Ulam and Bourgin–Yang theorems. — Ergodic Theory Dynamical Systems 8 (1998), 73–85.

2. R. T. Živalevič, S. T. Vrečica, An extension of the ham sandwich theorem. — Bull. London Math. Soc. 22 (1990), 183–186.

3. V. L. Dol~nikov, Transversali semeæstv mnoßestv v Rn i svØz~ meßdu teoremami Helli i Borsuka. — Mat. sb. 184, No. 5 (1993), 111–131.

4. V. L. Dol~nikov, Ob odnom obobwenii teoremy o buterbrode. — Mat.

zametki 52, vyp. 2 (1992), 27–37.

5. V. V. Makeev, Ob affinnyh obrazah rombododekaffdra, opisannyh vokrug trehmernogo vypuklogo tela. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 191–195.

6. R. Buck, E. Buck, Equipartition of convex sets. — Math. Mag. 22 (1948/49), 195–198.

7. I. M. ˚glom, V. G. BoltØnskiæ, Vypuklye figury. Gostehizdat, M., 1951.

8. R. Rattray, An antipodal point, orthogonal point theorem. — Ann. Math. 60 (1954), 502–512.

9. H. Griffits, The topology of square pegs in round holes. — Proc. London Math.

Soc. 62, No. 3 (1991), 647–672.

Makeev V. V. Special configurations of planes associated with convex compact.

Topological methods are applied for proving several combinatorial geometry properties of convex compact sets. It is proved that if K_1, . . . , K_n�_1 are convex compacta in R^n, then there is an (n − 2)-plane

E ⊂ R such that for i = 1, 2, . . . , n − 1 there exist three (two orthogonal)

hyperplanes through E dividing each of K_i into six (four) parts of equal volume. It is also proved that for every two bounded centrally symmetric continuous distributions of masses in R^3 with common center of symmetry there are three planes through this center, dividing both masses into eight equal parts.

Postupilo 13 aprelØ 1998 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet