Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

V. M. Neßinskiæ

ANALOG GRUPPY MILNORA ZACEPLENI˚ V TEORII MNOGOMERNYH ZACEPLENI`

§1. Vvedenie 1.1. Formulirovka problemy. Pust~ n, s, p1, . . . , ps – natural~-

nye qisla. SingulØrnym zacepleniem tipa (p_1, . . . , p_s) v S^n nazyvaetsØ posledovatel~nost~ nepreryvnyh otobraßeniæ

f_1 : S^{p1} → S^n, . . . , f_s : S^{ps} → S^n

s poparno nepereseka¸wimisØ obrazami. SingulØrnye zacepleniØ (f_1, . . . , f_s) i (f^′_1, . . . , f^′_s) nazyva¸tsØ psevdogomotopnymi, esli suwestvuet posledovatel~nost~ nepreryvnyh otobraßeniæ F_1 : S^{p1} × I → S^n × I, . . . , F_s : S^{ps} × I → S^n × I s poparno nepereseka¸wimisØ obrazami, takaØ qto

F_i(x, 0) = (f_i(x), 0) i F_i(x, 1) = (f^′_i (x), 1)

dlØ x ∈ S^{pi} i i = 1, . . . , s.

Problema, kotoroæ posvØwena rabota – ffto problema psevdogomotopiqeskoæ klassifikacii singulØrnyh zacepleniæ tipa

(p_1, . . . , p_s) v S^n. My budem zanimat~sØ lix~ sluqaem

p_1 = . . . = p_{s−1}, n = 2p_1 + 1.

1.2. Pereqen~ rezul~tatov, ime¸wihsØ v literature. Avtoru

izvestny sledu¸wie rezul~taty, ime¸wie otnoxenie k psevdogomotopiqeskoæ klassifikacii singulØrnyh zacepleniæ tipa

(k, . . . , k, p) v S^{2k+1}, gde k i p – natural~nye qisla.

Pust~ snaqala k = 1 i p = 1. V rabote Milnora [8] imeetsØ gomotopiqeskaØ klassifikaciØ dvuh- i trehkomponentnyh odnomernyh singulØrnyh zacepleniæ v R^3. V stat~e Levina [6] soderßitsØ gomotopiqeskaØ klassifikaciØ qetyrehkomponentnyh

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (grant 98-01-00832 i grant podderßki nauqnyh xkol). 175

176 V. M. NEȷINSKI` odnomernyh zacepleniæ v S^3. V rabote Habeggera i Lina [1] dokazano suwestvovanie algoritma, kotoryæ dlØ l¸byh dvuh odnomernyh zacepleniæ v S^3 ustanavlivaet, gomotopny oni ili net. Esli v privedennyh vyxe formulirovkah slova gomotopiqeskaØ i gomotopny zamenit~ slovami psevdogomotopiqeskaØ i psevdogomotopny sootvetstvenno, slovosoqetanie odnomernye zacepleniØ zamenit~ slovosoqetaniem odnomernye singulØrnye zacepleniØ i simvol R^3 zamenit~ simvolom S^3, to poluqennye formulirovki toße budut verny. Qto formulirovki osta¸tsØ vernymi posle pervoæ zameny – sleduet iz raboty Lina [7] (sm. [7], Theorem), ostal~noe oqevidno.

Pust~ dalee k > 1. DlØ dvuhkomponentnyh singulØrnyh zacepleniæ (tipa (k, p) v S^{2k+1}) i dlØ mnogokomponentnyh singulØrnyh zacepleniæ (tipa (k, . . . , k, p) v S^{2k+1}) s p < 2k−1 ime¸tsØ redukcii naxeæ problemy k standartnoæ gomotopiqeskoæ zadaqe. RedukciØ v sluqae dvuhkomponentnyh singulØrnyh zacepleniæ s

p < 2k − 1 soderßitsØ v stat~e Skotta [13] (sm. [13], Theorem iz

§2), s p < 3k − 2 – v rabotah Koxorke [3, 5] (sm. [3], Prop. E i [5], Theorem 5.1), v obwem sluqae – v rabotah avtora [9, 10] (sm. [9], teorema B, ili [10], teorema iz punkta 2.3). RedukciØ v sluqae mnogokomponentnyh singulØrnyh zacepleniæ s p < 2k − 1 po suwestvu soderßitsØ v stat~Øh Koxorke [2, 4, 5] (sm. [4], Main

Theorem i Prop. 1.7, [5], Theorem A, i [2], Prop. 2.19); sr. takße s

rabotoæ avtora [11] (sm. [11], podpunkty 1 i 6).

1.3. Kratkoe soderßanie raboty. Na protØßenii vseæ stat~i

my budem sqitat~ fiksirovannymi natural~nye qisla k > 1, p i r.

Osnovnye rezul~taty raboty moßno razbit~ na tri qasti. (1). Postroena redukciØ problemy psevdogomotopiqeskoæ klassifikacii proizvol~nyh (r + 1)-komponentnyh singulØrnyh zacepleniæ tipa (k, . . . , k, p) v S^{2k+1} k problemam psevdogomotopiqeskoæ klassifikacii

(a) proizvol~nyh r-komponentnyh singulØrnyh zacepleniæ tipa (k, . . . , k) v S^{2k+1};

(b) proizvol~nyh dvuhkomponentnyh singulØrnyh zacepleniæ tipa (k, p) v S^{2k+1};

(c) takih (r + 1)-komponentnyh singulØrnyh zacepleniæ (f_1, . . . , f_r, f)

ANALOG GRUPPY MILNORA ZACEPLENI˚ 177 tipa (k, . . . , k, p) v S^{2k+1}, qto ih singulØrnye podzacepleniØ (f_i, f) psevdogomotopny trivial~nym singulØrnym zacepleniØm (i =

1, . . . , r), a singulØrnye podzacepleniØ (f_1, . . . , f_r) ime¸t fiksirovannyæ psevdogomotopiqeskiæ tip.

(2) Sformulirovana teorema, rexa¸waØ problemu psevdogomotopiqeskoæ klassifikacii singulØrnyh zacepleniæ vida (a). Problema psevdogomotopiqeskoæ klassifikacii singulØrnyh zacepleniæ vida (b) svedena k standartnoæ gomotopiqeskoæ probleme. Postroena korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~, svodØwaØ v blagopriØtnyh sluqaØh problemu psevdogomotopiqeskoæ klassifikacii singulØrnyh zacepleniæ vida (c) k standartnoæ algebro-gomotopiqeskoæ zadaqe.

(3) DlØ nekotoryh natural~nyh qisel k(> 1), p i r postroeny polnye nabory psevdogomotopiqeskih invariantov (r + 1)- komponentnyh singulØrnyh zacepleniæ tipa (k, . . . , k, p) v S^{2k+1}. Zamequ, qto sredi naxih invariantov est~ analogi invariantov Milnora [8] i Levina [6] odnomernyh zacepleniæ.

1.4. Raspoloßenie materiala. �ta stat~Ø, pomimo nastoØwego

vvedeniØ, soderßit tri paragrafa i dobavlenie. PervaØ seriØ rezul~tatov, pereqislennyh v p. 1.3 sostavlØet osnovnoe soderßanie §2, vtoraØ – §4, tret~Ø – dobavleniØ; §3 soderßit podgotovitel~nyæ material, nußnyæ dlØ §4 i dobavleniØ.

Poskol~ku glavnaØ cel~ stat~i – anonsirovat~ rezul~taty, dokazatel~stva nekotoryh teorem opuweny. Podrobnomu izloßeni¸ materiala §§2–4, soderßawemu kak formulirovki, tak i dokazatel~stva, budet posvØwena stat~Ø [12].

§2. Geometriqeskie rezul~taty

Oboznaqim qerez M (r, k, p) mnoßestvo psevdogomotopiqeskih klassov (r + 1)-komponentnyh singulØrnyh zacepleniæ tipa

(k, . . . , k, p) v S^{2k+1}. Netrudno dokazat~, qto esli r = 1 ili p < 2k − 1, to pokomponentnoe svØznoe summirovanie prevrawaet mnoßestvo M (r, k, p) v abelevu gruppu. (Pervoe dokazano v [10], vtoroe oqevidno.)

178 V. M. NEȷINSKI`

OkazyvaetsØ (i v fftom sostoit nax pervyæ rezul~tat), ograniqeniØ na qisla r i p suwestvenny:

pri r = 2 i p = 2k − 1 pokomponentnoe svØznoe summirovanie opredeleno v M (r, k, p) neodnoznaqno, a pri r = 2 i p = 2k, voobwe govorØ, ne opredeleno.

Pervoe Øsno iz ris. 1, vtoroe – iz ris. 2.

Ris. 1.

(Qerez μ̄(1, 2, 3) i ν(1, 2, 3) oboznaqeny opredelØemye v dobavlenii nastoØweæ stat~i psevdogomotopiqeskie invarianty zacepleniæ tipa (k, k, 2k − 1) v S^{2k+1} i (k, k, 2k) v S^{2k+1}, sootvetstvenno. Zamequ, qto v naxih sluqaØh

μ̄(1, 2, 3) ∈ π_{2k−1}(S^{2k−1}) = Z i ν(1, 2, 3) ∈ π_{2k}(S^{2k}) = Z.)

ANALOG GRUPPY MILNORA ZACEPLENI˚ 179

Ris. 2.

SingulØrnoe zaceplenie nazyvaetsØ trivial~nym, esli ono sostoit iz postoØnnyh otobraßeniæ. Nazovem singulØrnoe zaceplenie (f_1, . . . , f_r, f) prostym, esli dlØ kaßdogo natural~- nogo qisla i 6 r singulØrnoe zaceplenie (f_i, f) psevdogomotopno kakomu-nibud~ trivial~nomu zacepleni¸. Oboznaqim qerez M̃ (r, k, p) podmnoßestvo mnoßestva M (r, k, p), sostavlennoe iz psevdogomotopiqeskih klassov prostyh singulØrnyh zacepleniæ.

Teorema 1 (a). Suwestvuet kanoniqeskaØ biekciØ mnoßestva

M (r, k, p) na mnoßestvo M̃ (r, k, p) × M (1, k, p) × . . . × M (1, k, p) r somnoßiteleæ

Dokazatel~stvo sm. v [12], p. 2.2.1.

Poloßim M (r, k) = M (r − 1, k, k) i opredelim otobraßenie δ : M̃ (r, k, p) → M (r, k) pravilom: psevdogomotopiqeskomu klassu prostogo singulØrnogo zacepleniØ (f_1, . . . , f_r, f) tipa (k, . . . , k, p) v S^{2k+1} stavitsØ v sootvetstvie psevdogomotopiqeskiæ klass singulØrnogo zacepleniØ (f_1, . . . , f_r ) (tipa (k, . . . , k) v S^{2k+1}).

Teorema 1 (b). Otobraßenie δ – s¸r¨ekciØ.

�to oqevidno.

180 V. M. NEȷINSKI`

§3. Gomotopiqeskie rezul~taty 3.1. Gruppa Gp(r, A). Qerez B(r) my budem oboznaqat~ buket r

ffkzemplØrov sfery S^k, qerez in_i – standartnoe vloßenie sfery

S^k v buket B(r) v kaqestve i-æ sfery.

Pust~ A = (a_{ij}) – celoqislennaØ (r−1)×r-matrica, 1 6 i 6 r−1

i 1 6 j 6 r, takaØ qto

a_{ii} = 0 i a_{ij} = (−1)^{k+1}a_{ji}

dlØ 1 6 i, j 6 r − 1. Oboznaqim qerez X(r, A) kletoqnoe prostranstvo, poluqennoe prikleivaniem k buketu B(r) xarov D^{2k} posredstvom otobraßeniæ

[a_{i1}in_1 + . . . + a_{ir}in_r , in_i], 1 6 i 6 r − 1

(zdes~ znak + oboznaqaet summu sferoidov, znak [ , ] – proizvedenie Uaætheda otobraßeniæ). Dalee, oboznaqim qerez Y (r, A) kletoqnoe prostranstvo, poluqennoe prikleivaniem k X(r, A) xarov

D^{2k} posredstvom otobraßeniæ

[in_j, in_j ], 1 6 j 6 r.

Nakonec, imeem vkl¸qenie in : X(r, A) → Y (r, A). My polagaem: G_p(r, A) = Im{in_∗ : π_p(X(r, A)) → π_p(Y (r, A))}. Zamequ, qto

G_p(1, ?) = Im{in_∗ : π_p(S^k ) → π_p(S^k_2 )},

gde simvol Y (1, ?) zamenen bolee standartnym simvolom S^k_2 (sm., naprimer, [14]).

3.2. Teorema o razloßenii gruppy Gp(r, A). Pust~ i – natu-

ral~noe qislo, ne prevoshodØwee r. Pust~

in^∼_i : Y (1, ?) → Y (r, A)

– standartnoe vloßenie, prodolßa¸wee skvoznoe otobraßenie S^{k ini}→ B(r) → Y (r, A),

ANALOG GRUPPY MILNORA ZACEPLENI˚ 181 a ar_i : Y (r, A) → Y (1, ?)

– otobraßenie, ØvlØ¸weesØ kompozicieæ standartnoæ retrakcii

Y (r, A) → in^∼_i (Y (1, ?))

i gomeomorfizma

in^∼_i (Y (1, ?)) → Y (1, ?), x → (in^∼_i )^{−1}(x).

Opredelim gomomorfizm

η_i : G_p(r, A) → G_p(1, ?)

pravilom: esli u ∈ G_p(r, A) i f : S^p → Y (r, A) – kakoæ-nibud~ predstavitel~ klassa u, to η_i(u) est~ klass otobraßeniØ ar_i ∘ f. Qto ffto opredelenie korrektno i qto η_i – gomomorfizm – oqevidno. Poloßim

G̃_p(r, A) = Ker η_1 ∩ . . . ∩ Ker η_r.

Teorema 2. Suwestvuet kanoniqeskiæ izomorfizm gruppy Gp(r, A)

na gruppu G̃_p(r, A) ⊕ G_p(1, ?) ⊕ . . . ⊕ G_p(1, ?) rslagaemyh Dokazatel~stvo sm. v [12], p. 6.1.

3.3. Vyqislenie gruppy Gp(1, ?). Pust~

E : π_p(S^k ) → π_{p+1}(S^{k+1})

– gomomorfizm nadstroæki. Opredelim gomomorfizm

ι : G_p(1, ?) → Eπ_p(S^k)

formuloæ in_∗(u) → Eu, u ∈ π_p(S^k). Teorema 3 (a). �to opredelenie korrektno. Gomomorfizm ι est~

ffpimorfizm, a esli p 6 3k − 2, to i izomorfizm.

Dokazatel~stvo sm. v [12], p. 3.3.

182 V. M. NEȷINSKI`

3.4. ToqnaØ posledovatel~nost~ dlØ gruppy^~Gp(r, A). Oprede-

lim gomomorfizmy –1(A) :^{r−1⨁}πp(S^{2k−1}) →^{r(r−1)/2⨁} πp(S^{2k−1}), –2(A) :^{r−1⨁}πp(S^{2k}) →^{r(r−1)/2⨁} πp(S^{2k})

formuloæ

(u_1, . . . , u_{r−1}) →(a_{12}(u_1 − u_2), . . . , a_{1r−1}(u_1 − u_{r−1}), a_{1r}u_1, a_{23}(u_2 − u_3), . . . , a_{2r−1}(u_2 − u_{r−1}), a_{2r}u_2, . . . . . . . . . a_{r−2,r−1}(u_{r−2} − u_{r−1}), a_{r−2,r}u_{r−2}, a_{r−1,r}u_{r−1}). Imeem vkl¸qenie in^∼ : B(r) → Y (r, A). DlØ p < 3k − 2 opredelim sledu¸wim obrazom gomomorfizm

μ̂ : Coker –_1(A) → G̃_p(r, A).

Pust~ u ∈ Coker –_1(A) i pust~ (v_{12}, v_{13}, . . . , v_{1r}, v_{23}, . . . , v_{2r}, . . . , v_{r−1,r}), gde v_{ij} ∈ π_p(S^{2k−1}), – kakoæ-nibud~ predstavitel~ klassa u. Togda

μ̂(u) = in^∼_∗ ∑ 16i<j6r^{[inj, ini]∗(vij)} . Qto μ̂ gomomorfizm – oqevidno. Qto ffto opredelenie korrektno – budet dokazano v [12] (sm. [12], p. 6.2).

Poloßim Z = B(r) ∪ (Y (r, A) \ X(r, A)) i opredelim otobraßenie

apr : Y (r, A) → r−1⋁ S^{2k}

ANALOG GRUPPY MILNORA ZACEPLENI˚ 183 kak kompozici¸ proekcii Y (r, A) → Y (r, A)/Z i standartnogo gomeomorfizma Y (r, A)/Z → r−1⋁ S^{2k}. Dalee, dlØ kaßdogo natural~nogo qisla i 6 r − 1 opredelim otobraßenie

apr_i : r−1⋁ S^{2k} → S^{2k} kak kompozici¸ retrakcii buketa^{r−1} ⋁ S^{2k} na i-¸ sferu buketa

i standartnogo gomeomorfizma i-æ sfery na S^{2k}. Nakonec, dlØ

p < 3k − 2 opredelim gomomorfizm

ν̂ : G̃_p(r, A) → Ker –_2(A)

formuloæ

u → ((apr_1 ∘ apr )_∗(u), . . . , (apr_{r−1} ∘ apr )_∗(u)),

gde u ∈ G̃_p(r, A). Qto ffto opredelenie korrektno, t.e. qto Im ν̂ ⊂

Ker –2(A), – budet dokazano v [12] (sm. [12], p. 6.2).

Teorema 3 (b). Esli p < 3k − 2, to posledovatel~nost~

0 → Coker –_1(A)^{μ̂}→ G̃_p(r, A)^{ν̂}→ Ker –_2(A) → 0

toqna.

Dokazatel~stvo sm. v [12], p. 6.2.

Zamequ, qto esli p = 2k − 1, to gomomorfizm μ̂ est~ izomorfizm. �to sledstvie teoremy 3 (b) i togo, qto poskol~ku

π_{2k−1}(S^{2k}) = 0, to pri p = 2k − 1 gruppa Ker –_2(A) trivial~na.

§4. Osnovnye redukcii 4.1. Gomomorfizm λ. Oboznaqim qerez M(r, k) mnoßestvo celo-

qislennyh matric (a_{ij} ) razmera (r−1)×r (1 6 i 6 r−1 i 1 6 j 6 r), takih qto

a_{ii} = 0 i a_{ij} = (−1)^{k+1}a_{ji}

184 V. M. NEȷINSKI` dlØ 1 6 i, j 6 r − 1. Netrudno videt~, qto operaciØ sloßeniØ prevrawaet mnoßestvo M(r, k) v abelevu gruppu.

Gomomorfizm λ : M (r, k) → M(r, k) opredelØetsØ sledu¸wim pravilom. Esli u ∈ M (r, k) i (f_1, . . . , f_r) – kakoæ-nibud~ predstavitel~ klassa u, to λ(u) est~ matrica

(m_{ij} ), takaØ qto m_{ij} est~ kofffficient zacepleniØ otobraßeniØ f_i s f_j , esli i ≠ j, i nul~, esli i = j. Qto ffto opredelenie kor-

rektno i qto λ gomomorfizm – oqevidno.

Teorema 4 (a). Gomomorfizm λ est~ izomorfizm.

Dokazatel~stvo sm., naprimer, v [12], p. 4.1.

4.2. Gomomorfizm ξ. Gomomorfizm ξ : M (1, k, p) → G_p(1, ?) opredelØetsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ u ∈ M (1, k, p). ˚sno, qto suwestvuet takoæ predstavitel~ (f_1, f) klassa u, qto f_1 est~ gladkoe vloßenie. Pust~

g : S^k → S^{2k+1} \ Im f_1

– kakoe-nibud~ gladkoe vloßenie, takoe qto kofffficient zacepleniØ podmnogoobraziØ g(S^k) s f_1(S^k ) raven 1. ProstaØ standartnaØ proverka pokazyvaet, qto g – gomotopiqeskaØ ffkvivalentnost~. Pust~

g^′ : S^{2k+1} \ Im f_1 → S^k

– kakoe-nibud~ nepreryvnoe otobraßenie, gomotopiqeski obratnoe k g. Rassmotrim otobraßenie S^p → Y (1, ?), x → in (g^′(f(x))). Klass fftogo otobraßeniØ i est~ ξ(u). Qto ffto opredelenie korrektno i qto ξ gomomorfizm – oqevidno.

Teorema 4 (b). Gomomorfizm ξ est~ izomorfizm.

�to nesloßnoe sledstvie teoremy 2.3 iz [10]. Dokazatel~stvo sm. v [12], p. 4.2.

ANALOG GRUPPY MILNORA ZACEPLENI˚ 185

Sledstvie. Esli p 6 3k − 2, to skvoznoæ gomomorfizm

M (1, k, p)^ξ→ G_p(1, ?)^ι→ Eπ_p(S^k)

est~ izomorfizm.

Deæstvitel~no, dostatoqno sopostavit~ predyduwu¸ teoremu s teoremoæ 3 (a).

4.3. ToqnaØ posledovatel~nost~ dlØ mnoßestva δ^{−1}(u). Obo-

znaqim qerez pt_1 ¸ßnyæ pol¸s sfery S^k . DlØ i = 1, . . . , r − 1 opredelim otobraßenie ρ_i : M (r, k, p) → π_p(S^{2k}) sledu¸wim obrazom. Pust~ v ∈ M (r, k, p) i (f_1, . . . , f_r, f) – kakoænibud~ predstavitel~ klassa v. ˚sno, qto suwestvuet gladkoe vloßenie

g_1 : D^{2k+1} → S^{2k+1},

takoe qto

g_1(0) = f_i(pt_1) i Im g_1 ∩ (Im f_r ∪ Im f) = ?.

Pust~

g_2 : S^{2k+1} \ (f_i(pt_1) ∪ f_r (pt_1)) → S^{2k}

– kakaØ-nibud~ gomotopiqeskaØ ffkvivalentnost~, takaØ qto

g_2(g_1(x)) = x, x ∈ S^{2k}(= ∂D^{2k+1}).

Togda ρ_i(v) est~ gomotopiqeskiæ klass otobraßeniØ S^p → S^{2k}, x → g_2(f(x)). To, qto ffto opredelenie korrektno, proverØetsØ prostym standartnym rassußdeniem.

V dal~neæxem v fftom punkte my vs¸du budem sqitat~, qto

p < 3k − 2. My budem takße sqitat~ fiksirovannym fflement u ∈ M (r, k). Opredelim otobraßenie

ν̃(u) : δ^{−1}(u) → Ker –_2(λ(u))

186 V. M. NEȷINSKI` formuloæ v → (ρ_1(v), . . . , ρ_{r−1}(v)) (dlØ v ∈ δ^{−1}(u)). Qto ffto opredelenie korrektno, t.e. qto

(ρ_1(v), . . . , ρ_{r−1}(v)) ∈ Ker –_2(λ(u)),

– dokazano v [12] (sm. [12], p. 4.5).

Lemma. Pust~ p < 3k −2. Togda suwestvuet kanoniqeskaØ biekciØ

ν̂^{−1}(0) → ν̃^{−1}(0), gde ν̂ : G̃_p(r, λ(u)) → Ker –_2(λ(u)) – gomomorfizm s A = λ(u) iz p. 3.4, prodolßimaØ do s¸r¨ekcii π̂ : G̃_p(r, λ(u)) → δ^{−1}(u), takoæ qto ν̃ ∘ π̂ = ν̂. �to dokazano v [12] (sm. [12], §7). Opredelim otobraßenie

μ̃ : Coker –_1(λ(u)) → δ^{−1}(u)

formuloæ μ̃ = π̂ ∘ μ̂. Teorema 4 (c). Pust~ p < 3k − 2 . Togda posledovatel~nost~ mno-

ßestv

0 → Coker –_1(λ(u))^{μ̃}→ δ^{−1}(u)^{ν̃(u)}→ Ker –_2(λ(u)) → 0 toqna; sverh togo, otobraßenie μ̃ in¨ektivno.

�to sleduet iz teoremy 3 (b) i predyduweæ lemmy.

Sledstvie. Esli p = 2k − 1, to otobraßenie^~μ biektivno.

�to oqevidno, poskol~ku pri p = 2k − 1 gruppa Ker –_2(λ(u)) nulevaØ.

ANALOG GRUPPY MILNORA ZACEPLENI˚ 187

Dobavlenie. Psevdogomotopiqeskie invarianty singulØrnyh zacepleniæ

Pust~ L = (f_1, . . . , f_r, f) – singulØrnoe zaceplenie tipa (k, . . . , k, p) v S^{2k+1}. DlØ razliqnyh natural~nyh qisel i i j, ne prevoshodØwih r, poloßim μ̄(ij)(L) ravnym kofffficientu zacepleniØ otobraßeniæ f_i i f_j . DlØ natural~nogo qisla i 6 r rassmotrim singulØrnoe zaceplenie (f_i, f), oboznaqim qerez v_i ego psevdogomotopiqeskiæ klass i poloßim

μ̄(ir + 1)(L) = ι(ξ(v_i))(∈ Eπ_p(S^k)).

Dalee, dlØ natural~nyh qisel i < j, ne prevoshodØwih qisla r, rassmotrim singulØrnoe zaceplenie (f_i, f_j, f), oboznaqim qerez

v^′_{ij} ego psevdogomotopiqeskiæ klass i poloßim

ν(i, j, r + 1)(L) = ρ_1(v^′_{ij})(∈ π_p(S^{2k})).

Nakonec, dlØ natural~nyh qisel i < j, ne prevoshodØwih qisla r, oboznaqim qerez v^{′′}_{ij} obraz klassa v^′_{ij} pri skvoznom otobraße- nii M (2, k, p) → M̃ (2, k, p) × M (1, k, p) × M (1, k, p) → M̃ (2, k, p), gde pervoe otobraßenie – kanoniqeskaØ biekciØ (sm. teoremu 1 (a) iz §2), vtoroe – proekciØ. Predpoloßim, qto p < 3k − 2 i qto

ν(i, r, r + 1)(L) = 0 dlØ 1 6 i 6 r − 1,

i poloßim

μ̄(i j r + 1)(L) = μ̃^{−1}(v^{′′}_{ij} )(∈ π_p(S^{2k−1}) / {(μ̄(i, j)(L))π_p(S^{2k−1})}).

188 V. M. NEȷINSKI`

Teorema 5. Pust~ L^′ – singulØrnoe zaceplenie (tipa (k, . . . , k, p)

v S^{2k+1}), psevdogomotopnoe singulØrnomu zacepleni¸ L. Togda: μ̄(i, j)(L^′) = μ̄(i, j)(L), 1 6 i, j 6 r; μ̄(i, r + 1)(L^′) = μ̄(i, r + 1)(L), 1 6 i 6 r; ν(i, j, r + 1)(L^′) = ν(i, j, r + 1)(L), 1 6 i < j 6 r; esli ν(i, r, r + 1)(L) = 0, 1 6 i 6 r − 1, to ν(i, r, r + 1)(L^′) = 0, 1 6 i 6 r − 1 i μ̄(i, j, r + 1)(L^′) = μ̄(i, j, r + 1)(L), 1 6 i < j 6 r. �to oqevidno.

V zakl¸qenie sformuliru¸ rezul~taty, otnosØwiesØ k obraweni¸ teoremy 5.

(i) Pust~ r = 1 i p 6 3k − 2. Esli

μ̄(1, 2)(L^′) = μ̄(1, 2)(L)(∈ Eπ_p(S^k )),

to singulØrnoe zaceplenie L^′ psevdogomotopno singulØrnomu zacepleni¸ L.

Deæstvitel~no, dostatoqno sopostavit~ opredelenie invarianta μ̄(1, 2) s sledstviem k teoreme 4 (b) (sm. p. 4.2).

(ii) Pust~ r = 2 i p = 2k − 1. Esli

μ̄(1, 2)(L^′) = μ̄(1, 2)(L)(∈ Z),

μ̄(1, 3)(L^′) = μ̄(1, 3)(L), μ̄(2, 3)(L^′) = μ̄(2, 3)(L){∈ π_{2k}(S^{k+1})},

μ̄(1, 2, 3)(L^′) = μ̄(1, 2, 3)(L){∈ π_{2k−1}(S^{2k−1}) / (μ̄(1, 2)π_{2k−1}(S^{2k−1}))},

to singulØrnoe zaceplenie L^′ psevdogomotopno singulØrnomu zacepleni¸ L.

Deæstvitel~no, dostatoqno dlØ p = 2k−1 sopostavit~ teoremu 1 (a) so sledstviØmi k teoremam 4 (b) i 4 (c) i s opredeleniØmi invariantov μ̄(i, j) i μ̄(1, 2, 3).

Dobavl¸, qto dlØ k = p = 1 analogiqnyæ rezul~tat v literature imeetsØ; sm. [8, posledniæ abzac na s. 193].

ANALOG GRUPPY MILNORA ZACEPLENI˚ 189 Pust~ teper~ r = 3 i p = 2k − 1. Oboznaqim qerez w obraz psevdogomotopiqeskogo klassa singulØrnogo zacepleniØ

L = (f_1, f_2, f_3, f) pri skvoznom otobraßenii M (3, k, 2k − 1) → M̃ (3, k, 2k − 1) × M (1, k, 2k − 1) × M (1, k, 2k − 1)× ×M (1, k, 2k − 1) → M̃ (3, k, 2k − 1), gde pervoe otobraßenie – kanoniqeskaØ biekciØ (sm. teoremu 1

(a)), vtoroe – proekciØ. Krome togo, oboznaqim qerez u psevdogo-

motopiqeskiæ klass singulØrnogo zacepleniØ (f_1, f_2, f_3). Soglasno sledstvi¸ k teoreme 4 (c), fflement

μ̃^{−1}(w) ∈ Coker (–_1(λ(u)))

opredelen korrektno. Pust~

(μ(1, 2, 4), μ(1, 3, 4), μ(2, 3, 4)) ∈ ∈ π_{2k−1}(S^{2k−1}) ⊕ π_{2k−1}(S^{2k−1}) ⊕ π_{2k−1}(S^{2k−1})

– kakoæ-nibud~ predstavitel~ klassa μ̃^{−1}(w). Poloßim

τ (L) = μ̄(1, 3)(L)μ̄(2, 3)(L)μ(1, 2, 4) − μ̄(1, 2)(L)μ̄(2, 3)(L)μ(1, 3, 4)+ +μ̄(1, 2)(L)μ̄(1, 3)(L)μ(2, 3, 4)(∈ π_{2k−1}(S^{2k−1}) ∼= Z).

(iii) Esli singulØrnoe zaceplenie L^′ (tipa (k, k, k, 2k−1) v S^{2k+1}) psevdogomotopno singulØrnomu zacepleni¸ L, to τ (L^′) = τ (L).

Esli singulØrnoe zaceplenie L^{′′} tipa (k, k, k, 2k − 1) takovo, qto μ̄(i, j)(L^{′′}) = μ̄(i, j)(L)(∈ Z) dlØ (i, j) = (1, 2), (1, 3), (2, 3), μ̄(i, 4)(L^{′′}) = μ̄(i, 4)(L)(∈ π_{2k}(S^{k+1})) dlØ i = 1, 2, 3, μ̄(i, j, 4)(L^{′′}) = μ̄(i, j, 4)(L)(∈ π_{2k−1}(S^{2k−1}) / {(μ̄(i, j)(L))π_{2k−1}(S^{2k−1})}) dlØ (i, j) = (1, 2), (1, 3), (2, 3), τ (L^{′′}) = τ (L), to ono psevdogomotopno singulØrnomu zacepleni¸ L.

Vse ffto netrudno vyvesti iz teoremy 1 (a) i sledstviæ k teoremam 4 (b) i 4 (c).

Dobavl¸, qto dlØ k = 1 podobnyæ rezul~tat (v sluqae, kogda celye qisla μ̄(1, 2)(L), μ̄(1, 3)(L) i μ̄(2, 3)(L) poparno vzaimno prosty) imeetsØ v [6, p. 380, case 5].

190 V. M. NEȷINSKI`

Literatura

1. N. Habegger, X.-S. Lin, The classification of links up to homotopy. — J. Am.

Math. Soc. 23 (1990), 389–419.

2. U. Koschorke, Link maps and the geometry of their invariants. — Manuscr. Math.

61 (1988), 383–415.

3. U. Koschorke, On link maps and their homotopy classification. — Math. Ann.

286 (1990), 753–782.

4. U. Koschorke, Link homotopy with many components. — Topology 30 (1991), 267–281.

5. U. Koschorke, Homotopy, concordance and bordism of link maps. V kn.: Global Analysis in Modern Mathematics. 1993, pp. 283–299.

6. J. P. Levine, An approach to homotopy classification of links. — Trans. Am.

Math. Soc. 306 (1988), 361–387.

7. X.-S. Lin, On equivalence relations of links in 3-manifolds. Preprint, 14 p. 8. J. Milnor, Link groups. — Ann. Math. 59 (1954), 177–195.

9. V. M. Neßinskiæ, Zaceplenie otobraßeniæ. V kn.: BakinskaØ meßd. topol. konf. Tezisy (qast~ II). Baku, 1987, s. 215.

10. V. M. Neßinskiæ, Gruppy klassov psevdogomotopnyh singulØrnyh zacepleniæ. I. — Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 114–124.

11. V. M. Neßinskiæ, PsevdogomotopiØ zacepleniæ korazmernosteæ bol~xih dvuh. — Zap. nauqn. semin. POMI 208 (1993), 136–151.

12. V. M. Neßinskiæ, SingulØrnye zacepleniØ sfer razmernosteæ k, . . . , k, p v 2k + 1-mernoæ sfere. — Algebra i analiz (v peqati).

13. G. P. Scott, Homotopy links. — Abh. Math. Semin. Univ. Hamburg 32, Nos. 3/4 (1968), 186–190.

14. H. Toda, Kompozicionnye metody v teorii gomotopiqeskih grupp sfer.

M., 1982.

Nezhinskij V. M. Analogue of Milnor link group in higher-dimensional link theory.

We study singular links of several k-spheres and a p-sphere in the (2k + 1)-sphere. For k > 1 we construct a theory of such singular links parallel to J. Milnor’s one-dimensional link theory.

Postupilo 24 marta 1998 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet