Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

N. ı. Necvetaev

ODNO OBOBWENIE TEOREMY LEFXECA O GIPERPLOSKOM SEQENII

Horoxo izvestna teorema Lefxeca o giperploskom seqenii (sm., naprimer, [4]). U nee imeetsØ besqislennoe koliqestvo obobweniæ, v kotoryh obobwaetsØ situaciØ i/ili uqityvaetsØ naliqie osobennosteæ na rassmatrivaemyh mnogoobraziØh.

Zdes~ my privodim odno takoe obobwenie, dokazatel~stvo kotorogo osnovano na modifikacii teorii Morsa i ideæno blizko k privedennomu v [4] dokazatel~stvu klassiqeskoæ teoremy Lefxeca (sr. [2]).

Pust~ M – polnoe kfflerovo mnogoobrazie poloßitel~noæ sekcionnoæ krivizny, dimC M = m, i pust~ A i B – ego neosobye kompleksnye podmnogoobraziØ, dimC A = p, dimC B = q. Pust~

p + q − m ¿ 0. Oboznaqim qerez I(A, B) prostranstvo (kusoqno-

gladkih) puteæ v M s naqalom v A i koncom v B. Imeem estestvennoe vkl¸qenie A ∩ B ⊂ I(A, B) (pri kotorom kaßdoæ toqke sootvetstvuet postoØnnyæ put~ so znaqeniØmi v neæ).

Teorema 1. Para (I(A, B), A∩B) gomotopiqeski (p+q −m)-svØzna. Sledstvie. Gomomorfizm vkl¸qeniØ in∗ : πr(A, A ∩ B) → πr(M, B)

ØvlØetsØ izomorfizmom pri r 6 p + q − m i ffpimorfizmom pri r = p+q−m+1. (Analogiqnoe utverßdenie vypolnØetsØ dlØ grupp gomologiæ i kogomologiæ s proizvol~nymi kofffficientami.)

V sluqae, kogda M = C P^m – proektivnoe prostranstvo, a B – giperploskost~ v nem, poluqaem teoremu Lefxeca, poskol~ku, oqevidno, para (C P^m , C P^{m−1}) ØvlØetsØ (2m − 1)-svØznoæ. V sluqae, kogda M = C P^m , a B – proizvol~no, poluqaem odnu teoremu Fultona i Lazarsfelda, v dal~neæxem obobwavxu¸sØ Zommeze i van de Venom (sr. [5]).

Dokazatel~stvo teoremy 1. Dokazatel~stvo osnovano na modi-

fikacii teorii Morsa (sr. [4]).

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (grant 98-01-00832 i grant podderßki nauqnyh xkol). 191

192 N. ı. NECVETAEV

Budem rassmatrivat~ I(A, B) kak gladkoe “mnogoobrazie”. (Pri neobhodimosti moßno pereæti k ego koneqnomernoæ “approksimacii”, sostoØweæ iz kusoqno-geodeziqeskih krivyh.) Rassmotrim na “mnogoobrazii” I(A, B) funkci¸ deæstviØ L:

I(A, B) → R. Ee absol¸tnye minimumy – ffto v toqnosti toq-

ki pereseqeniØ mnogoobraziæ A i B.

Teorema 1 vytekaet iz sledu¸wih dvuh utverßdeniæ.

Utverßdenie 1. Indeksy kritiqeskih toqek (vozmoßno, vyro-

ßdennyh!) funkcii deæstviØ L : I(A, B) → R, otliqnyh ot toqek minimuma, ne men~xe, qem p + q − m + 1.

Utverßdenie 2. Pust~ M – gladkoe mnogoobrazie, f : M → R

– gladkaØ sobstvennaØ neotricatel~naØ qislovaØ funkciØ na M , priqem min_{x∈M} f(x) = 0, i pust~ k – nekotoroe natural~noe qislo. Predpoloßim, qto dlØ vsØkoæ kritiqeskoæ toqki x ∈ Crit f, ne ØvlØ¸weæsØ toqkoæ minimuma, v kasatel~nom prostranstve T_xM naædetsØ podprostranstvo razmernosti k, na kotorom gessian funkcii f otricatel~no opredelen. Predpoloßim, krome togo, qto mnoßestvo minimumov f^{−1}({0}) ØvlØetsØ podkompleksom nekotoroæ triangulØcii mnogoobraziØ M . Togda para (M, f^{−1}({0})) ØvlØetsØ gomotopiqeski (k − 1)-svØznoæ.

Utverßdenie 2 dokazyvaetsØ neposredstvenno (sr. [5]). My vozmuwaem funkci¸ f, qtoby ona stala morsovskoæ, i poluqaem, qto (k −1)-svØznoæ ØvlØetsØ para (M, U ), gde U – proizvol~no malaØ okrestnost~ mnoßestva minimumov f^{−1}({0}). Uslovie trianguliruemosti ØvlØetsØ tehniqeskim i moßet byt~ oslableno.

Dokazatel~stvo utverßdeniØ 1. OstavxaØsØ qast~ zametki po-

svØwena dokazatel~stvu utverßdeniØ 1.

KaßdaØ kritiqeskaØ toqka funkcii L – ffto geodeziqeskaØ γ s naqalom a ∈ A i koncom b ∈ B, ortogonal~naØ v kaßdoæ iz fftih toqek sootvetstvu¸wemu podmnogoobrazi¸. My pred¨Øvim prostranstvo vektornyh poleæ, na kotoryh indeksnaØ forma I_γ otricatel~no opredelena.

Pust~ T_γ (I(A, B)) – “kasatel~noe prostranstvo” k I(A, B) v toqke γ i T_γ ⊂ T_γ (I(A, B)) – ego podprostranstvo, opredelØemoe variaciØmi geodeziqeskoæ γ s normal~nym polem skorosteæ, parallel~nym vdol~ γ. Zametim, qto v silu kfflerovosti mnogoobraziØ M parallel~nyæ perenos sohranØet kompleksnu¸

ODNO OBOBWENIE TEOREMY LEFXECA 193 strukturu i, sledovatel~no, T_γ ØvlØetsØ kompleksnym vektornym prostranstvom.

Pust~ T_a(A) i T_b(B) – kasatel~nye prostranstva k mnogoobraziØm A i B v toqkah a i b, sootvetstvenno. Prostranstvo T_γ estestvennym obrazom otoßdestvlØetsØ s nekotorymi podprostranstvami v fftih prostranstvah, i na nem opredeleny vtorye fundamental~nye formy mnogoobraziæ A i B v toqkah a i b. Nas budut interesovat~ formy otnositel~no kasatel~nogo vektora krivoæ γ.

Lemma 1. dimC Tγ ¿ p + q − m + 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ T^′_a(A) ⊂ (dγ/dt)^⊥ ⊂ Tb(M ) – rezul~tat

perenosa kasatel~nogo prostranstva T_a(A) k mnogoobrazi¸ A v toqke a vdol~ geodeziqeskoæ γ. Imeem

dimC T_γ = dimC(T^′_a(A) ∩ T_b(B)) ¿

dimC(T^′_a(A)) + dimC(T_b(B)) − dimC (( dγ dt )_⊥)

= p + q − (m − 1) = p + q − m + 1.

NaglØdno ffto oznaqaet, qto na koncah geodeziqeskoæ γ kasatel~nye prostranstva T_aA i T_bB soderßat “parallel~nye” kompleksnye podprostranstva razmernosti po kraæneæ mere p + q −

m + 1.

Lemma 2. VtoraØ forma kompleksnogo podmnogoobraziØ otnosi-

tel~no l¸boæ normali est~ vewestvennaØ qast~ kompleksnoæ kvadratiqnoæ formy i v podhodØwih koordinatah imeet vid Re ∑ z2_i . �to svoæstvo vyraßaet horoxo izvestnu¸ “sedloobraznost~” kompleksnyh poverhnosteæ.

Lemma 3. Prostranstvo Tγ soderßit podprostranstvo N po

kraæneæ mere polovinnoæ razmernosti (t.e. vewestvennoæ razmernosti po kraæneæ mere p + q − m + 1), na kotorom raznost~ vtoryh form podmnogoobraziæ A i B otnositel~no normali, iduweæ vdol~ γ, nepoloßitel~na.

�to sleduet iz lemm 1 i 2.

194 N. ı. NECVETAEV

Lemma 4. Sußenie indeksnoæ formy Iγ geodeziqeskoæ γ na pod-

prostranstvo parallel~nyh variaciæ T_γ strogo men~xe raznosti vtoryh form podmnogoobraziæ A i B (na nenulevyh fflementah).

�to sleduet iz poloßitel~nosti krivizny mnogoobraziØ M v silu izvestnoæ formuly vtoroæ variacii funkcionala deæstviØ, sm. [1], sledstvie 2 iz lemmy 11.1.2.

Iz lemm 3 i 4 sleduet, qto indeksnaØ forma otricatel~no opredelena na N , i, takim obrazom, indeks geodeziqeskoæ γ ne men~xe, qem p + q − m + 1. �to i znaqit, qto u kritiqeskih toqek funkcii deæstviØ L : I(A, B) → R, otliqnyh ot toqek minimuma, indeksy ne men~xe p+q −m+1. Utverßdenie 1, a s nim i teorema 1, dokazany.

Zameqanie. Teorema 1, po-vidimomu, dopuskaet obobwenie po

neskol~kim napravleniØm. Preßde vsego, ffto formulirovki, ime¸wiesØ u Zommeze i van de Vena.

Blagodarnosti. Poleznym obsußdeniem predmeta stat~i avtor

obØzan ı. D. Burago, S. V. Ivanovu, G. ˚. Perel~manu i Ol~ge Xestiperovoæ.

Spisok literatury 1. R. L. Bixop, R. Dß. Krittenden, GeometriØ mnogoobraziæ. M., Mir, 1967.

2. M. Gromov, Differencial~nye sootnoxeniØ s qastnymi proizvodnymi.

M., Mir, 1990.

3. W. Klingenberg, Riemannian geometry. Berlin–New York, Gruyter, 1982.

4. Dß. Milnor, TeoriØ Morsa. M., Mir, 1965.

5. A. J. Sommese, A. Van de Ven, Homotopy groups of pullbacks of varieties. — Nagoya Math. J. 102 (1986), 79–90.

Netsvetaev N. Yu. A generalization of the Lefschetz hyperplane section theorem.

The well-known Lefschetz theorem is generalized to the case of two intersecting varieties. The proof is based on a modification of the Morse theory.

Postupilo 14 i¸nØ 1998 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet