Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

N. ı. Necvetaev

O RAZLOȷENII KOMPLEKSNYH GIPERPOVERHNOSTE` S KVADRATIQNYMI OSOBENNOST˚MI V SV˚ZNUı SUMMU

Vvedenie

My izuqaem global~noe topologiqeskoe stroenie kompleksnyh proektivnyh giperpoverhnosteæ s kvadratiqnymi osobennostØmi (GPKO). Esli ne ogovoreno protivnoe, vs¸du predpolagaetsØ, qto razmernost~ giperpoverhnosti otliqna ot 2.

Pust~ A ⊂ C P^{n+1} — koneqnoe mnoßestvo, s := card(A) — ego mownost~. Oboznaqim qerez S_n(A; d) mnoßestvo vseh GPKO

X ⊂ C P^{n+1} stepeni d s Sing X = A. Netrudno videt~, qto Sn(A; d)

ØvlØetsØ otkrytym po Zariskomu (vozmoßno, pustym) mnoßestvom v nekotorom proektivnom prostranstve, a potomu ono neprivodimo i svØzno (sr. [2]). Ots¸da sleduet, qto topologiqeskiæ tip GPKO X zavisit lix~ ot ee stepeni i raspoloßeniØ osobyh toqek, no ne ot konkretnogo vybora samoæ giperpoverhnosti X.

Takim obrazom, my imeem korrektno postavlennu¸ zadaqu: dlØ zadannyh n, A i d opisat~ global~noe topologiqeskoe stroenie giperpoverhnosteæ iz S_n(A; d).

S fftoæ zadaqeæ prowe vsego imet~ delo, esli koliqestvo osobyh toqek s ne slixkom veliko, ili stepen~ ne slixkom mala ili giperpoverhnost~ v nekotorom smysle “tipiqna” ili “obwego poloßeniØ”. OkazyvaetsØ, qto v takom sluqae topologiqeskiæ tip giperpoverhnosti opredelen prosteæximi vozmoßnymi invariantami, a imenno razmernost~¸, stepen~¸ i koliqestvom osobyh toqek. S drugoæ storony, opisat~ topologiqeskoe stroenie togo ili inogo ob¨ekta znaqit pred¨Øvit~ ego topologiqesku¸ model~, qto ne prosto sdelat~ uße dlØ neosoboæ giperpoverhnosti.

Pust~ X ⊂ C P^{n+1} — neosobaØ giperpoverhnost~ stepeni d. Iz skazannogo vyxe sleduet, qto ee differencial~no-

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (grant 98-01-00832 i grant podderßki nauqnyh xkol). 195

196 N. ı. NECVETAEV

topologiqeskiæ tip opredelen qislami n i d: X ∼= X_n(d). V kaqestve model~noæ moßno vzØt~ giperpoverhnost~, zadannu¸ “uravneniem Ferma”:

X_n(d) := { (z_0 : z_1 : · · · : z_{n+1}) ∈ C P^{n+1} | | | | | n+1∑ i=0 z^d_i = 0 } . Stroenie giperpoverhnosti X_n(d) dostatoqno podrobno izuqalos~ U. Brauderom, R. S. Kulkarni, A. S. Libgoberom, Dß. U. Vudom i drugimi (sm. ssylki v [2]).

Pust~ n ≠ 2. Togda X_n(d) dopuskaet razloßenie v (differencial~nu¸) svØznu¸ summu vida X_n(d) ∼= M_n(d)#a(S^n × S^n), gde b_n(M_n(d)) = 0 ili 2, esli n neqetno, i

b_n(M_n(d)) − | sign X_n(d)| ≤ 5,

esli n qetno. (Zdes~ i niße b_n(·) := rk H_n(·) est~ qislo Betti, a

sign(·) — signatura.)

Moßno pokazat~, qto mnogoobrazie M_n(d)opredeleno odnoznaqno s toqnost~¸ do diffeomorfizma (sm. [7, 8]).

Horoxo izvestno, qto v okrestnosti kaßdoæ kvadratiqnoæ osoboæ toqki suwestvu¸t podhodØwie golomorfnye koordinaty x_1, x_2, . . . , x_{n+1}, v kotoryh rostok giperpoverhnosti zadaetsØ uravneniem ∑_{n+1} i=1 x^2_i = 0. Legko videt~, qto affinnyæ kvadratiq-

nyæ konus v C^{n+1} moßno opisat~ kak rezul~tat stØgivaniØ v toqku grafika nulevogo seqeniØ v kasatel~nom rassloenii n-mernoæ sfery S^n. S drugoæ storony, ffto kasatel~noe rassloenie izomorfno normal~nomu rassloeni¸ diagonali Δ v S^n × S^n. Sledovatel~no, okrestnost~ kvadratiqnoæ osoboæ toqki kanoniqeski (v estestvennom smysle) gomeomorfna okrestnosti osoboæ toqki (t.e. toqki, ne ime¸weæ evklidovoæ okrestnosti) prostranstva

(S^n × S^n)/Δ, i, takim obrazom, ffto poslednee moßet byt~ nazva-

no “kompaktnoæ formoæ” kvadratiqnoæ osobennosti. (Otmetim, qto zdes~ sleduet prosledit~ za orientacieæ. Vs¸du dalee my predpolagaem, qto mnogoobrazie S^n × S^n, v kotorom stØgivaetsØ diagonal~ Δ, orientirovano nadleßawim obrazom.)

GIPERPOVERHNOSTI S OSOBENNOST˚MI 197

Opredelenie. Nazovem GPKO X topologiqeski standartnoæ,

esli ona dopuskaet razloßenie v (differencial~nu¸) svØznu¸ summu vida

X = X_n(d; s) = M (n; d)#(a − s)(S^n × S^n)#s(S^n × S^n/Δ).

Kak my vidim, topologiqeskiæ tip topologiqeski standartnoæ osoboæ giperpoverhnosti opisan s toæ ße toqnost~¸, qto i topologiqeskiæ tip neosoboæ giperpoverhnosti, otkuda i vybor termina.

OboznaqeniØ. Pust~ A = {P1, . . . , Ps} ⊂ C P^{n+1} . Opredelim qi-

slo ϕ_n(A) = ϕ_n({P_1, . . . , P_s}) kak naimen~xu¸ vozmoßnu¸ stepen~ giperpoverhnosti Y takoæ, qto P_i ØvlØetsØ izolirovannoæ osoboæ toqkoæ dlØ Y pri kaßdom i = 1, . . . , s.

Esli toqki P_1, . . . , P_s nahodØtsØ “v obwem poloßenii”, to qislo ϕ_n({P_1, . . . , P_s}) zavisit tol~ko ot n i s, i my oboznaqaem ego qerez ϕ(n; s).

Primery. (1) Oqevidno, ϕn(A) ⩽ 2 · card(A) = 2s. (DlØ kaßdoæ

toqki P_i ∈ A vyberem kvadratiqnyæ konus Q_i s verxinoæ v P_i, kotoryæ ne prohodit qerez ostal~nye toqki iz A; togda ⋃_s i=1 Q_i budet iskomoæ giperpoverhnost~¸ stepeni 2s.)

(2) Pust~ n ⩾ 2, d ⩾ 3. Esli toqki mnoßestva A nahodØtsØ v obwem poloßenii (t.e. nikakie n+2 iz nih ne leßat v giperploskosti), to ϕ_n(A) ⩽ 3[^{card(A)−1}_{n+2} ] + 3. (�to moßno dokazat~ pohoßim obrazom, tol~ko vmesto osobyh kvadrik nußno ispol~zovat~ osobye kubiki.)

Nax glavnyæ rezul~tat sledu¸wiæ.

Teorema 0.1. Pust~ n > 2 i pust~ A ⊂ C P^{n+1} — koneqnoe mnoße-

stvo. Esli d > ϕ_n(A), to l¸baØ GPKO X ∈ S_n(A; d) topologiqeski standartna.

V qastnosti, pust~ ψ_n(A) := min{d : S_n(A; d) ≠ ∅}. Esli d > ψ_n(A), to kaßdaØ giperpoverhnost~ X ∈ S_n(A; d) topologiqeski standartna.

Sledstvie. Pust~ X ⊂ C P^{n+1} , n > 2,— giperpoverhnost~ stepe-

ni ≠ 2 s s kvadratiqnymi osobennostØmi. Pust~ X udovletvorØet odnomu iz sledu¸wih usloviæ:

(1) deg X > 2s;

198 N. ı. NECVETAEV

(2) deg X > ϕ_n(Sing X);

(3) osobye toqki giperpoverhnosti X nahodØtsØ v dostatoqno obwem poloßenii i deg X > ϕ(n; s);

(4) osobye toqki giperpoverhnosti X nahodØtsØ v obwem poloßenii (v obyqnom smysle) i deg X ⩾ 3[^{s−1}_{n+2} ]+4 (ili, qto to ße samoe, s ⩽ [^{deg X−1}_3 ](n + 2)).

Togda giperpoverhnost~ X topologiqeski standartna.

Dokazatel~stvo teoremy 0.1 sostoit iz pØti xagov. Pust~ X — GPKO takaØ, qto deg(X) > ϕ_n(Sing(X)). Togda:

(1) koliqestvo osobyh toqek giperpoverhnosti X ograniqeno sverhu gomologiqeskimi harakteristikami giperpoverhnosti X_n(d) (neravenstvo (3.1));

(2) giperpoverhnost~ X gomologiqeski standartna v nekotorom toqno opredelennom smysle (teorema 4.5);

(3) raspoloßenie isqeza¸wih ciklov v gruppe gomologiæ neosoboæ giperpoverhnosti, poluqennoæ iz X vozmuweniem, standartno (teorema 5.0);

(4) X dopuskaet razloßenie v svØznu¸ summu opisannogo vida (predloßenie 6.1);

(5) ffto razloßenie edinstvenno s toqnost~¸ do diffeomorfizma v silu teorem sokraweniØ.

V §1 my obsußdaem ponØtie diffeomorfnosti dlØ osobyh giperpoverhnosteæ, kotoroe pozvolØet nam sdelat~ bolee toqnymi naxi utverßdeniØ o topologiqeskom tipe osobyh giperpoverhnosteæ, a v §2 pereqislØem nekotorye fakty o neosobyh giperpoverhnostØh, nußnye dlØ dal~neæxego izloßeniØ.

Teorema 0.1 i sledstvie iz nee obobwa¸t rezul~taty, anonsirovannye avtorom v [9]. S opredelennymi izmeneniØmi rezul~taty nastoØweæ raboty dopuska¸t perenesenie na sluqaæ polnyh pereseqeniæ (sm. zametku O. A. Ivanova i avtora v nastoØwem sbornike).

§1. Diffeomorfizm i ßestkaØ izotopiØ. Tipiqnye giperpoverhnosti

Niße my v osnovnom ograniqim naxe rassmotrenie giperpoverhnostØmi s kvadratiqnymi osobennostØmi, hotØ poqti vse nißesledu¸wee moßet byt~ s nadleßawimi izmeneniØmi pereneseno na sluqaæ proizvol~nyh izolirovannyh osobennosteæ.

GIPERPOVERHNOSTI S OSOBENNOST˚MI 199

Sledu¸wee opredelenie predstavlØetsØ naibolee podhodØwim dlØ topologiqeskogo izuqeniØ giperpoverhnosteæ s izolirovannymi osobennostØmi.

Opredelenie. Budem govorit~, qto dve giperpoverhnosti s kva-

dratiqnymi osobennostØmi diffeomorfny, esli meßdu nimi suwestvuet gomeomorfizm f, takoæ, qto

(1) f ØvlØetsØ diffeomorfizmom vne osobyh toqek, i (2) v nekotoryh okrestnostØh sootvetstvu¸wih osobyh toqek suwestvu¸t podhodØwie golomorfnye koordinaty x_1, x_2,

. . . , x_{n+1}; y_1, y_2, . . . , y_{n+1}, v kotoryh giperpoverhnosti

zada¸tsØ uravneniØmi ∑_{n+1} i=1 x^2_i = 0 i ∑_{n+1} i=1 y^2_i = 0, a f

zadaetsØ formuloæ x_i = y_i, i = 1, . . . , n + 1.

Drugimi slovami, gomeomorfizm f dolßen byt~ (lokal~- no) prodolßim do diffeomorfizma nekotoryh okrestnosteæ giperpoverhnosteæ, golomorfnogo v okrestnostØh osobyh toqek. Legko videt~, qto takoæ diffeomorfizm takße ØvlØetsØ PLgomeomorfizmom pri nadleßawem vybore triangulØciæ giperpoverhnosteæ.

Dostatoqnoe uslovie diffeomorfnosti daetsØ ßestkoæ izotopnost~¸.

Opredelenie. Pod ßestkoæ izotopieæ my ponimaem 1-parame-

triqeskoe semeæstvo giperpoverhnosteæ s osobennostØmi fiksirovannogo tipa. (Dostatoqno togo, qtoby qisla Milnora osobyh toqek v processe deformacii ne menØlis~.)

Oqevidno, qto ßestko izotopnye giperpoverhnosti diffeomorfny. Bylo by interesno naæti dve giperpoverhnosti, kotorye byli by diffeomorfny, no ne ßestko izotopny.

V svo¸ oqered~, prosteæxiæ sposob ustanovit~ ßestku¸ izotopnost~ — ffto dokazat~, qto sootvetstvu¸wee prostranstvo moduleæ neprivodimo. Tak, my vidim, qto vse neosobye giperpoverhnosti fiksirovannoæ razmernosti i stepeni diffeomorfny. Bolee obwim obrazom, suwestvuet neskol~ko sluqaev, kogda ßestko-izotopiqeskiæ tip (a s nim i topologiqeskiæ i differencial~nyæ tipy) osoboæ giperpoverhnosti odnoznaqno opredelen ee razmernost~¸, stepen~¸ i koliqestvom osobyh toqek. DlØ prostoty ograniqimsØ rassmotreniem lix~ kvadratiqnyh osobennosteæ.

200 N. ı. NECVETAEV

OboznaqeniØ. Pust~ P1, . . . , Ps ∈ C P^{n+1} . Opredelim ψ(n; {P1,

. . . , P_s}) kak minimal~nu¸ vozmoßnu¸ stepen~ giperpoverhno-

sti Y v C P^{n+1} s kvadratiqnymi osobennostØmi i takoæ, qto

Sing Y = {P_1, . . . , P_s}. Esli toqki P_1, . . . , P_s nahodØtsØ “v do-

statoqno obwem poloßenii”, to qislo ψ(n; {P_1, . . . , P_s}) zavisit tol~ko ot n i s, i my oboznaqaem ego qerez ψ(n; s).

Predloßenie. ȷestko-izotopiqeskiæ klass giperpoverhnosti

stepeni d s kvadratiqnymi osobymi toqkami P_1, . . . , P_s ∈ C P^{n+1} opredelen odnoznaqno v l¸bom iz sledu¸wih sluqaev:

(1) osobye toqki P_i fiksirovany;

(2) osobye toqki P_i nahodØtsØ v dostatoqno obwem poloßenii i stepen~ d dostatoqno velika: d ⩾ ψ(n; s).

(3) osobye toqki P_i proizvol~ny i stepen~ d dostatoqno velika.

Sluqaæ (1) byl ukazan A. Dimkoæ (sr. [2]). Sluqai (2) i (3) moßno dokazat~ putem nekotorogo obobweniØ ego rassußdeniæ. Sr. [12].

V vyxepereqislennyh sluqaØh (1–3) my budem govorit~ o tipiqnyh giperpoverhnostØh.

§2. Neosobye giperpoverhnosti

V dal~neæxem my pol~zuemsØ gomologiØmi i kogomologiØmi tol~ko s celymi kofffficientami. Qerez b_n(X) my oboznaqaem qislo Betti rk H_n(X).

Pust~ X ⊂ C P^{n+1} — neosobaØ giperpoverhnost~ stepeni d. Ee differencial~no-topologiqeskiæ tip opredelen qislami n i d:

X ∼= X_n(d). V kaqestve model~noæ my voz~mem giperpoverhnost~,

zadannu¸ “uravneniem Ferma”

X_n(d) = {z^d_0 + z^d_1 + . . . + z^d_{n+1} = 0}.

Stroenie mnogoobraziØ X_n(d) detal~no izuqalas~ V. Brauderom, R. S. Kulkarni, A. S. Libgoberom, Dß. U. Vudom i drugimi (sm. [6] i [2] i privedennye tam ssylki). Zdes~ my lix~ upomØnem ewe raz osnovnye fakty. Iz teoremy Lefxeca o giperploskom seqenii legko sleduet, qto esli i ≠ n, to H_iX = H_iC P^n . Napomnim, qto

H_iC P^n =

{ Z, esli i qetno, i ⩽ 2n,

0, inaqe.

GIPERPOVERHNOSTI S OSOBENNOST˚MI 201

Pust~ y — obrazu¸waØ gruppy H^2X = Z. Pri qetnom n pust~

h ∈ H_nX — gomologiqeskiæ klass, dvoæstvennyæ klassu y^{n/2}.

Klass h primitiven (nedelim).

Pust~ n ≠ 2. Togda X_n(d) dopuskaet razloßenie v svØznu¸ summu vida X_n(d; s) ∼= M_n(d)#a(S^n × S^n), gde b_n(M_n(d)) = 0 ili 2, esli n neqetno, i b_n(M_n(d)) −

| sign X_n(d)| ≤ 5, esli n qetno. Moßno pokazat~, qto mnogoobrazie M_n(d) opredeleno odnoznaqno s toqnost~¸ do diffeomorfizma

(sm. [7, 8]).

Nam takße trebuetsØ nekotoraØ svØz~ meßdu gomologiØmi giperpoverhnosteæ X_n(d) i X_n(d + 1).

Pust~ X_d ⊂ C P^{n+1} — neosobaØ giperpoverhnost~, pust~ H ⊂

C P^{n+1} — transversal~naØ k neæ giperploskost~ i pust~ Xd+1

— neosobaØ giperpoverhnost~, poluqennaØ malym vozmuweniem giperopverhnosti X_d ∪ H. My moßem sqitat~, qto vozmuwenie proishodit v tonen~koæ trubqatoæ okrestnosti pereseqeniØ

X_d ∩ H, a dopolnenie podvergaetsØ lix~ maloæ izotopii. Togda

“kompaktificirovannu¸ affinnu¸ qast~” X_d \ U (H), a znaqit, i diffeomorfnu¸ ee vnutrennosti nastoØwu¸ affinnu¸ qast~

X^′_d = X_d \ H, moßno sqitat~ leßaweæ v X_{d+1}. Vkl¸qenie oprede-

leno ne odnoznaqno, no proizvol v ego vybore zdes~ dlØ nas ne vaßen.

Teorema 2.1. Pust~ Xd ⊂ C P^{n+1} — neosobaØ giperpoverhnost~,

H ⊂ C P^{n+1} — giperploskost~, Xd+1 — vozmuwenie giperpoverh-

nosti X_d ∪ H, X^′_d = X_d \ H — ee affinnaØ qast~.

“Vkl¸qenie” X^′_d → X_{d+1} induciruet v gomologiØh vkl¸qenie na prØmoe slagaemoe, priqem v sluqae qetnogo n ffto slagaemoe vmeste s algebraiqeskim klassom kratnogo giperploskogo seqeniØ h_{d+1} takße poroßdaet prØmoe slagaemoe. Drugimi slovami:

(1) algebraiqeskiæ klass h_{d+1} ∈ H_nX_{d+1} nedelim, (2) gomomorfizm vkl¸qeniØ H_nX^′_d → H_nX_{d+1} — monomorfizm na primitivnu¸ podrexetku, i

(3) ⟨h_{d+1}⟩⊕H_nX^′_d ⊂ H_nX_{d+1} — toße primitivnaØ podrexetka.

Spravedlivost~ utverßdeniØ teoremy ne zavisit ot konkretnogo vybora X_d, H i X_{d+1}, i, sledovatel~no, my moßem vzØt~, naprimer, X_d = X_n(d) i H = {z_0 = 0} i rassmotret~ kakoe-nibud~ konkretnoe vozmuwenie, kotoroe moßno uspexno smodelirovat~

202 N. ı. NECVETAEV

na topologiqeskom urovne. (Analogiqnoe utverßdenie verno dlØ polnyh pereseqeniæ i daße v gorazdo bolee obweæ situacii.)

Dokazatel~stv teoremy dovol~no gromozdko i nikak ne svØzano s osnovnoæ qast~¸ stat~i. My predpolagaem pomestit~ ego v drugom meste.

§3. Ocenki koliqestva osobyh toqek

Pust~ Y ⊂ C P^{n+1} — algebraiqeskaØ giperpoverhnost~ stepeni d, ime¸waØ tol~ko kvadratiqnye osobye toqki. Klassiqeskoæ ØvlØetsØ zadaqa o maksimal~nom vozmoßnom qisle N_m(d)^1 osobyh toqek takoæ giperpoverhnosti. Toqnoe znaqenie qisla N_m(d) izvestno v nemnogih sluqaØh: dlØ toqek na prØmoæ N_1(d) = [_d 2 ] ; dlØ ploskih krivyh: N_2(d) =^1_2 d(d − 1); dlØ kubiqeskih giperpoverhnosteæ vo vseh razmernostØh N_m(3) = C^{[m/2]}_{m+1} .

Qmutovu [1] prinadleßit dovol~no toqnaØ pri bol~xih d ocenka qisla N_m(d) snizu. Varqenko [11] dokazal universal~nu¸ ocenku sverhu, v kaqestve gipotezy vyskazannu¸ Arnol~dom:

Nm(d) ne prevoshodit qisla Arnol~da Am(d), opredelØemogo qi-

sto kombinatorno:

A_m(d)^{def}=

card { (x_1, . . . , x_{m+1}) ∈ Z^{m+1} ∩ (0, d)^{m+1} | | | | m+1∑ i=1 x_i = [_{md} 2 ] + 1 } . Pri d = 3 ffta ocenka ØvlØetsØ toqnoæ [5].

Napomnim, qto qerez X_n(d) my oboznaqaem neosobu¸ giperpoverhnost~ stepeni d v C P^{n+1} ; b_n(X_n(d)) i sign(X_n(d)) — ee srednee qislo Betti i signatura.

S toqki zreniØ topologii giperpoverhnosteæ, pri qetnom n predstavlØet interes sootnoxenie meßdu qislom N_m(d) i indeksami inercii kvadratiqnoæ formy (indeksa pereseqeniØ)

b^+_n (X_n(d)) i b^−_n (X_n(d)):

b^±_n (X_n(d)) = b_n(X_n(d)) ± sign(X_n(d)) 2 . 1Zdes~ my sqitaem, qto natural~nye qisla m i n svØzany ravenstvom

m = n+1 dlØ togo, qtoby, sohraniv standartnye oboznaqeniØ dlØ qisel Ar-

nol~da, moßno bylo sqitat~, qto n — ffto razmernost~ giperpoverhnosti.

GIPERPOVERHNOSTI S OSOBENNOST˚MI 203

V rabote [4] privedeno dokazatel~stvo sledu¸wego rezul~ta- ta. Predloßenie 3.1. Esli n qetno, to neravenstvo

A_m(d) ⩽ min{b^+_n (X_n(d)) − 1, b^−_n (X_n(d))}

vypolneno v tom i tol~ko v tom sluqae, esli (n − 4)(d − 2) ⩾ 18 i (n, d) ≠ (6, 12). V qastnosti, ono vypolnØetsØ pri n ⩾ 6, d ⩾ 13 i pri n ⩾ 22, d ⩾ 3.

Kak sledstvie ocenki Varqenko poluqaem, qto pri ukazannyh v teoreme ograniqeniØh na razmernost~ giperpoverhnosti i ee stepen~ verno neravenstvo Nm(d) < min{b^+_n (Xn(d)) − 1, b^−_n (Xn(d))}. Zametim, qto, kak pokazyva¸t primery Kal~kera i Gor¸nova [3], ffto neravenstvo ne vypolnØetsØ pri d = 3, n ⩽ 20 i pri d = 4,

n ⩽ 11, a takße pri n ⩽ 2.

C uqetom tablic qisel Arnol~da, privedennyh v [4], iz teoremy vytekaet

Sledstvie. Neravenstvo

A_m(d − 1) < min{b^+_n (X_n(d)) − 1, b^−_n (X_n(d))}

vypolneno pri n ⩾ 4.

V silu ocenki Varqenko ots¸da sleduet, qto pri n ⩾ 4 imeet mesto neravenstvo

Nm(d − 1) < min{b^+_n (Xn(d)) − 1, b^−_n (Xn(d))}. (3.1)

�to neravenstvo i ponadobitsØ nam v dal~neæxem.

§4. Gomologiqeski standartnye giperpoverhnosti

Glavnye naxi rezul~taty v fftom paragrafe — sformulirovannaØ v ego konce teorema 4.5 i sledstvie iz nee. DlØ ih dokazatel~stva nam potrebu¸tsØ nekotorye vspomogatel~nye opredeleniØ i rezul~taty.

Pust~ X ⊂ C P^{n+1} — osobaØ giperpoverhnost~ stepeni d (vozmoßno, ime¸waØ neizolirovannye osobennosti), i pust~ ~X ⊂

204 N. ı. NECVETAEV

C P^{n+1} — neosobaØ giperpoverhnost~ toæ ße stepeni, dostatoq-

no blizkaØ k X (t.e. ona poluqena iz X “malym vozmuweniem”).

DlØ kaßdoæ izolirovannoæ osoboæ toqki P ∈ X opredelena ee rexetka Milnora L, a takße gomomorfizm in: L → H_n( ~X), sohranØ¸wiæ formu pereseqeniæ, opredelennu¸ na L.

Opredelenie. Pust~ Σ = {P1, . . . , Pk} ⊂ C P^{n+1} — nekotoryæ

nabor izolirovannyh osobyh toqek giperpoverhnosti X, i pust~

L_1, . . . , L_k — ih rexetki Milnora. Budem govorit~, qto nabor Σ gomologiqeski standarten, esli gomomorfizm

in_Σ = k∑ i=0 in_i : k⨁ i=0 L_i → H_n( ~X) ØvlØetsØ monomorfizmom, a ego obraz A ⊂ H_n( ~X) — primitivnaØ podrexetka, i, krome togo, esli n qetno, to podrexetka A vmeste s algebraiqeskim klassom h ∈ H_n( ~X) poroßdaet primitivnu¸ podrexetku, t.e. Tors(H_n( ~X)/(A ⊕ ⟨h⟩)) = 0.

Oqevidno, qto l¸boe podmnoßestvo gomologiqeski standartnogo nabora osobyh toqek takße ØvlØetsØ gomologiqeski standartnym naborom.

Predloßenie 4.1. Pust~ {Xt}_{|t|<r}, Xt ⊂ C P^{n+1} ,— odnoparame-

triqeskoe semeæstvo (osobyh) giperpoverhnosteæ dannoæ stepeni, i pust~ Σ = {P_1, . . . , P_k} ⊂ C P^{n+1} — gomologiqeski standartnyæ nabor izolirovannyh osobyh toqek giperpoverhnosti X_0. Togda dlØ dostatoqno malyh t nabor teh osobyh toqek giperpoverhnosti X_t, kotorye raspoloßeny blizko k P_1, . . . , P_k, gomologiqeski standarten. Bolee toqno, suwestvu¸t takie ϵ > 0 i t_0 > 0, qto dlØ kaßdogo t < t_0 mnoßestvo Sing(X_t) ∩ U_ϵ(Σ) ØvlØetsØ gomologiqeski standartnym naborom osobyh toqek giperpoverhnosti X_t. (Zdes~ U_ϵ(Σ) oboznaqaet ϵ-okrestnost~ mnoßestva Σ.)

Dokazatel~stvo. Dostatoqno ispol~zovat~ tot horoxo izvest-

nyæ fakt qto esli mul~tiosobennost~ f primykaet k osobennosti g, to rexetka Milnora mul~tiosobennosti f ØvlØetsØ primitivnoæ podrexetkoæ rexetki Milnora osobennosti g (sr. [2]). •

DlØ dokazatel~stva naxego glavnogo rezul~tata nam nußno sledu¸wee nesloßnoe utverßdenie, kotoroe takße sleduet iz upomØnutogo fakta o primyka¸wih osobennostØh.

GIPERPOVERHNOSTI S OSOBENNOST˚MI 205

Predloßenie 4.2. V sluqae affinnyh giperpoverhnosteæ s izoli-

rovannymi osobennostØmi gomomorfizm vkl¸qeniØ rexetok Milnora osobennosteæ v gomologii blizkoæ neosoboæ giperpoverhnosti ØvlØetsØ vkl¸qeniem na prØmoe slagaemoe. •

Glavnyæ nax tehniqeskiæ rezul~tat sledu¸wiæ.

Teorema 4.3. Pust~ W ⊂ C P^{n+1} — osobaØ giperpoverhnost~. Esli

W soderßit giperploskost~, to l¸boæ nabor izolirovannyh osobyh toqek giperpoverhnosti W gomologiqeski standarten.

Dokazatel~stvo. Predstavim vozmuwenie v sledu¸wem vide: W = X ∪ H ⇝ X_d ∪ H ⇝ X_{d+1} = ~X, gde X_d i X_{d+1} — neosobye giperpoverhnosti. Pust~ X^′_d = X_d \ H — affinnaØ qast~ giperpoverhnosti X_d. (Ona oqevidno gomotopiqeski ffkvivalentna dopolneni¸ X_d \U (H).) Togda dlØ rexetok Milnora imeem gomomorfizmy

L := k⨁ i=0 L_i → H_n(X^′_d) → H_n(X_{d+1}).

V silu predloßeniØ 4.2 i teoremy 2.1 oba oni, a sledovatel~no, i ih kompoziciØ ØvlØ¸tsØ vkl¸qeniØmi na prØmoe slagaemoe. �to dokazyvaet teoremu 4.3 dlØ neqetnogo n.

Esli n qetno, iz teoremy 2.1 sleduet, qto obraz gruppy

H_n(X^′_d) v H_n(X_{d+1}) poroßdaet v sovokupnosti s algebraiqeskim

klassom primitivnu¸ podrexetku, i v silu predloßeniØ 2.2 to ße verno dlØ obraza rexetki L. •

Pust~ X ⊂ C P^{n+1} — giperpoverhnost~ s izolirovannymi osobennostØmi. Iz teoremy Lefxeca o giperploskom seqenii sleduet, qto esli i ≠ n, n + 1, to H_iX = H_iC P^n . Pust~ y — obrazu¸waØ gruppy H^2X = Z. Esli n qetno, pust~ h ∈ H_nX – gomologiqeskiæ klass, dvoæstvennyæ po Puankare klassu y^{n/2}. (�tot klass my takße nazyvaem algebraiqeskim.)

Opredelenie. Budem govorit~, qto giperpoverhnost~ X gomo-

logiqeski standartna, esli vypolneny usloviØ (1–3):

(1) Tors H_nX = 0, (2) H_{n+1}X = H_{n+1}C P^n , (3) pri qetnom n algebraiqeskiæ klass h ∈ H_nX nedelim.

206 N. ı. NECVETAEV

ZameqaniØ. Pust~ X — giperpoverhnost~ s kvadratiqnymi

osobennostØmi.

1. Esli giperpoverhnost~ X gomologiqeski standartna, to vse ee gomologiqeskie gruppy odnoznaqno opredeleny ee razmernost~¸, stepen~¸ i koliqestvom osobyh toqek: H_iX = H_iC P^n pri i ≠ n, a H_nX — svobodnaØ abeleva gruppa ranga b_nX = b_nX(n, d) − s. 2. Uslovie (2) avtomatiqeski vypolneno, esli n qetno. 3. Uslovie (3) vypolneno, esli deg X /∈ 2Z.

Predloßenie 4.4. GPIO X gomologiqeski standartna togda

i tol~ko togda, kogda nabor vseh ee osobyh toqek gomologiqeski standarten. •

GlavnaØ naxa cel~ v fftom paragrafe — dokazatel~stvo sledu¸weæ teoremy.

Teorema 4.5. Pust~ X ⊂ C P^{n+1} est~ GPKO. Esli suwestvuet gi-

perpoverhnost~ Y stepeni, men~xeæ deg X, i takaØ, qto kaßdaØ osobaØ toqka GPKO X ØvlØetsØ izolirovannoæ osoboæ toqkoæ giperpoverhnosti Y , to X gomologiqeski standartna.

Dokazatel~stvo. Pust~ T — proizvol~naØ giperpoverhnost~

stepeni deg X − deg Y , ne prohodØwaØ qerez osobye toqki GPKO X. Rassmotrim privodimu¸ giperpoverhnost~ W = Y ∪ T . Iz teoremy 4.3 sleduet, qto Sing X — gomologiqeski standartnyæ nabor osobyh toqek giperpoverhnosti W .

Pust~ X zadana uravneniem f = 0, a W — uravneniem g = 0. Rassmotri puqok giperpoverhnosteæ {X_t}, gde X_t zadano uravneniem t · f + (1 − t)g = 0. Oqevidno, X_0 = W i X_1 = X. Takße Øsno, qto dlØ vseh t, krome koneqnogo qisla znaqeniæ, skaßem,

t_1, . . . , t_K , giperpoverhnost~ X_t imeet lix~ kvadratiqnye oso-

bennosti, Sing X_t = Sing X, i, sledovatel~no, X_t i X diffeomorfny.

V silu predyduwego predloßeniØ, GPKO X_t gomologiqeski standartny dlØ kaßdogo malogo t /∈ {t_1, . . . , t_K}, i potomu oni gomologiqeski standartny dlØ vseh t /∈ {t_1, . . . , t_K }. •

Po povodu opredeleniØ qisel ϕ(n; {P_1, . . . , P_s}) i ϕ(n; s), uqastvu¸wih v formulirovke nißeprivedennogo sledstviØ, sm. vvedenie.

GIPERPOVERHNOSTI S OSOBENNOST˚MI 207

Sledstvie. Pust~ X ⊂ C P^{n+1} , n ⩾ 1,— GPKO s s osobymi toq-

kami. Esli GPKO X udovletvorØet odnomu iz sledu¸wih usloviæ:

(1) deg X > 2s, (2) deg X > ϕ(n; Sing X), (3) osobye toqki GPKO X nahodØtsØ “v dostatoqno obwem poloßenii” i deg X > ϕ(n; s), (4) osobye toqki GPKO X nahodØtsØ v obwem poloßenii (v obyqnom smysle) i deg X ⩾ 3[^{s−1}_{n+2} ] + 4 (ili, qto to ße, s ⩽ [^{deg X}_3 ](n + 2), to ona gomologiqeski standartna.

§5. Vspomogatel~noe algebraiqeskoe utverßdenie Nam potrebuetsØ sledu¸wee algebraiqeskoe utverßdenie, legko vyteka¸wee iz izvestnyh rezul~tatov o celoqislennyh kvadratiqnyh formah. V silu ego vaßnosti dlØ nastoØweæ raboty my nazovem ego teoremoæ.

Teorema 5.0. Pust~ L — unimodulØrnaØ celoqislennaØ rexetka

signatury (t_+L, t_−L), pust~ h ∈ L — harakteristiqeskiæ fflement s h^2 > 0, i pust~ fiksirovano qislo ϵ = ±1. Pust~ dany fflementy a_1, . . . , a_r ∈ h^⊥; a_i · a_j = 2ϵδ_{ij}; i, j = 1, . . . , r, takie, qto podrexetka A := ⟨h; a_1, . . . , a_r⟩, poroßdennaØ fflementami a_1, . . . , a_r i h, primitivna, t.e. Tors(L/A) = 0. Predpoloßim, qto vypolneny sledu¸wie neravenstva (v sluqae par ponimaemye pokoordinatno): (t_+L, t_−L) ⩾ (r, r + 1), (∗) rk L = t_+L + t_−L ⩾ 2r + 4, (∗∗) (t_+L, t_−L) ⩾ { (r + 2, 1), ϵ = +1, (2, r + 1), ϵ = −1. (∗∗∗) Togda naædutsØ fflementy b_1, . . . , b_r ∈ h^⊥ takie, qto a_i · b_j = δ_{ij} ; b_i · b_j = 0; i, j = 1, . . . , r.

208 N. ı. NECVETAEV

Zameqanie. Dostatoqno potrebovat~, qtoby vmeste s neraven-

stvom (∗) vypolnØlos~ neravenstvo ϵ(t_+(L) − t_−(L)) ⩾ 3 + ϵ, (∗∗∗∗) ili qtoby bylo vypolneno neravenstvo (t_+L, t_−L) ⩾_≠ (r + 2, r + 1).

DlØ dokazatel~stva nam potrebu¸tsØ nekotorye lemmy (dlØ kratkosti my formuliruem ih v udobnom dlØ nas vide, priqem lemmy 5.2 i 5.3 dany zavedomo ne v polnoæ obwnosti).

Lemma 5.1 (Nikulin [10], sledstvie 1.13.5 (otweplenie)). Pust~

S — qetnaØ neopredelennaØ rexetka. Esli rk S ⩾ ℓ(D(S)) + 3, to S ∼= U ⊕ T dlØ nekotoroæ rexetki T . (Zdes~ U — giperboliqeskaØ ploskost~ s matriceæ

(_{0 1} 1 0 ) .) Sledstvie 1. Pust~ S — qetnaØ neopredelennaØ rexetka signa-

tury (t_{(+)}, t_{(−)}). Esli min{t_{(+)}, t_{(−)}} ⩾ r i rk S ⩾ 2r + ℓ(D(S)) + 1, to S ∼= U ⊕ · · · ⊕ U r slagaemyh

⊕T dlØ nekotoroæ rexetki T .

Dokazatel~stvo. V silu lemmy 1, v S naædetsØ giperboliqe-

skaØ ploskost~ U . Otwepiv ee, dalee prodolßim po indukcii. V konce koncov my naædem iskomu¸ podrexetku U ⊕ · · · ⊕ U

r slagaemyh ⊂ S, Kak i vsØkaØ unimodulØrnaØ podrexetka, ona otweplØetsØ prØmym slagaemym.

Sledstvie 2. Pust~ L — unimodulØrnaØ rexetka signatury

(t_+L, t_−L), h ∈ L — harakteristiqeskiæ fflement s h^2 > 0. Esli (t_+L, t_−L) ⩾ (r + 1, r) i rk L ⩾ 2r + 3, to h^⊥ ∼= U ⊕ · · · ⊕ U r slagaemyh ⊕T dlØ nekotoroæ rexetki T .

Dokazatel~stvo. Dostatoqno zametit~, qto qislo obrazu¸wih

diskriminantnoæ gruppy rexetki h^⊥ ravno 1: ℓ(D(H^⊥)) = 1, i vospol~zovat~sØ predyduwim sledstviem.

Lemma 5.2 (Nikulin [10], teorema 1.13.2). QetnaØ znakoneopre-

delennaØ rexetka S s toqnost~¸ do izomorfizma opredelena svoimi signaturoæ (t_{(+)}, t_{(−)}) i diskriminantnoæ gruppoæ D(S) (s fiksirovannoæ na neæ diskriminantnoæ formoæ), esli rk S ⩾ ℓ(D(S))+ 2.

GIPERPOVERHNOSTI S OSOBENNOST˚MI 209

Lemma 5.3 (Nikulin [10], teorema 1.14.2). Pust~ S — qetnaØ

neopredelennaØ rexetka s diskriminantnoæ gruppoæ D(S). Esli rk S ⩾ ℓ(D(S)) + 2, to gomomorfizm O(S) → O(D(S)) s¸r¨ektiven. (Qerez O(D(S)) oboznaqena gruppa avtomorfizmov gruppy D(S), sohranØ¸wih diskriminantnu¸ formu.)

Lemma 5.4. Pust~ L — unimodulØrnaØ rexetka, a A i A1 —

dve ee izomorfnye nevyroßdennye podrexetki s izomorfnymi ortogonal~nymi dopolneniØmi. Esli estestvennyæ gomomorfizm O(A^⊥) → O(D(A^⊥)) ØvlØetsØ ffpimorfizmom, to l¸boæ izomorfizm meßdu rexetkami A i A_1 prodolßaetsØ do avtomorfizma rexetki L.

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem izomorfizm f : A → A1. Vos-

pol~zuemsØ tem, qto imeetsØ kanoniqeskiæ izomorfizm D(A) ∼=

D(A^⊥) (pri fftom diskriminantnye formy otliqa¸tsØ znakom).

Rassmotrim inducirovannyæ izomorfizm f_# : D(A) → D(A_1) i sootvetstvu¸wiæ izomorfizm f^⊥_# : D(A^⊥) → D(A^⊥_1 ). Tak kak rexetki A^⊥ i A^⊥_1 izomorfny i O(A^⊥) → O(D(A^⊥)) — ffpimorfizm, to naædetsØ izomorfizm f^⊥ : A^⊥ → A^⊥_1 , induciru¸wiæ f^⊥_# . Rassmotrim izomorfizm

f ⊕ f^⊥ : A ⊕ A^⊥ → A_1 ⊕ A^⊥_1

i sootvetstvu¸wiæ emu izomorfizm f ⊗ Q: L ⊗ R → L ⊗ R. Iz usloviØ sovpadeniØ f_# i f^⊥_# legko sleduet, qto f ⊗ Q(L) = L. Q.t.d.

Lemma 5.5. Esli, v usloviØh teoremy, vypolneny neravenstva

(∗∗) i (∗∗∗), to raspoloßenie vektorov a_i v rexetke L opredeleno odnoznaqno s toqnost~¸ do avtomorfizma, ostavlØ¸wego fflement h na meste.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim rexetku W := A^⊥. V silu harak-

teristiqnosti fflementa h ffto — qetnaØ rexetka. Neravenstvo (∗∗∗) ravnosil~no tomu, qto t_±(W ) ⩾ 1 (t.e. rexetka W — znakoneopredelennaØ). Dalee, v silu neravenstva (∗),

rk W = rk L − rk A = rk L − r − 1 ⩾ r + 3, i ℓ(D(W )) = ℓ(D(A)) ⩽ rk A = r + 1,

210 N. ı. NECVETAEV

i, takim obrazom, rk W ⩾ ℓ(D(W )) + 2. Sledovatel~no, v silu lemmy 5.2, rexetka W opredelena odnoznaqno, a v silu lemmy 5.3 estestvennyæ gomomorfizm O(W ) → O(D(W )) — ffpimorfizm. Pofftomu, v silu lemmy 5.4, l¸bye dva vloßeniØ rexetki A v L perevodØtsØ drug v druga avtomorfizmom rexetki L, q.t.d.

Dokazatel~stvo teoremy. V silu sledstviØ 2 iz lemmy 5.1 v

h^⊥ naædetsØ podrexetka U ⊕ · · · ⊕ U r slagaemyh

. Vyberem v naædennyh gi-

perboliqeskih ploskostØh obrazu¸wie a^′_i, b^′_i s matriceæ

(_{2ϵ 1} 1 0 ) , i = 1, . . . , r. Ostalos~ vospol~zovat~sØ lemmoæ 5.5, v silu koto-

roæ naædetsØ avtomorfizm ϕ : L → L takoæ, qto a^′_i^ϕ→ a_i, i my moßem poloßit~ b_i = ϕ(b^′_i), i = 1, . . . , r.

§6. Razloßenie gomologiqeski standartnyh GPKO v svØznu¸ summu

Predloßenie 6.1. Pust~ X — gomologiqeski standartnaØ GP-

KO i pust~ vypolneno odno iz sledu¸wih usloviæ (1–3):

(1) n neqetno, (2) n qetno, (n − 4)(d − 2) > 17 i (n, d) ≠ (6, 12). (3) n qetno n ⩾ 4 i s < min{b^+_n (X_n(d)) − 1, b^−_n (X_n(d))}, Togda GPKO X i topologiqeski standartna, t.e. suwestvuet razloßenie v svØznu¸ summu X ∼= X_n(d; s) ∼= M_n(d)#(a − s)(S^n × S^n)#s(S^n × S^n/Δ), (∗) gde Δ — diagonal~, a mnogoobrazie M_n(d) i qislo a zavisØt tol~ko ot n i d (sr. vvedenie).

Zameqanie. ˚sno, qto uslovie (2) vleqet uslovie (3). Krome

togo, oqevidno, qto iz suwestvovaniØ razloßeniØ (∗) vytekaet neravenstvo card(Sing(X)) ⩽ min{b^+_n (X_n(d)), b^−_n (X_n(d))}.

Dokazatel~stvo. OgraniqimsØ rassmotreniem sluqaØ, kogda n

qetno, poskol~ku sluqaæ neqetnogo n po suwestvu takoæ ße i daße prowe.

V silu teoremy 5.0, iz gomologiqeskoæ standartnosti giperpoverhnosti sleduet, qto raspoloßenie isqeza¸wih ciklov v gruppe gomologiæ blizkoæ neosoboæ giperpoverhnosti standartno, qto v svo¸ oqered~ pozvolØet nam opisat~ topologiqesku¸ strukturu osoboæ giperpoverhnosti.

GIPERPOVERHNOSTI S OSOBENNOST˚MI 211

Pust~ s — qislo osobyh toqek giperpoverhnosti X i pust~

a_1, . . . , a_s ∈ H_n(X_n(d)) — isqeza¸wie cikly (my otoßdestvlØem

giperpoverhnost~ Ferma X_n(d) s neosoboæ giperpoverhnost~¸, blizkoæ k X). Kaßdyæ isqeza¸wiæ cikl a_i realizuetsØ “isqeza¸weæ n-mernoæ sferoæ” S_i ⊂ X_n(d). (Zametim, qto ffti sfery poparno diz¨¸nktny.)

PrimenØØ teoremu 5.0, my naædem nekotorye klassy b_1, . . . , b_s

∈ H_n(X_n(d)). Ih toße moßno realizovat~ poparno diz¨¸nktny-

mi “dvoæstvennymi” sferami S^′_1, . . . , S^′_s tak, qtoby S^′_i ∩ S_j = ∅ pri i ≠ j i S^′_i transversal~no peresekalo by S_j rovno v odnoæ toqke.

Granica okrestnosti ob¨edineniØ S^′_i ∪ S_i est~ (2n + 1)-mernaØ sfera, otweplØ¸waØ svØznoe slagaemoe S^n × S^n, kotoroe soderßit isqeza¸wu¸ sferu S_i v kaqestve diagonali Δ. V silu teorem sokraweniØ (sm. [7]), takoe razloßenie edinstvenno s toqnost~¸ do diffeomorfizma, q.t.d. •

Literatura

1. S. V. Chmutov, Examples of projective surfaces with many singularities. — J.

Alg. Geom. 1 (1992), 191–196.

2. A. Dimca, Singularities and Topology of Hypersurfaces. Springer, 1992. 3. V. V. Goryunov, Singular quartics with many nodes. — Advances Soviet Math.

21 (1994), 147–161.

4. O. A. Ivanov, N. ı. Necvetaev, Ocenki qisla osobennosteæ kompleksnoæ giperpoverhnosti i smeßnye voprosy. — Zapiski nauq. semin. POMI 231 (1995), 180–190.

5. A. Kalker, Cubic fourfolds with fifteen ordinary double points. Ph.D. Thesis, Leiden, 1986.

6. R. S. Kulkarni and J. W. Wood, Topology of nonsingular complex hypersurfaces.

— Adv. Math. 35 (1980), 239–263.

7. N. ı. Necvetaev, Diffeomorfnost~ i stabil~naØ diffeomorfnost~ odnosvØznyh mnogoobraziæ. — Algebra i analiz 2, ˝ 2 (1990), 112–120.

8. N. Yu. Netsvetaev, Diffeomorphism criteria for smooth manifolds and algebraic varieties. — Contemporary Math. 431, (Part 3) (1992), 453–459.

9. N. Yu. Netsvetaev, Homology and cohomology of hypersurfaces with quadratic singular points in generic position. — Am. Math. Soc. Transl. (2) 174 (1996), 229–233.

10. V. V. Nikulin, Celoqislennye simmetriqeskie bilineænye formy i nekotorye ih geometriqeskie priloßeniØ. — Izv. AN SSSR. Ser. mat. 43, ˝ 1 (1979), 111–117.

11. A. N. Varqenko, O polunepreryvnosti spektra i ocenke sverhu qisla osobyh toqek proektivnoæ giperpoverhnosti. — Dokl. AN SSSR 270, ˝ 6 (1983), 1294–1297.

212 N. ı. NECVETAEV 12. V. A. Vasil~ev, Stabil~nye kogomologii dopolneniæ k diskriminantam deformaciæ osobennosteæ gladkih funkciæ. — V kn.: Sovremennye problemy matematiki. Fundamental~nye napravleniØ. T. 33 (Itogi nauki i tehn.). M., VINITI AN SSSR, 1988, s. 3–29.

Netsvetaev N. Yu. On the connected sum decomposition of complex hypersurfaces with quadratic singularities.

We study the global topological structure of hypersurfaces in C P^{n+1} , n ⩾ 3, with quadratic singularities and prescribed set of singular points. Under certain restrictions on the degree, we give a precise topological description of such a hypersurface by means of decomposing it into a connected sum. In this case, the topological type of the hypersurface is determined by its dimension, degree, and the number of singular points.