Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

G. ı. Panina

KANONIQESKIE RAZLOȷENI˚ MNOGOGRANNYH FUNKCI` I VOPROSY RAVNOSOSTAVLENNOSTI V PROEKTIVNOM PROSTRANSTVE

V stat~e izuqaetsØ ravnosostavlennost~ mnogogrannyh funkciæ i mnogogrannikov v qetnomernom proektivnom prostranstve. Ispol~zu¸tsØ metody kombinatornoæ integral~noæ geometrii [2, 3, 5]. My rassmatrivaem qetnomernoe proektivnoe prostranstvo RP^n s estestvennoæ gruppoæ dvißeniæ. Mnogogrannoæ funkcieæ, grubo govorØ, nazyvaetsØ kusoqno-postoØnnaØ funkciØ F , oblasti postoØnstva kotoroæ sut~ mnogogranniki, poroßdennye razbieniem RP^n koneqnym mnoßestvom E proektivnyh giperploskosteæ (toqnoe opredelenie – sm. 1.3). Estestvenno otoßdestvlØt~ mnogogrannik K i ego harakteristiqesku¸ funkci¸

I_K , tak qto mnogogrannaØ funkciØ obobwaet ponØtie mnogogran-

nika.

Dve mnogogrannye funkcii F i F^′ nazyva¸tsØ ravnosostavlennymi, esli suwestvu¸t predstavleniØ

F (x) = ∑ i F_i(x), F^′(x) = ∑ i F_i(t_i(x)), gde t_i – fflementy gruppy dvißeniæ, a F_i – nekotorye mnogogrannye funkcii, priqem ffti ravenstva vypolneny dlØ vseh toqek

RP^n, krome nekotorogo mnogoobraziØ razmernosti ne vyxe n − 1.

Oqevidno, ravnosostavlennost~ mnogogrannikov vleqet ravnosostavlennost~ ih harakteristiqeskih funkciæ. Poka ewe ostaetsØ otkrytym vopros spravedlivosti obratnogo utverßdeniØ: vleqet li ravnosostavlennost~ harakteristiqeskih funkciæ ravnosostavlennost~ samih mnogogrannikov.

Mnoßestvo vseh mnogogrannyh funkciæ predstavlØet soboæ vektornoe prostranstvo. OkazyvaetsØ, u nego suwestvuet udobnyæ bazis: suwestvuet edinstvennoe razloßenie mnogogrannyh

Rabota podderßana grantom ISF NT4000. 213

214 G. ı. PANINA funkciæ v summu F = ∑ i r_F (X_i)I_{Xi} , gde I_{Xi} – harakteristiqeskie funkcii nekotoryh bazovyh mnoßestv X_i, kotorye ustroeny ves~ma prosto (sm. 5.2 i 5.4).

Teorema 6.4 daet nekotoroe neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie ravnosostavlennosti mnogogrannyh funkciæ v qetnomernom proektivnom prostranstve: ona svodit n-mernu¸ zadaqu o ravnosostavlennosti k (n − 1)-mernoæ.

§1. Ishodnye ponØtiØ

1.1. Pust~ R^n – n-mernoe vewestvennoe prostranstvo;

E^{n−1} – mnoßestvo vseh giperploskosteæ v R^n;

RP^n – n-mernoe proektivnoe vewestvennoe prostranstvo s este-

stvennoæ gruppoæ dvißeniæ i s fiksirovannoæ toqkoæ 0;

EP^{n−1} – mnoßestvo vseh ego (n − 1)-mernyh proektivnyh podpro-

stranstv, kotorye my nazyvaem proektivnymi giperploskostØmi (ili prosto giperploskostØmi, esli iz konteksta Øsno, qto req~ idet o RP^n).

1.2. B¸ffonovy mnoßestva i funkcii. Pust~ P – koneqnoe

mnoßestvo toqek v R^n. P nevyroßdeno, esli nikakie n + 1 toqek ne leßat v odnoæ giperploskosti.

Dve giperploskosti e i e^′ nazyva¸tsØ ffkvivalentnymi otnositel~no P, esli dlØ vsØkih toqek P , Q, R ∈ P spravedlivo: P ∈ e ⇐⇒ P ∈ e^′ i e razdelØet Q i R ⇐⇒ e^′ razdelØet Q i R. Klass ffkvivalentnosti giperploskosteæ nazyvaetsØ atomom, esli a) on ograniqen (po rasstoØni¸ do naqala koordinat) i b) fflementy fftogo klassa ne soderßat toqek iz P. Kol~co mnoßestv, poroßdennoe atomami, nazyvaetsØ kol~com B¸ffona i oboznaqaetsØ B(P). �lementy fftogo kol~ca nazyva¸tsØ B¸ffonovymi mnoßestvami. B¸ffonovoæ funkcieæ otnositel~no P nazyvaetsØ funkciØ F , zadannaØ na E^{n−1} takaØ, qto a) e ne peresekaet vypuklu¸ oboloqku P =⇒ f(e) = 0; b) e ffkvivalentna e^′, e ne soderßit toqek iz P =⇒ f(e) = f(e^′).

Budem govorit~, qto dve b¸ffonovy funkcii ravny, esli ih znaqeniØ sovpada¸t na E^{n−1} vs¸du, krome mnoßestva razmernosti ne vyxe n − 1.

KANONIQESKIE RAZLOȷENI˚ MNOGOGRANNYH FUNKCI`215 Prostranstvo b¸ffonovyh funkciæ oboznaqaetsØ BF(P). S mnogogrannikom K s verxinami v P svØzana b¸ffonova funkciØ I_{[K]} – harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva [K] = {e | e ∩ K ≠ ⊥}. 1.3. Mnogogrannye funkcii. Pust~ E – koneqnoe mnoßestvo

proektivnyh giperploskosteæ v RP^n.

1.3.1. Opredelenie. Budem govorit~, qto E nevyroßdeno, esli

a) nikakie (n+1) giperploskosteæ ne pereseka¸tsØ v odnoæ toqke i b) ni odna iz fftih giperploskosteæ ne soderßit toqku 0.

1.3.2. Opredelenie. L¸boe koneqnoe E induciruet estestvennoe

razbienie RP^n na mnogogranniki K_i (i = 0, . . . , m). Pust~ 0 ∈ K_0. Mnogogrannoæ funkcieæ otnositel~no E nazyvaetsØ funkciØ F , zadannaØ na RP^n, predstavimaØ v vide: F = m∑ i=1 F_i I_{Ki} , gde I_{Ki} – harakteristiqeskaØ funkciØ mnogogrannika K_i. Dve mnogogrannye funkcii budem sqitat~ ravnymi, esli oni sovpada¸t vs¸du, krome mnoßestva razmernosti ne vyxe n − 1.

§2. Privedenie kombinatornoæ formuly AmbarcumØna k kanoniqeskomu vidu.

Edinstvennost~ kanoniqeskogo razloßeniØ

2.1. Pust~ A – b¸ffonovo mnoßestvo otnositel~no nevyroßden-

nogo mnoßestva toqek P v R^n, priqem n qetno. V stat~e [5] izuqaetsØ kombinatornoe predstavlenie harakteristiqeskoæ funkcii

I_A mnoßestva A. Dokazana sledu¸waØ teorema: esli giperplos-

kost~ e ne soderßit toqek iz P, to

I_A(e) = 1 2 n−1∑ i=1 ∑ Δ^j_i – simpleks razmernosti i s verxinami iz P

I_{[Δ}j_{i ]}(e)c_A(Δ^j_i ), (2.1)

gde kofffficienty c_A(Δ^j_i ) Øvno vyqislØ¸tsØ s pomow~¸ nekotorogo algoritma. Predstavlenie (2.1) ne edinstvenno, t.e. dlØ mnoßestva A suwestvu¸t raznye nabory kofffficientov c_A(Δ^j_i ), ostavlØ¸wie spravedlivym toßdestvo (2.1).

216 G. ı. PANINA

2.2. Zameqanie. Pust~ Δ^j_i – simpleks qetnoæ razmernosti s ver-

xinami v P. PrimenØØ (2.1) dlØ Δ^j_i , imeem

I_A(Δ^j_i ) = 1 2 n−1∑ i=1 ∑ Δ^l_k – gran~ Δ^j_i razmernosti k

I_{[Δ}l_{k ]}(e). (2.2)

Ispol~zuØ mnogokratno razloßenie (2.2) qetnomernyh simpleksov, summu (2.1) moßno privesti k vidu, gde uqastvu¸t lix~ neqetnomernye simpleksy. Takim obrazom, suwestvuet predstavlenie

I_A(e) = 1 2 n−1∑ i=1 i neqetno ∑ Δ^j_i – simpleks razmernosti i s verxinami iz P

I_{[Δ}j_{i ]}(e)r_A(Δ^j_i ). (2.3)

My pokaßem, qto razloßenie po neqetnomernym simpleksam (2.3) edinstvenno. Budem nazyvat~ ego kanoniqeskim predstavleniem.

2.3. Teorema edinstvennosti. Pust~ A – b¸ffonovo mnoßestvo

otnositel~no bazisnoæ nevyroßdennoæ sistemy toqek P v R^n, priqem n qetno. Pust~ {r_A(Δ^j_i )} i {r^′_A(Δ^j_i )} – dva nabora qisel, gde Δ^j_i probegaet mnoßestvo neqetnomernyh simpleksov s verxinami v P. Pust~ oba nabora udovletvorØ¸t (2.3). Togda ffti nabory toßdestvenny: dlØ vsØkogo Δ^j_i spravedlivo: {r_A(Δ^j_i )} = {r^′_A(Δ^j_i )}.

DlØ dokazatel~stva nam potrebuetsØ sledu¸waØ lemma, ustanavliva¸waØ razmernost~ prostranstva b¸ffonovyh funkciæ.

Lemma. Koliqestvo atomov v b¸ffonovom kol~ce B(P) ravno ( N 2 ) + ( N 4 ) + · · · + ( N n − 2 ) , gde N – qislo fflementov P.

Dokazatel~stvo lemmy. DlØ P1, . . . , Pi ∈ P pust~ E^n (P1, . . . , Pi)

– mnoßestvo vseh giperploskosteæ, soderßawih toqki P_1, . . . , P_i;

En (P) – mnoßestvo giperploskosteæ, pereseka¸wih vypuklu¸

oboloqku P; A(P) = E^n (P) \ ⋃ i En (P_i). Legko vyqislit~ ffælerovu

KANONIQESKIE RAZLOȷENI˚ MNOGOGRANNYH FUNKCI`217 harakteristiku fftih mnoßestv:−χ(A(P)) = koliqestvu atomov v

B(P); χ(E^n (P)) = 2;

χ(E^n (P_1, . . . , P_i)) = { 0, esli i qetno; 1, esli i neqetno.

Vmeste s tem,

χ(E^n (P)) = χ(A(P)) + n−1∑ k=1 (−1)^{k+1} ∑ i1,... ,i_k χ (E^n (P_{i1} , . . . , P_{ik} )) . Ots¸da sleduet utverßdenie lemmy. �

Pereædem k dokazatel~stvu teoremy. Iz lemmy sleduet, qto qislo atomov v B(P) ravno qislu neqetnomernyh simpleksov. No harakteristiqeskie funkcii atomov obrazu¸t bazis prostranstva b¸ffonovyh funkciæ. Sledovatel~no, funkcii I_{[Δ}j_{i ]} (gde i neqetno) toße obrazu¸t bazis. �

2.4. Opredelenie. DlØ b¸ffonovogo mnoßestva A oboznaqim qe-

rez {r_A(Δ^j_i )} nabor kofffficientov kanoniqeskogo razloßeniØ I_A. Qto kasaetsØ ishodnogo razloßeniØ (2.1), to kofffficienty c_A nam toße ponadobØtsØ. Budem pisat~ r_A = Red c_A i govorit~, qto kofffficienty r_A est~ reducirovannye kofffficienty c_A.

§3 Kombinatornoe razloßenie dlØ [K] Pust~ K – mnogogrannik s verxinami iz P. Togda [K] = {e ∈

En | e∩K ≠ ⊥} – b¸ffonovo mnoßestvo otnositel~no P. Ispol~-

zuØ algoritm vyqisleniØ kombinatornyh kofffficientov iz [5], nesloßno ubedit~sØ v spravedlivosti sledu¸wih faktov.

3.1. Lemma. V ukazannyh vyxe oboznaqeniØh dlØ kofffficientov

c_{[K]} spravedlivo:

c_{[K]}(Δ^j_i ) = { (−1)^{i+1}, esli Δ^j_i – gran~ K; 0, v ostal~nyh sluqaØh. �

3.2. Lemma. DlØ kofffficientov r_{[K]} spravedlivo:

r_{[K]}(Δ^j_i ) = n∑ k=0 (−1)^{k+1}z_k(Δ^j_i , K) ( 1 2 )_k , esli Δ^j_i – gran~ K, i neqetno; 0, v ostal~nyh sluqaØh.

218 G. ı. PANINA Zdes~ z_k(Δ^j_i , K) – qislo cepoqek dliny k vida Δ^{l1}_{i1} ⊃ . . . ⊃ Δ^{lk}_{ik} ⊃ Δ^k_i , gde vse Δ^{lm}_{im} – qetnomernye grani K. �

§4 Kanoniqeskoe razloßenie dlØ vyroßdennoæ sistemy. Neqetnomernyæ sluqaæ

4.1. Pust~ P – vyroßdennoe koneqnoe mnoßestvo toqek iz qet-

nomernogo prostranstva R^n; dlØ i = 2, . . . , n pust~ Δ^j_i – simpleks razmernosti i s verxinami iz P. KaßdaØ b¸ffonova funkciØ f oqevidno dopuskaet predstavlenie v vide lineænoæ kombinacii funkciæ I_{[Δ}j_{i ]}, no ne edinstvennoe. Odnako moßno vybrat~ nekotoryæ men~xiæ bazisnyæ nabor ukazannyh vyxe simpleksov δ(P), dela¸wiæ ffto predstavlenie edinstvennym.

4.2. Primer. Pust~ n neqetno, P – nevyroßdennoe koneqnoe

mnoßestvo toqek v R^n. Pogruziv R^n ⊂ R^{n−1}, budem rassmatrivat~ P kak vyroßdennu¸ sistemu iz qetnomernogo prostranstva. Zafiksiruem toqku P_o ∈ P. Pokaßem, qto bazisnym naborom moßet slußit~ sledu¸wiæ nabor simpleksov: δ(P) = {Δ^j_i | Δ^j_i – simpleks razmernosti i s verxinami iz P \ P_0; i = 1, 3, . . . , n − 2}

∪ {conv (Δ^j_i ∪ {P_0}) | Δ^j_i – simpleks razmernosti i s verxinami iz P \ P_0; i = 0, 2, 4, . . . , n − 1}. Deæstvitel~no, vsØkaØ b¸ffonova funkciØ dopuskaet razloßenie, svØzannoe s δ(P). Dokaßem lineænu¸ nezavisimost~ funkciæ I_{[Δ}j_{i ]}. Vospol~zovavxis~ ideeæ dokazatel~stva teoremy 2.1, legko naæti qislo atomov kol~ca b¸ffona B(P):

−1 + ( N 1 ) + ( N 3 ) + · · · + ( N n ) , gde N – qislo fflementov mnoßestva P.

Qislo fflementov δ(P) ravno ( N − 1 2 ) + ( N − 1 4 ) +. . . ( N − 1 n − 1 ) + ( N − 1 1 ) + ( N − 1 3 ) +. . . ( N − 1 n ) . �ti dva qisla ravny, sledovatel~no funkcii I_{[Δ}j_{i ]} dlØ simpleksov iz δ(P) obrazu¸t bazis prostranstva b¸ffonovyh funkciæ.

4.3. Oboznaqim qerez Δ(P) mnoßestvo neqetnomernyh simplek-

sov s verxinami v P. Pust~ M(P) – prostranstvo formal~nyh summ vida ∑ Δ_i∈Δ(P)

c_iΔ_i, gde c_i – vewestvennye kofffficienty.

KANONIQESKIE RAZLOȷENI˚ MNOGOGRANNYH FUNKCI`219 Pust~ podprostranstvo M_0(P) ⊂ M(P) takovo, qto ∑ Δ_i∈Δ(P)

c_iΔ_i ∈ M_0(P) ⇐⇒ ∑ Δ_i∈Δ(P)

c_iI_{Δi} = 0.

Oqevidno, BF(P) ∼= M(P)/M_0(P). Nazovem summu ∑ Δ_i∈Δ(P)

c_iΔ_i giperploskoæ, esli suwestvuet ta-

kaØ giperploskost~ e, qto c_i ≠ 0 =⇒ Δ_i ⊂ e.

4.4. Teorema. Prosranstvo M0 poroßdeno naborom giperploskih

fflementov.

Dokazatel~stvo. Zametim vnaqale, qto esli P nevyroßdeno, to

prostranstvo M_0 nulevoe. V sluqae vyroßdennogo P ukaßem Øvno iskomyæ nabor. Sdvinem qut~-qut~ toqki P tak, qtoby poluqilos~ nevyroßdennoe mnoßestvo P^′. Pust~ A(P) i A(P) – mnoßestva atomov kolec B(P) i B(P), sootvetstvenno. Rassmotrim sledu¸wie estestvennye otobraßeniØ:

biekciØ d : Δ(P) → Δ(P^′), in¨ekciØ a : A(P) → A(P^′), izomorfizm s : M(P) → BF(P^′), s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm prostranstv p : BF(P) → BF(P^′).

Kaßdyæ atom A iz A(P^′)\a(A(P)) poroßdaet sledu¸wim obrazom giperploskiæ fflement m(A) iz M_0: esli I_A = ∑ Δ(P0_) c_i(A)I_{[d(Δi )]},

to poloßim m(A) = ∑ Δ(P0_) c_i(A)Δ_i. Mnoßestvo takih m(A) dlØ vseh

A ∈ A(P^′) \ a(A(P)) obrazu¸t iskomyæ bazis M_0. �

§5. Perehod k dvoæstvennym formulam v proektivnom prostranstve

5.1. KonstrukciØ otobraßeniØ dvoæstvennosti. Rassmotrim

estestvennoe vloßenie α prostranstva R^n v RP^n, otobraßa¸- wee ploskosti v proektivnye ploskosti. Ono poroßdaet otobraßenie α^′ : E^{n−1} → EP^{n−1}. Pust~ β : EP^{n−1} → RP^n – otobraßenie, sopostavlØ¸wee kaßdoæ giperploskosti ee pol¸s. Nam ponadobØtsØ kompozicii φ = β^{−1} ∘ α^′ : E^{n−1} → RP^n i

φ^′ = β ∘ α : R^n → EP^{n−1}.

5.2. Bazovye mnoßestva. Pust~ e1, . . . , ek – proektivnye gi-

perploskosti obwego poloßeniØ. Pust~ 0(e_1, . . . , e_k) – komponenta svØznosti RP^n \ (e_1 ∩ . . . ∩ e_k), soderßawaØ toqku 0. Pust~

220 G. ı. PANINA X(e_1, . . . , e_k) = RP^n \ 0(e_1, . . . , e_k). Mnoßestvo X(e_1, . . . , e_k) budem

nazyvat~ bazovym mnoßestvom razmernosti k. DlØ koneqnogo nabora proektivnyh giperploskosteæ E oboznaqim qerez X_k(E) mnoßestvo vseh bazovyh mnoßestv razmernosti k, poroßdennyh giperploskostØmi iz E.

5.3. Lemma. 1) Giperploskost~ e soderßit toqku P ⇐⇒ φ(e) ∈

φ^′(P ).

2) Giperploskost~ e razdelØet toqki P i P^′ ⇐⇒ φ(e) ∈ X(φ^′(P_1),

φ^′(P_2)).

3) Giperploskost~ peresekaet simpleks s verxinami P_1, . . . , P_k

⇐⇒ φ(e) ∈ X(φ^′(P_1), . . . , φ^′(P_2)).

4) Toqki P_1, . . . , P_k leßat v obwem poloßenii ⇐⇒ giperploskosti φ^′(P_1), . . . , φ^′(P_k) leßat v obwem poloßenii.

5) f – b¸ffonova funkciØ otnositel~no P ⇐⇒ f ∘ φ^{−1} – mnogogrannaØ funkciØ otnositel~no φ^′(P). �

Vot tak vyglØdit teorema 2.3, perevedennaØ s pomow~¸ otobraßeniØ φ v proektivnoe prostranstvo.

5.4. Teorema. Pust~ F – mnogogrannaØ funkciØ otnositel~no si-

stemy giperploskosteæ E obwego poloßeniØ v RP^n. Imeet mesto edinstvennoe kanoniqeskoe razloßenie:

F (x) = 1 2 n−1∑ i=1 i neqetno ∑ X^j_i ∈X_i(E) r_F (X^j_i ) I_Xj_i (x). (5.1)

(Napomnim, qto I_Xj_i – harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva X^j_i .) Pri fftom kofffficienty r_F ØvlØ¸tsØ redukcieæ (sm. 2.4) kofffficientov c_F , vyqislennyh dlØ b¸ffonovoæ funkcii F ∘ φ^{−1}. �

5.5. Primer. Pust~ K – mnogogrannik v RP^n, ne soderßawiæ

toqku 0. Oboznaqim qerez X_k(K) mnoßestvo takih bazovyh mno-

ßestv X(e_1, . . . , e_k), qto^k ⋂ i=1 e_i soderßit nekotoru¸ (n−k)-mernu¸

gran~ K. Togda I(K) = 1 2 n−1∑ k=1 ∑ X_k(K) c_K (X(e_1, . . . , e_k)) I_{X(e1,... ,ek)},

KANONIQESKIE RAZLOȷENI˚ MNOGOGRANNYH FUNKCI`221 gde c_K (X(e_1, . . . , e_k)) = { 1, esli K ⊂ X(e_1, . . . , e_k); 0, inaqe.

S pomow~¸ redukcii poluqaem: r_K = Red(c_K ).

5.6. Primer. Pust~ K – treugol~nik v RP^n (sm. Ris. 1). Togda

I_K = 1 2 [ I_{X(e1,e3)} + I_{X(e1,e3)} − I_{X(e2,e3)} ] .

Ris. 1.

§6. Ravnosostavlennost~ mnogogrannyh funkciæ

6.1. Opredelenie. Pust~ F i G – mnogogrannye funkcii na RP^n,

obrawa¸wiesØ v 0 v nekotoroæ okrestnosti toqki 0. Budem nazyvat~ ih ravnosostavlennymi, esli suwestvu¸t sledu¸wie predstavleniØ F i G v vide summ mnogogrannyh funkciæ:

F (x) = p∑ k=1 F_k(x), G(x) = p∑ k=1 F_k(t_k(x)), gde t_k – fflementy gruppy dvißeniæ RP^n.

Napomnim klassiqeskoe opredelenie ravnosostavlennosti mnogogrannikov.

6.2. Opredelenie. Dva mnogogrannika K i K^′ ravnosostavle-

ny, esli K i K^′ moßno razbit~ na mnogogranniki K_1, . . . , K_m i K^′_1, . . . , K^′_M sootvetstvenno, tak qto kaßdyæ K_1 kongruffnten K^′_1.

222 G. ı. PANINA

6.3. Otobraßenie ψ, ponißa¸wee razmernost~. Oboznaqim

qerez MN (RP^n) prostranstvo vseh mnogogrannyh funkciæ, zadannyh na RP^n. Postroim otobraßenie ψ : MN (RP^n) →

MN (RP^{n−1}), opredelennoe s toqnost~¸ do klassa ffkvivalent-

nosti otnositel~no ravnosostavlennosti.

1. Pust~ X = X(e_1, . . . , e_k) – bazovoe mnoßestvo, P – proizvol~naØ toqka iz pereseqeniØ e_1∩. . .∩e_k. Budem govorit~, qto P – pol¸s mnoßestva X. Otoßdestvim polØrnu¸ k P giperploskost~ s prostranstvom RP^{n−1} i poloßim ψ(X) = RP^{n−1} ∩ X. 2. Esli f – mnogogrannaØ funkciØ, dopuska¸waØ predstavlenie f = ∑ i t_iI_{Xi} , to poloßim ψ(f) = ∑ i t_iI_{ψ(Xi)}. 6.4. Teorema. Dve mnogogrannye funkcii F i F^′, zadannye na

qetnomernom proektivnom prostranstve, ravnosostavleny togda i tol~ko togda, kogda ih obrazy ψ(F ) i ψ(F^′) ravnosostavleny v RP^{n−1}.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku obe funkcii F i F^′ dopuska¸t

predstavlenie (5.1), to ravnosostavlennost~ ψ(F ) i ψ(F^′) oqevidno vleqet ravnosostavlennost~ F i F^′. Obratno, pust~ F i

F^′ ravnosostavleny. Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~,

qto F^′ ≡ 0. V silu ravnosostavlennosti ime¸t mesto toßdestva:

F (x) = ∑ i F_i(t_i(x)); 0 = ∑ i F_i(x). ImeØ vvidu razloßenie (5.1), moßno sqitat~, qto F_i(x) =

A_iI_{Xi} (x), gde X_i – bazovye mnoßestva otnositel~no nekotoro-

go E, A_i – nekotorye vewestvennye qisla. Rassmotrim formal~nu¸ summu ∑ i A_iI_φ�1_{(Xi )} ∈ M_0(φ^{−1}(E)). Soglasno teoreme

4.4, ona predstavima v vide summy giperploskih fflementov iz

M_0(φ^{−1}(E)). Sledovatel~no, mnoßestvo funkciæ U = {A_iI_{ti(Xi)}}

moßno razbit~ na takie podmnoßestva U_j, qto dlØ kaßdogo j spravedlivo ∑ U_j AiIti(Xi) = 0, i vse bazovye mnoßestva, uqastvu-

¸wie v fftoæ summe, ime¸t obwiæ pol¸s. �to oznaqaet, qto dlØ kaßdogo U_j funkciØ ∑ U_j AiIψ(t�1_i (X_i )) ravnosostavlena nulevoæ. �

KANONIQESKIE RAZLOȷENI˚ MNOGOGRANNYH FUNKCI`223 Literatura 1. P. Kart~e, Razbienie mnogogrannikov: k voprosu o tret~eæ probleme

Gil~berta. V sb.: Matematika. Novoe v sovremennoæ nauke. 45, Mir,

M. (1990).

2. G. ı. Panina, Smexannye ob¨emy mnogogrannyh funkciæ. — Algebra i Analiz 6, vyp. 6 (1994), 1209–1217.

3. R. V. Ambartzumian, Combinatorial integral geometry. Wiley New York (1982). 4. G. Yu. Panina, Many-dimensional combitorial Ambartzumian’s formulae. — Math. Nachr. 159 (1992), 271–277.

G. Yu. Panina. Polyhedral functions and equidecomposability of polyhedrons in the projective space.

A certain combinatorial decomposition of polyhedral functions is obtained. An equidecomposability of polyhedral functions is considered. As an application we get a certain necessary and sufficient condition of equidecomposability of polyhedral functions in even dimensional projective space.

Postupilo (data) ???? S.-Peterburgskiæ institut informatiki RAN