Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

S. S. Podkorytov

OB �`LEROVO` HARAKTERISTIKE SLUQA`NO` ALGEBRAIQESKO` GIPERPOVERHNOSTI

Pust~ H_m(R^{d+1}) – vektornoe prostranstvo odnorodnyh mnogoqlenov stepeni m na prostranstve R^{d+1}. Na H_m(R^{d+1}) oqevidnym obrazom deæstvuet ortogonal~naØ gruppa O(d + 1). DlØ mnogoqlena f ∈ H_m(R^{d+1}) qerez V_f ⊂ RP^d my oboznaqaem giperpoverhnost~, zadavaemu¸ uravneniem f = 0.

Koordinaty toqki x ∈ R^{d+1} budem oboznaqat~ x_0, . . . , x_d. Pust~ S^d = {x ∈ R^{d+1} : |x| = 1} – ediniqnaØ sfera. Nam potrebuetsØ otmeqennaØ toqka x^0 = (1, 0, . . ., 0) ∈ S^d.

Pod sluqaænymi veliqinami, mnogoqlenami, operatorami i t.p. my, kak obyqno, ponimaem otobraßeniØ iz nekotorogo prostranstva fflementarnyh sobytiæ v mnoßestvo qisel, mnogoqlenov, operatorov i t.d. V takih sluqaØh my budem pol~zovat~sØ zapis~¸ tipa F ^∈ H_m(R^{d+1}) i t.p.

Cluqaænyæ mnogoqlen F ^∈ H_m(R^{d+1}) budem nazyvat~ “horoxim”, esli on imeet netrivial~noe normal~noe raspredelenie so srednim 0, invariantnoe otnositel~no deæstviØ gruppy O(d + 1). Esli F ^∈ H_m(R^{d+1}) – “horoxiæ” sluqaænyæ mnogoqlen, to giperpoverhnost~ V_F neosoba poqti navernoe (predloßenie 6.1).

Parametrom “horoxego” sluqaænogo mnogoqlena F budem nazyvat~ qislo r, zadannoe formuloæ r = E^{( ∂F}_{∂x1} (x^0)^{)2} E F (x^0)^{2 .}

Moßno proverit~, qto parametry “horoxih” cluqaænyh mnogoqlenov F ^∈ H_m(R^{d+1}) zapolnØ¸t otrezok

1 − (−1)^m

2 6 r 6^{m(m + d − 1)}_d .

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (grant 98-01-00832 i grant podderßki nauqnyh xkol). 224

OB �`LEROVO` HARAKTERISTIKE 225

Primer 1. Opredelim sluqaænyæ mnogoqlen F ^∈ Hm(R^{d+1}) formuloæ

F (x) = ∑ m0+···+md =m F_{m0...md} x^{m0}_0 . . . x^{md}_d , x ∈ R^{d+1}, gde F_{m0...md} – nezavisimye normal~nye sluqaænye veliqiny so srednim 0, priqœm

E F^2_{m0...md} =^{m!}_{m0! . . . md!}.

Moßno proverit~, qto togda sluqaænyæ mnogoqlen F “horoxiæ” i imeet parametr r = m. Sledu¸wiæ primer pri d = 3 rassmatrivalsØ v rabote [1].

Primer 2. Vvedœm v prostranstve Hm(R^{d+1}) skalØrnoe proizvedenie (f_1, f_2) = ∫ x∈Sd f_1(x)f_2(x) dx.

Pust~ F ^∈ H_m(R^{d+1}) – takoæ normal~nyæ sluqaænyæ mnogoqlen, qto E ((f1, F )(f2, F )) = (f1, f2), f1, f2 ∈ Hm(R^{d+1}).

Moßno proverit~, qto togda sluqaænyæ mnogoqlen F “horoxiæ” i imeet parametr r = m(m + d + 1) d + 2 . Glavnyæ rezul~tat raboty. �to obobwenie rezul~tata, anonsirovannogo v rabote [1]. Preßde qem ego formulirovat~, vvedœm oboznaqenie.

DlØ kaßdogo neqœtnogo d poloßim

I_d(s) = s∫ 0 (1 − t^2)^{d−12} dt, s ∈ R, M_d(r) =

I_d(r^{1/2}) I_d(1) , r ¿ 0.

226 S. S. PODKORYTOV

Teorema. Pust~ d neqœtno. Pust~ F ^∈ Hm(R^{d+1}) – “horoxiæ” slu-

qaænyæ mnogoqlen s parametrom r. Togda E χ(VF ) = Md(r). Zdes~ daœtsØ tol~ko plan dokazatel~stva teoremy.

Blagodarnost~. ˚ uznal o sluqaænyh algebraiqeskih mnogoobraziØh ot I. A. Ibragimova. ˚ priznatelen emu za ffto, za vnimanie i za podderßku.

Vspomogatel~nye opredeleniØ, oboznaqeniØ i soglaxeniØ Pust~ X – evklidovo vektornoe prostranstvo. SkalØrnoe proizvedenie vektorov x_1, x_2 ∈ X budem oboznaqat~ qerez (x_1, x_2), dlinu vektora x ∈ X – qerez |x|. Oboznaqim qerez Q(X) prostranstvo simmetriqeskih operatorov na prostranstve X. Esli w ∈ Q(X), to tr w i det w oboznaqa¸t sled i opredelitel~ operatora w, ad w ∈ Q(X) – prisoedinœnnyæ operator, tak qto w ad w = det w · e (zdes~ i dalee e ∈ Q(X) – ediniqnyæ operator), i ‖w‖ = (tr w^2)^{1/2} – evklidova norma operatora w.

Ortogonal~naØ gruppa O(d) oqevidnym obrazom deæstvuet na prostranstve Q(R^d), a takße na prostranstvah R × Q(R^d) i

R× R^d × Q(R^d) (v poslednem sluqae imeetsØ v vidu proizvedenie

deæstviæ).

Pust~ |S^d| – d-mernaØ mera sfery S^d. DlØ toqki x ∈ S^d pust~ T_xS^d = {v ∈ R^{d+1} | (x, v) = 0}. (�to – kasatel~noe prostranstvo sfery S^d v toqke x.)

DlØ mnogoqlena f ∈ H_m(R^{d+1}) i toqki x ∈ S^d pust~ ∂f(x) ∈ T_xS^d i ∂^2f(x) ∈ Q(T_xS^d) – sootvetstvenno gradient i operator vtoroæ proizvodnoæ sußeniØ mnogoqlena f na sferu S^d v toqke x. Takim obrazom, f ( x + tv |x + tv| ) = f(x) + (∂f(x), v)t + (∂^2f(x)(v), v) t^2 2 + O(t^3), t → 0, v ∈ T_xS^d. Mnogoqlen f ∈ H_m(R^{d+1}) budem nazyvat~ regulØrnym, esli net takih toqek x ∈ S^d , qto odnovremenno f(x) = 0 i ∂f(x) = 0.

DlØ kaßdogo natural~nogo d pust~ a_d = E |Z|^d,

OB �`LEROVO` HARAKTERISTIKE 227 gde Z – standartnaØ normal~naØ sluqaænaØ veliqina.

Krome vyxeprivedennyh, nam potrebu¸tsØ ewe sledu¸wie special~nye oboznaqeniØ.

DlØ c ∈ R, f ∈ H_m(R^{d+1}) opredelim funkcii A^c_f , B^c_f , D^c_f na sfere S^d formulami

A^c_f (x) = cf(x) det (cf(x)e + ∂^2f(x))

(c^2f(x)^2 + |∂f(x)|^2)^{d+12} ,

B^c_f (x) = (1 − c)(ad (cf(x)e + ∂^2f(x))(∂f(x)), ∂f(x)) (c^2f(x)^2 + |∂f(x)|^2)^{d+1}2 , x ∈ S^d, D^c_f = A^c_f + B^c_f .

1. Integral~noe predstavlenie ffælerovoæ harakteristiki Fiksiruem c ≠ 0 i regulØrnyæ mnogoqlen f ∈ H_m(R^{d+1}). Opredelim otobraßeniØ G : S^d → R^{d+1}, g : S^d → S^d formulami G(x) = cf(x)x + ∂f(x), g(x) = G(x) |G(x)| , x ∈ S^d. 1.1. Utverßdenie. Esli d neqœtno, to spravedlivo ravenstvo

deg g = 1 − sgn c χ(V_f ).

�to variant formuly Himxiaxvili, sm. [2]. 1.2. Utverßdenie. Spravedlivo ravenstvo

deg g = 1 |S^d| ∫ x∈Sd D^c_f (x) dx. �to sleduet iz togo, qto funkciØ D^c_f est~ Økobian otobraßeniØ g.

2. Odno vyraßenie so sluqaænym vektorom

Fiksiruem natural~noe d. DlØ c ∈ R, u ∈ R opredelim funkci¸ i^c_u na prostranstve R^d formuloæ

i^c_u(v) = cu (c^2u^2 + |v|^2)^{d+1}2 , v ∈ R^d.

228 S. S. PODKORYTOV

2.1. Utverßdenie. Pust~ u ∈ R. Pust~ V ^∈ R^d – sluqaænyæ vek-

tor, ime¸wiæ netrivial~noe sferiqeski simmetriqnoe normal~- noe raspredelenie so srednim 0. Poloßim h = E |V |^2_{d , E =} h^{−d/2}_a d . Togda: a) dlØ l¸bogo c ∈ R imeem E |i^c_u(V )| 6 E; b) pri c → ±0 imeem E i^c_u(V ) → ±E.

Dokazatel~stvo opuskaetsØ.

3. Opredelitel~ sluqaænogo operatora

DlØ kaßdogo neqœtnogo d opredelim odnorodnyæ mnogoqlen s_d stepeni d − 1 2 ot dvuh peremennyh ravenstvom

E (sgn X (pX + qY )^d) = p sd(p^2, q^2), p, q ∈ R,

gde X, Y – nezavisimye standartnye normal~nye sluqaænye veliqiny.

3.1. Utverßdenie. Pust~ d neqœtno. Pust~ U ^∈ R – sluqaænaØ

veliqina, W ^∈ Q(R^d) – sluqaænyæ operator, ime¸wie normal~- noe sovmestnoe raspredelenie so srednim 0, invariantnoe otnositel~no deæstviØ gruppy O(d), priqœm raspredelenie sluqaænoæ veliqiny U netrivial~no. Poloßim

g = E U^2, H1 = E^{(U tr W )}_d , H = E (tr W )^2 − E ‖W ‖^2 d(d − 1) , k = g^{−1/2}H_1.

Togda

E (sgn U det W ) = k sd(k^2, H − k^2).

Utoqnenie. V sluqae d = 1 veliqina H okazyvaetsØ ne opredelena, no moßno sqitat~, qto utverßdenie ostaœtsØ spravedlivym, esli uqest~, qto s_1(u, v) = a_1, u, v ∈ R.

Dokazatel~stvo opuskaetsØ.

3.2. Lemma. Spravedlivo toßdestvo

M_d(r) = r^{1/2} s_d(r, 1 − r) a_d , r ¿ 0. �to proverØetsØ vyqisleniem.

OB �`LEROVO` HARAKTERISTIKE 229

4. 2-struØ sluqaænogo mnogoqlena

Pust~ F ^∈ H_m(R^{d+1}) – “horoxiæ” sluqaænyæ mnogoqlen s parametrom r. OtoßdestvlØØ estestvennym obrazom prostranstva T_x0 S^d i R^d, budem sqitat~, qto F (x^0) ^∈ R, ∂F (x^0) ^∈ R^d, ∂^2F (x^0) ^∈ Q(R^d).

4.1. Predloßenie. Sluqaænye fflementy F (x^0), ∂F (x^0), ∂^2F (x^0)

ime¸t normal~noe sovmestnoe raspredelenie so srednim 0, invariantnoe otnositel~no deæstviØ gruppy O(d).

�to oqevidno.

4.2. Sledstvie. Para F (x^0), ∂^2F (x^0) i sluqaænyæ vektor ∂F (x^0)

nezavisimy.

�to legko sleduet iz predloßeniØ 4.1. 4.3. Predloßenie. Spravedlivy ravenstva:

a) d r E F (x^0)^2 = E |∂F (x^0)|^2;

b) E (F (x^0) tr ∂^2F (x^0)) = − E |∂F (x^0)|^2;

v) E (tr ∂^2F (x^0))^2 − E ‖∂^2F (x^0)‖^2 = (d − 1) E |∂F (x^0)|^2.

Dokazatel~stvo opuskaetsØ.

5. 2-struØ sluqaænogo mnogoqlena: special~nye ocenki i vyqisleniØ

Pust~ F ^∈ H_m(R^{d+1}) – “horoxiæ” sluqaænyæ mnogoqlen s parametrom r.

5.1. Utverßdenie. Predpoloßim, qto r > 0. Togda: a) dlØ l¸bogo

c ∈ R imeem E |A^c_F (x^0)| < ∞; b) pri c → ±0 imeem E A^c_F (x^0) → ∓M_d(r). Dokazatel~stvo ispol~zuet utverßdeniØ 2.1, 3.1, lemmu 3.2, predloßenie 4.1, sledstvie 4.2 i predloßenie 4.3. 5.2. Utverßdenie. Predpoloßim, qto r > 0. Togda: a) dlØ l¸bogo

c ∈ R imeem E |B^c_F (x^0)| < ∞; b) pri c → 0 imeem E B^c_F (x^0) →

E B^0_F (x^0).

Dokazatel~stvo ispol~zuet predloßenie 4.1 i sledstvie 4.2. 6. RegulØrnost~ sluqaænogo mnogoqlena

Pust~ F ^∈ H_m(R^{d+1}) – “horoxiæ” sluqaænyæ mnogoqlen s parametrom r.

230 S. S. PODKORYTOV

6.1. Predloßenie. Sluqaænyæ mnogoqlen F regulØren poqti na-

vernoe.

Dokazatel~stvo ispol~zuet predloßenie 4.1 i sledstvie 4.2. O dokazatel~stve teoremy

Dokazatel~stvo ispol~zuet utverßdeniØ 1.1, 1.2, 5.1, 5.2 i predloßenie 6.1.

Literatura

1. I. A. Ibragimov, S. S. Podkorytov, O sluqaænyh vewestvennyh algebraiqeskih poverhnostØh. — Doklady akademii nauk 343, ˝ 6, (1995), 734–736.

2. V. I. Arnol~d, Indeks osoboæ toqki vektornogo polØ, neravenstva Petrovskogo – Oleænik i smexannye struktury Hodßa. — Funkcion. analiz i ego priloßeniØ 12, ˝ 1, (1978), 1–14.

Podkorytov S. S. On the Euler characteristic of a random algebraic hypersurface.

We calculate the mean value of the Euler characteristic of the hypersurface in RP^d (d odd) defined by a random polynomial of given degree under the condition that the polynomial has normal distribution with zero mean invariant with respect to the action of the orthogonal group O(d + 1).

Postupilo 14 i¸nØ 1998 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet