Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

P. V. Svetlov

INVARIANTY UZLOV I ZACEPLENI` NA T–POLI�DRAH

0. Vvedenie 0.1. Formulirovka osnovnoæ teoremy. L¸boæ uzel v trehmer-

nom prostranstve izotopen nekotoromu uzlu (prostoæ zamknutoæ krivoæ) na poliffdre T = {(x, y, z)|z = 0} ∪ {(x, y, z)|y = 0, z ¿ 0} ⊂ R^3 (sm. p. 4.1). Cel~ nastoØweæ raboty – pokazat~, qto suwestvuet netrivial~naØ teoriØ uzlov na T -poliffdrah, to est~ dvumernyh topologiqeskih prostranstvah, gomeomorfnyh poliffdru T .

Estestvenno oßidat~, qto dva uzla na T , izotopnye kak uzly v prostranstve, mogut byt~ neizotopnymi na T . Osnovnoæ rezul~tat raboty sostoit v tom, qto my pred¨ØvlØem invariant, kotoryæ moßet razliqat~ takie uzly. DlØ uzla K ⊂ T fftot invariant Θ(K) ØvlØetsØ absol¸tnoæ veliqinoæ opredelitelØ nekotoroæ celoqislennoæ kvadratiqnoæ formy Q, opredelennoæ na pervoæ gruppe gomologiæ poverhnosti M_K ⊂ T , ograniqennoæ uzlom K. (V otliqie ot poverhnosti Zeæferta uzla v prostranstve [2], poverhnost~ M_K opredelØetsØ uzlom K odnoznaqno i moßet byt~ neorientiruemoæ.) S pomow~¸ invarianta Θ(K) my dokazyvaem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 1. Na poliffdre T ⊂ R^3 suwestvuet para neizotopnyh

uzlov, kotorye izotopny kak uzly v R^3.

Postroenie formy Q i sostavlØet osnovnoe soderßanie raboty. Opixem korotko ego fftapy.

0.2. Znaqenie formy Q na 1-cikle c zavisit ot vzaimnogo ras-

poloßeniØ uzla K i nositelØ cikla c na T . Pofftomu my rassmatrivaem mnoßestvo A uporØdoqennyh par ciklov, nositeli kotoryh ne pereseka¸tsØ drug s drugom i ne ime¸t samopereseqeniæ. �lementy mnoßestva A nazyva¸tsØ dvucvetnymi zacepleniØmi na T . 231

232 P. V. SVETLOV

Na mnoßestve A imeetsØ estestvennaØ struktura gruppoida (opredeleno neassociativnoe umnoßenie). Odnim iz kl¸qevyh momentov postroeniØ ØvlØetsØ vvedenie takogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti σ na A, qto mnoßestvo A/σ s inducirovannym iz A umnoßeniem ØvlØetsØ gruppoæ. �ta gruppa okazyvaetsØ estestvenno izomorfnoæ svobodnoæ podgruppe v svobodnom proizvedenii H = Z^2 ∗ Z^2. DlØ gomomorfizma faktorizacii w : A → A/σ fflement w(c, c^′) ∈ A/σ ØvlØetsØ izotopiqeskim invariantom dvucvetnogo zacepleniØ (c, c^′) ∈ A. Vse ffto dokazyvaetsØ v pervoæ qasti raboty.

0.3. Vo vtoroæ qasti raboty my rassmatrivaem kol~co Li H

gruppy H, H = ⨁ nH^n, gde H^n = H^n/H^{n+1} – faktor nißnego

central~nogo rØda gruppy H, i stroim gomomorfizm ϖ : H → H, gruppy H v gruppu Magnusa kol~ca H.

Pust~ ϖ = ⊕_nϖ_n, togda otobraßeniØ ω_n = ϖ_n ∘ w : A → H^n ØvlØ¸tsØ izotopiqeskimi invariantami dvucvetnyh zacepleniæ i poroßda¸t kol~co Li takih invariantov.

0.4. Tret~Ø qast~ raboty posvØwena issledovani¸ poluqennoæ

sistemy {ω_n}. Tak znaqenie ω_1(c, c^′) proporcional~no klassiqeskomu kofffficientu zacepleniØ lk(c, c^′) ciklov c, c^′ v R^3, a iskomaØ forma Q_k opredelØetsØ kvadratiqnoæ qast~¸ otobraßeniØ

ω_2(·, k), gde k – cikl, nositel~ kotorogo izotopen uzlu K na po-

liffre T . Dokazatel~stvo osnovnoæ teoremy zaverxaet rabotu.

Avtor vyraßaet blagodarnost~ prof. S. V. BuØlo, pod q~im rukovodstvom byla vypolnena diplomnaØ rabota, prodolßeniem kotoroæ kotoroæ Øvilas~ ffta stat~Ø. ˚ iskrenne rad vozmoßnosti poblagodarit~ V. L. Kobel~skogo, podderßivavxego zatØnuvxiesØ poiski invariantov. Nakonec, Ø blagodaren fondu “Lev Parnes” za podderßku.

1. Gruppa dvucvetnyh zacepleniæ

Napomnim, qto T -poliffdrom nazyvaetsØ topologiqeskoe prostranstvo, gomeomorfnoe podmnoßestvu T = {(x, y, z)|z = 0} ∪ {(x, y, z)|y = 0, z ¿ 0} ⊂ R^3. Osobennost~ fftogo poliffdra – naliqie singulØrnogo (suwestvennogo) rebra E = {(x, y, z)|z = 0, y = 0} ⊂ T . Takie poliffdry vstreqa¸tsØ qasto, naprimer, l¸baØ vnutrennØØ toqka su-

INVARIANTY UZLOV I ZACEPLENI` NA T–POLI�DRAH 233 westvennogo rebra spaæna trehmernogo mnogoobraziØ ili myl~- noæ plenki obladaet okrestnost~¸, ØvlØ¸weæsØ T -poliffdrom [3]. ˚sno, qto izuqenie uzlov na T -poliffdrah svoditsØ k sluqa¸ poliffdra T .

1.1. Gruppoid A. Gruppoæ celoqislennyh 1-cepeæ na T nazy-

vaetsØ svobodnaØ abeleva gruppa, poroßdennaØ napravlennymi otrezkami t_1t_2, gde toqki t_1, t_2 libo prinadleßat odnoæ komponente svØznosti mnoßestva T \ E, libo odna i tol~ko odna iz fftih toqek leßit na singulØrnom rebre. Pri fftom t_1t_2 = −t_2t_1. L¸baØ 1-cep~ c odnoznaqno predstavlØetsØ v vide lineænoæ kombinacii obrazu¸wih s natural~nymi kofffficientami. Pust~ c = ∑ i n_i · t^i_1t^i_2 – takoe predstavlenie (ono nazyvaetsØ kanoniqe-

skim). Nositel~ takoæ cepi – ffto ob¨edinenie geometriqeskih otrezkov |c| = ⋃ i |t^i_1t^i_2|.

Standartno opredelØemu¸ gruppu celoqislennyh 1-ciklov oboznaqim Z_1(T, Z). Pust~ A ⊂ Z_1(T, Z) × Z_1(T, Z) – mnoßestvo, sostoØwee iz par ciklov (c, c^′), nositeli kotoryh |c|, |c^′| 1. ne ime¸t samopereseqeniæ 2. ne pereseka¸tsØ meßdu soboæ 3. leßat v T_0. Zdes~ T_0 = {(x, y, z) ∈ T | − 1 ≤ x ≤ 1}. Teper~ opredelim umnoßenie na mnoßestve A. Pust~ (l_1, l_2),

(m1, m2) ∈ A. Sdvinem polosu T0 vmeste s ciklami l1, l2 na vek-

tor (−1, 0, 0), a fftu ße polosu s ciklami m_1, m_2 na vektor (1, 0, 0). Pust~ T^′_0 – ob¨edinenie sdvinutyh polos. Pri sßatii s kofffficientom^1_2 v napravlenii singulØrnogo rebra ffto ob¨edinenie perehodit v polosu T_0, a sdvinutye cikly l_1, l_2, m_1, m_2 v cikly

l^−_1 , l^−_2 , m^+_1 , m^+_2 sootvetstvenno. Poloßim

(l1, l2) ⋄ (m1, m2) = (l^−1 + m+1 , l^−2 + m+2 ).

�ta operaciØ, oqevidno, neassociativna. (A, ⋄) nazyvaetsØ gruppoidom dvucvetnyh zacepleniæ.

1.2. Gruppa A/σ. V fftom punkte my vvedem otnoxenie ffkviva-

lentnosti σ ⊂ A×A, qtoby prevratit~ (A, ⋄) v gruppu. DlØ fftogo opredelim vspomogatel~nye otnoxeniØ σ_1, σ_2 ⊂ A × A tak: (c, c^′)σ1(c, c^{′′}), (c^′, c)σ2(c^{′′}, c), esli cikl c^′ − c^{′′} gomologiqen 0 ∈ H_1(T_{|c|}, Z).

234 P. V. SVETLOV Zdes~ T_{|c|} – poliffdr, poluqennyæ iz T udaleniem otkrytoæ lenty dostatoqno maloæ xiriny vdol~ |c|. �to opredelenie korrektno: my moßem rassmatrivat~ celoqislennye gomologii, tak kak fundamental~naØ gruppa π_1(T_{|c|}) svobodna.

Iskomoe otnoxenie σ est~ naimen~xee otnoxenie ffkvivalentnosti na A, soderßawee ob¨edinenie σ_1 ∪ σ_2.

Napomnim, qto kongruencieæ na gruppoide A nazyvaetsØ takoe otnoxenie ffkvivalentnosti ∼, qto a ∼ b, c ∼ d vleqet a ⋄ c ∼ b ⋄ d dlØ proizvol~nyh a, b, c, d ∈ A [1]. V fftom sluqae faktormnoßestvo A/ ∼ nasleduet strukturu gruppoida iz A.

Predloßenie 1.1. Otnoxenie ffkvivalentnosti σ ØvlØetsØ kon-

gruencieæ. Bolee togo, faktorgruppoid A/σ ØvlØetsØ gruppoæ.

Dokazatel~stvo. To, qto σ – kongruenciØ, oqevidno. Pust~ w :

A → A/σ – gomomorfizm faktorizacii. Togda dlØ l¸bogo ffle-

menta w(a) ∈ A/σ, a ∈ A moßno ukazat~ takoæ fflemnt b ∈ A, qto w(a)w(b) = w(0, 0). Deæstvitel~no, pust~ a = (l_1, l_2), togda

b = (−m(l_1), −m(l_2)), gde m – otraßenie otnositel~no ploskosti x = 0 (legko soobrazit~ kak ono deæstvuet na cepi). Teper~ osta-

los~ zametit~, qto w(0, 0) igraet rol~ edinicy. Associativnost~ inducirovannogo umnoßeniØ oqevidna. �

Dalee my iskl¸qaem iz opredeleniØ mnoßestva A tretiæ punkt.

1.3. V fftom punkte my pokazyvaem, qto gruppa A/σ izomorfna

nekotoroæ svobodnoæ podgruppe svobodnogo proizvedeniØ H =

Z^2 ∗ Z^2._{Fiksiruem porØdok listov poliffdra T (komponent svØznosti}

mnoßestva T \ E). Nazovem perehodom uporØdoqennu¸ paru listov. Takim obrazom imeetsØ vsego xest~ perehodov. Rassmotrim alfavit A, sostoØwiæ iz 12 fflementov {a^{±1}_i , b^{±1}_i , c^{±1}_i }_{i=1,2}, v kotorom kaßdomu perehodu sootvetstvu¸t dva fflementa (my nazyvaem ih perehodami pervogo i vtorogo cvetov). Tak perehodu i-go cveta s pervogo na vtoroæ list sopostavim bukvu c_i, so vtorogo na tretiæ – bukvu a_i, s tret~ego na pervyæ – bukvu b_i. Obratnym perehodam (2 → 1, 3 → 2, 1 → 3) sopostavim bukvy c^{−1}_i , a^{−1}_i , b^{−1}_i sootvetstvenno.

Teper~ opixem pravilo w̄, po kotoromu kaßdomu fflementu

(c, c^′) ∈ A sopostavlØetsØ slovo w̄(c, c^′) ∈ ⟨A⟩.

INVARIANTY UZLOV I ZACEPLENI` NA T–POLI�DRAH 235 Kak sleduet iz opredeleniØ 1-cepi mnoßestvo toqek pereseqeniØ nositeleæ ciklov c i c^′ s rebrom E koneqno. Pust~

(|c^′| ∪ |c|) ∩ E = {x1, . . . , x_N } i x_i predxestvuet x_j na osi OX pri i < j. Poloßim w̄(c, c^′) = w^{n1}_1 . . . w^{nN}_N , gde toqke x_i sootvetstvu-

et bukva w_i ∈ A i ee stepen~ n_i. Bukva i stepen~ opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom. Toqka x_i vydelØet slagaemoe n_i(ax_i + x_ib) v kanoniqeskom predstavlenii cikla c ili c^′ (smotrØ po tomu, qeæ nositel~ peresekaet E v dannoæ toqke). Poloßim w_i ravnym bukve perehoda s lista, soderßawego toqku a, na list, soderßawiæ toqku b. Cvet perehoda opredelØetsØ cvetom cikla, soderßawego dannoe slagaemoe. Stepen~ n_i Øvno opredelØetsØ kratnost~¸ slagaemogo.

Pust~ H – gruppa, poroßdennaØ mnoßestvom A i sootnoxeni- Ømi a_ib_ic_i = e, [a_i, b_i] = e, i = 1, 2.

Iz fftih sootnoxeniæ sleduet, qto perehody odnogo cveta poroßda¸t v H svobodnu¸ abelevu podgruppu ranga dva. Pofftomu H izomorfno prØmomu proizvedeni¸ Z^2 ∗ Z^2.

Budem oboznaqat~ fflement gruppy H, zadavaemyæ slovom

w̄(c, c^′), qerez [w̄(c, c^′)], a obraz A v H qerez Γ.

Predloßenie 1.2. Gomomorfizm [w̄] : A → Γ opuskaetsØ do izo-

morfizma ι : A/σ → Γ

Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto otobraßenie ι, zadannoe for-

muloæ ι(w(c_1, c_2)) = [w̄(c_1, c_2)] est~ korrektno opredelennyæ monomorfizm. Dopustim, qto [w̄(c_1, c_2)] = e. Voz~mem takoe predstavlenie slova [w̄(c_1, c_2)] = w̄_{11}w̄_{21} · · · w̄_{2N} , qto mnoßiteli w̄_{1i},

w̄2_i prinadleßat somnoßitelØm svobodnogo proizvedeniØ H =

Z^2 ∗ Z^2. Iz togo, qto rassmatrivaemoe slovo predstavlØet edi-

nicu v svobodnom proizvedenii, sleduet, qto w̄_{αi} = e dlØ nekotoryh α ∈ {1, 2}, i ∈ {1, . . . , N }. Oqevidno, qto suwestvuet proobraz fflementa w̄_{αi} ime¸wiæ vid (c, ∅) ili (∅, c). No l¸- boæ cikl na T gomologiqen nul¸, pofftomu suwestvuet takoe dvuhcvetnoe zaceplenie (c^′_1, c^′_2), qto w̄(c^′_1, c^′_2) moßno poluqit~ iz

w̄(c1, c2) vyqerkivaniem podslova w̄_{αi} i pri fftom imeet mesto

ravenstvo [(c_1, c_2)]_σ = [(c^′_1, c^′_2)]_σ. ProdolßaØ analogiqnoe vyqerkivanie, my ne pozdnee qem qerez N xagov pridem k ravenstvu

[(c1, c2)]_σ = [(0, 0)]_σ. Takim obrazom ι – monomorfizm. Netrudno

videt~, qto ι ØvlØetsØ otobraßeniem “na”. �

236 P. V. SVETLOV

Pust~ F_2 – svobodnaØ gruppa s dvumØ obrazu¸wimi f_1, f_2 i

θ_α : ⟨A⟩ → F_2, α = 1, 2, 3 est~ gomomorfizmy, zadannye sledu¸weæ

tabliceæ: a_i b_i c_i θ_1 e f_i f^{−1}_i θ_2 f^{−1}_i e f^1_i θ_3 f^1_i f^{−1}_i e

Tak kak ffti gomomorfizmy sohranØ¸t sootnoxeniØ, poroßda- ¸wie H, oni opuska¸tsØ do gomomorfizmov H → F_2, kotorye my budem oboznaqat~ temi ße bukvami.

Predloßenie 1.3. Imeet mesto vkl¸qenie Γ ⊆ ∩αker θα ⊆

[H_a, H_b], gde H_a = ⟨a1, a2⟩, H_b = ⟨b1, b2⟩ – podgruppy v H, izomorf-

nye F_2.

Dokazatel~stvo. Netrudno videt~, qto s pomow~¸ fflementar-

nyh izotopiæ l¸boæ fflement iz A privoditsØ k takomu vidu

(c, c^′), qto w̄(c, c^′) zapisyvaetsØ tol~ko qerez a_i, b_i, to est~ nika-

koæ iz ciklov kraxenogo zacepleniØ ne imeet perehodov s 1-go na 2-æ list i obratno. V to ße vremØ θ_1([w̄(c, c^′)]) zavisit tol~ko ot teh slagaemyh cepeæ c i c^′, nositeli kotoryh leßat na pervom liste. Takim obrazom, my moßem sostavit~ slovo θ_1(w̄(c, c^′)), smotrØ tol~ko na pervyæ list i pripisyvaØ kaßdoæ toqke perehoda s pervogo na tretiæ list i obratno bukvu f_1 ili f_2 v sootvetstvu¸weæ stepeni. To, qto nositeli ciklov c i c^′ ne pereseka- ¸tsØ, ravnosil~no tomu, qto θ_1(w̄(c, c^′)) predstavlØet ediniqnyæ fflement. Pofftomu [w̄(c, c^′)] ∈ Γ vleqet θ_1([w̄(c, c^′)]) = e. PrimenØØ analogiqnye rassußdeniØ k θ_2, θ_3 poluqim pervoe vkl¸qenie. Teper~ dokaßem vtoroe. ˚sno, qto H/ker θ_1 = H_b, H/ker θ_2 = H_a, to est~ ker θ_1 = ⟨ H^{Hb}_a ⟩ i ker θ_2 = ⟨ H^{Ha}_b ⟩ , gde G^H ffto mnoßestvo

{hgh^{−1} | g ∈ G, h ∈ H}. Takim obrazom ker θ_1 ∩ ker θ_2 ⊆ [H_a, H_b].

Predloßenie dokazano. �

Zametim, qto iz teoremy Kuroxa o podgruppah svobodnyh proizvedeniæ sleduet, qto gruppa Γ svobodna.

2. Kol~co Li gruppy H i invarianty ωn

V fftoæ qasti raboty stroØtsØ izotopiqeskie invarianty dvu-

INVARIANTY UZLOV I ZACEPLENI` NA T–POLI�DRAH 237 cvetnyh zacepleniæ ω_n : A → H^n so znaqeniØmi v svobodnyh abelevyh gruppah.

2.1. PolnaØ prØmaØ summa H =^⨁_nH^n, gde H^n = H^n/H^{n+1} – n-yæ

faktor central~nogo nißnego rØda gruppy H (H^0 = H, H^{n+1} =

[H^n, H]), neset strukturu kol~ca Li. Deæstvitel~no, bilineæ-

nye otobraßeniØ ϕ_{nm} : H^n/H^{n+1} × H^m/H^{m+1} → H^{n+m}/H^{n+m+1}, pri kotoryh (xH^{n+1}, yH^{m+1}) → [x, y]H^{n+m+1}, po lineænosti prodolßa¸tsØ do kososimmetriqnoæ operacii na vs¸ prØmu¸ summu [1]. Faktory H^n ØvlØ¸tsØ svobodnymi abelevymi gruppami koneqnogo ranga, a samo kol~co H poroßdaetsØ kak kol~co Li svoim podmodulem H^0 ∼= Z^4, estestvenno graduirovano i imeet kopredstavlenie ⟨x_i, y_i, i = 1, 2‖ [x_i, y_i] = 0⟩.

Na fftom kol~ce opredelena associativnaØ operaciØ – umnoßenie Magnusa [1]. �to umnoßenie zadaetsØ rØdom Kffmpbella– Hausdorfa, pervye qleny kotorogo (nam ponadobØtsØ tol~ko oni) my vypisyvaem: x ∘ y = x + y + 1 2 [x, y] + 1 12 ([ x, [x, y] ] + [ y, [y, x] ]) + . . . Opuwennye qleny leßat v^¯⊕_{n≥3}H^n. (H, ∘) nazyvaetsØ gruppoæ Magnusa kol~ca Li H.

2.2. Pust~ ϖ – biekciØ meßdu mnoßestvami obrazu¸wih H i H:

ϖ(a^{±1}_i ) = ±x_i, ϖ(b^{±1}_i ) = ±y_i.

S pomow~¸ formuly ϖ(w_1w_2) = ϖ(w_1) ∘ ϖ(w_2), w_1, w_2 ∈ H ffta biekciØ estestvenno prodolßaetsØ do gomomorfizma gruppy H v gruppu (H, ∘). S uqetom graduirovki na kol~ce H fftot gruppovoæ gomomorfizm raspadaetsØ v summu ϖ = ⊕_nϖ_n. Poloßim

ω_n = ϖ_n ∘w : A → H^n. OtobraßeniØ ω_n ØvlØ¸tsØ izotopiqeskimi

invariantami dvucvetnyh zacepleniæ po postroeni¸. Skobka Li dvuh takih otobraßeniæ takße ØvlØetsØ izotopiqeskim invariantom. Takim obrazom postroeno celoe kol~co Li invariantov dvucvetnyh zacepleniæ.

Zameqanie. Moßno pokazat~ (zdes~ my fftogo delat~ ne budem),

qto ϖ_n(c, ·) : Z_1(T_{|c|}, Z) → H^n ØvlØetsØ polinomial~nym otobraßeniem stepeni ≤ n.

238 P. V. SVETLOV

2.3. Iz formuly Kffmpbella–Hausdorfa dlØ umnoßeniØ Magnu-

sa legko vyvesti sledu¸wie formuly:

ϖ_0(g_1 · . . . · g_s) = ∑ i ϖ_0(g_i),

ϖ_1(g_1 · . . . · g_s) = ∑ i ϖ_1(g_i) + 1 2 ∑ i<j [ϖ0(g_i), ϖ0(g_j)],

ϖ_2(ab) = ϖ_2(a) + ϖ_2(b) + [ϖ_0(a), ϖ_1(b)] + [ϖ_1(a), ϖ_0(b)]+ + 1 6 ([ ϖ_0(a), [ϖ_0(a), ϖ_0(b)] ] + [ ϖ_0(b), [ϖ_0(b), ϖ_0(a)] ]) . Sledu¸wee predloßenie nam ponadobitsØ pri opredelenii invarianta vloßeniæ Θ(K) v tret~eæ qasti raboty.

Predloßenie 2.1. a) Esli a, b standartnye obrazu¸wie gruppy

H, a k, m ∈ Z, to:

ϖ_1(w_la^kb^mw_r) − ϖ_1(w_lb^ma^kw_r) = km[ϖ_0(a), ϖ_0(b)],

ϖ_2(w_la^kb^mw_r)−ϖ_2(w_lb^ma^kw_r) = km [ [ϖ0(a), ϖ0(b)], ϖ0(w_r)−ϖ0(w_l) ] . gde w_l, w_r ∈ H – proizvol~nye fflementy gruppy.

b) OgraniqeniØ ϖ_1, ϖ_2 na H^1 – gomomorfizmy sootvetstvu¸- wih grupp.

Dokazatel~stvo poluqaetsØ prostym primeneniem formul nastoØwego punkta. �

Zameqanie. Poluqennye vyxe rezul~taty bez truda pereno-

sØtsØ na N -cvetnye zacepleniØ na poliffdre, poluqennom otoßdestvleniem graniqnyh prØmyh proizvol~nogo qisla zamknutyh poluploskosteæ.

3. Invariant Θ(K) 3.1. Kofffficient zacepleniØ.

Predloßenie 3.1. Suwestvuet fflement ξ1 ∈ H^1 takoæ, qto dlØ

l¸bogo (c, c^′) ∈ A imeem

ω_1(c, c^′) = lk(c, c^′) · ξ_1,

INVARIANTY UZLOV I ZACEPLENI` NA T–POLI�DRAH 239 gde lk – klassiqeskiæ kofffficient zacepleniØ v prostranstve.

Dokazatel~stvo. a) Pust~ w (c, c^′) = ∏ i∈1,s a^{ki}_1 b^{li}_1 a^{mi}_2 b^{ni}_2 (∗)

kakoe-libo predstavlenie fflementa w (c, c^′) ∈ Γ. Togda s pomow~¸ formul iz p.a PredloßeniØ 2.1 imeem

ω_1(c, c^′) = ϖ_1 (w(c, c^′)) = (n; k)[y2, x1] + (m; k)[x2, x1] + +(n; l)[y2, y1] + (m; l)[x2, y1], (∗∗)

gde (a; b) = ∑ i<j a_ib_j. No w(c, c^′) ∈ Γ ⊆ [H_a, H_b], qto, uqityvaØ

p.b PredloßeniØ 2.1, nemedlenno ukazyvaet na nevozmoßnost~ prisutstviØ v summe (∗∗) qlenov [x_1, x_2] i [y_1, y_2], sledovatel~no,

(m; k) = (n; l) = 0. Zapixem slovo (∗) qerez drugie obrazu¸wie: w (c, c^′) = ∏ a^{ki−li}_1 c^{−li}_1 a^{mi−ni}_2 c^{−ni}_2 ∈ Γ ⊂ [H_a, H_c]. togda, analogiqno, (m − n; k − l) = 0. S drugoæ storony,

(m − n; k − l) = (m; k) − (n; k) + (n; l) − (m; l) = −(m; l) − (n; k) = 0.

Takim obrazom,

ω(c, c^′) = (m; l) · ξ_1, gde ξ_1 = [x_1, y_2] + [x_2, y_1].

b) ω1(c, c^′) = ω1(c^′, c). Deæstvitel~no, pri izmenenii porØdka

ciklov v vykladkah pomenØ¸tsØ mestami indeksy 1 i 2; ξ_1 taku¸ zamenu, oqevidno, vyderßivaet.

c) Pust~ c_y, c^′_y – cikly, poluqennye otraßeniem otnositel~no ploskosti y = 0 iz ciklov c i c^′ sootvetstvenno. Togda ω_1(c_y, c^′_y) =

−(m; l)ξ_1 = −ω_1(c, c^′).

d) Pust~ (c, c^′), (d, d^′) ∈ A takie dvucvetnye zacepleniØ, qto c = l + GB + BE d = l + GA + AF + F C + CE d^′ = l^′ + HB + BD c^′ = l^′ + HC + CF + F A + AD, gde A(−ϵ, 0, 0), B(0, 0, 0), C(ϵ, 0, 0), D(−ϵ, −ϵ, 0), E(ϵ, −ϵ, 0), F (0, ϵ, 0), G(−ϵ, 0, ϵ), H(ϵ, 0, ϵ)–

240 P. V. SVETLOV toqki poliffdra T , ϵ > 0 – maloe qislo, a nositeli cepeæ l, l^′ ne pereseka¸t otrezok |(−ϵ, 0, 0)(ϵ, 0, 0)| singulØrnogo rebra.

V fftoæ situacii ω_1(d, d^′) − ω_1(c, c^′) = ξ_1. Deæstvitel~no, ffto sleduet iz primeneniØ formul p.a PredloßeniØ 2.1 k slovam

w̄(c, c^′) = w_lb1a^−12 a^−11 b^−11 w_r i w̄(d, d^′) = w_la^−12 b2^−1a^−11 b2w_r.

Takim obrazom, kofffficient pri ξ_1 simmetriqen(p.b), reagiruet na izmenenie orientacii prostranstva takße, kak kofffficient zacepleniØ (p.c) i izmenØetsØ vmeste s poslednim (p.d). Predloßenie dokazano. �

3.2. Postroenie kvadratiqnoæ formy. Teper~ dokaßem utver-

ßdenie, analogiqnoe dokazannomu v p.a predyduwego PredloßeniØ:

Predloßenie 3.2. Suwestvuet fflement ξ2 ∈ H^2 takoæ, qto dlØ

l¸bogo (c, c^′) ∈ A

fflement 1 2 ( ω_2(2c, c^′)−2ω_2(c, c^′) ) kraten ξ_2 po modul¸ [ ξ_1, H^0 ] . Dokazatel~stvo. Kak i v p.a dokazatel~stva PredloßeniØ 3.1,

voz~mem slovo, zapisannoe ciklami, v forme (∗). VyqisleniØ v dannom sluqae neskol~ko sloßneæ, no oni privodØt k formule, analogiqnoæ (∗∗):

ω_2(c, c^′) = ϖ_2(w (c, c^′)) = (m; k, k) [ [x1, x2], x1 ] + + ( (n; k, k) + 2(m; k, l) )[ [x1, x2], y1 ] + + ( (m; l, l) + 2(n; k, l) )[ [y1, y2], x1 ] + +(n; l, l) [ [y1, y2], y1 ] +lineænye po x_1, y_1

qleny + [ ξ_1, H^0 ] ,

(∗ ∗ ∗)

gde (a; b, c) = ∑ i<j,k aibj ck. Ostatok dokazatel~stva analogiqen

dokazatel~stvu p.a PredloßeniØ 3.1: v summe (∗ ∗ ∗) dolßny otsutstvovat~ slagaemye [ [x1, x2], x1 ] i [ [y1, y2], y1]. Sledovatel~no,

(m; k, k) = (n; l, l) = 0. Dalee, ( m − n; k − l, k − l ) = 0, pofftomu

(m; l, l) + 2(n; l, k) = (n; k, k) + 2(m; k, l). Takim obrazom, 1 2 ( ω_2(2c, c^′) − 2ω_2(c, c^′) ) = ( (n; k, k) + 2(m; k, l) ) · ξ_2 + [ ξ_1, H^0 ] ,

INVARIANTY UZLOV I ZACEPLENI` NA T–POLI�DRAH 241

gde ξ_2 = [ [x1, x2], y1 ] + [ [y1, y2], x1 ] . � V oboznaqeniØh dokazannogo tol~ko qto PredloßeniØ opredelim funkci¸ Q ravenstvom Q_c0 (c) = (n; k, k) + 2(m; k, l). Legko videt~, qto Q_c0 : Z_1(T_{|c}0_|, Z) → ZØvlØetsØ kvadratiqnoæ formoæ. Napomnim, qto T_{|c}0_| ffto poliffdr, poluqennyæ iz poliffdra T udaleniem otkrytoæ lenty dostatoqno maloæ xiriny vdol~ nositelØ cikla c^′, a Z_1(T_{|c}0_|, Z) – svobodnaØ abeleva gruppa ciklov na fftom poliffdre.

3.3. Izotopiqeskiæ invariant. Pust~ K – uzel na poliffdre

T , togda naædetsØ takoæ cikl k ∈ Z_1(T, Z), qto v ego kanoniqeskom predstavlenii vse n_i ravny edinice i lomanaØ |k| regulØrno izotopna K, to est~ izotopiØ |k| v K opredelØetsØ semeæstvom krivyh na poliffdre T , kaßdaØ iz kotoryh transversal~na suwestvennomu rebru E ⊂ T . L¸boæ uzel K ⊂ T ograniqivaet vloßennu¸ poverhnost~ M_K ⊂ T (sm. p. 4.2). ˚sno, qto kvadratiqnaØ forma Q_k korrektno sußaetsØ na H_1(M_K , Z).

Pust~ Q_k oboznaqaet takße matricu sootvetstvu¸weæ kvadratiqnoæ formy v kakom-libo bazise. Veliqina Θ(K) opredelØetsØ sledu¸wim obrazom. Esli gruppa H_1(M_k, Z) trivial~na, to

Θ(K) = 1; v protivnom sluqae Θ(K) = |det Q_k|.

Predloßenie 3.3. Qislo Θ(K) opredeleno korrektno i ØvlØetsØ

izotopiqeskim invariantom uzla K.

Dokazatel~stvo. Vo-pervyh, na rol~ cikla k podhodit i cikl

−k, odnako legko zametit~, qto fftot proizvol ne izmenØet veliqiny Θ(K) (tak kak Q_{−k} = −Q_k). Ona takße ne zavisit ot bazisa v gruppe H_1(M_K , Z). Vo-vtoryh, nado prosledit~ za izmeneniem fftoæ veliqiny pri izotopiØh uzla K na poliffdre T . Vse izotopii, izmenØ¸wie poverhnost~ M_K , svodØtsØ k dvum tipam (sm. p. 4.3, terminologiØ i oboznaqeniØ kotorogo ispol~zu¸tsØ v dal~neæxem dokazatel~stve).

A) Vyqislim Qk_A (e):

w (e, k_A) = w_lb_1a_2c_1b_2a_1w_r,

gde w_l, w_r sootvetstvu¸wie fflementy iz pervogo somnoßitelØ gruppy H. PrimenØØ formuly PredloßeniØ 2.1 poluqim

Q_{kA} (e) = 1. Tak kak cikl e ne zaceplen ni s odnim iz ostav-

xihsØ fflementov bazisa gruppy H_1(M_{KA} , Z), to on ortogonalen im otnositel~no bilineænoæ formy ( , )_{kA} , associirovannoæ s

242 P. V. SVETLOV Q_{kA} : (e, e^′)_{kA} = 0. My vzØli proizvol~nu¸ orientaci¸ na vseh

ciklah, tak kak ee vybor nesuwestvenen.

B) Preßde vsego, Qk_B (e2) = 0, tak kak fflement e2 ne zaceplen

za cikl k_B. Dalee, pust~ e – predstavitel~ kakogo-libo fflementa bazisa H_1(M_K , Z) (Øsno, qto e budet predstavlØt~ kakoælibo fflement gruppy H_1(M_{KB} , Z)). Tak kak takoæ cikl e ne moßet byt~ zaceplen s ciklom e_2, imeem Q_{kB} (e + e_2) = Q_{kB} (e), pofftomu

(e, e2)_{kB} = 0.

Ostalos~ vyqislit~ Q_{kB} (e_1 + e_2). Analogiqno predyduwemu sluqa¸ (my opØt~ berem proizvol~nye orientacii):

w (e_1 + e_2, k_B) = w_lb_1a_2c_1a^{−1}_2 b^{−1}_1 w_r .

Ots¸da sleduet, qto Q_{kB} (e_1 + e_2) = Q_{kB} (e_1) + 2, sledovatel~no

(e1, e2)_{kB} = 1.

Itak, matrica Q izmenØetsØ v fftih sluqaØh sledu¸wim obrazom: A) Qk −→ Qk_A =^{( Qk 0}_{0 ±1}^) , B) Qk −→ QK_B = Q_k ∗ 0 ∗ ∗ ±1 0 ±1 0 .

Znaki ± oznaqa¸t vozmoßnyæ proizvol v vybore orientaciæ. Oqevidno, modul~ opredelitelØ ostaetsØ neizmennym. �

3.4. Dokazatel~stvo Teoremy 1. Iskomye uzly K1, K2 zada¸t-

sØ ciklami k_1, k_2 sootvetstvenno. Pervyæ cikl:

k_1 = 15∑ i=1 t_it_{i+1} + t_{16}t_1, gde t_1(−4, 0, 0) t_2(−1, 0, 3) t_3(3, 0, 0) t_4(1, −2, 0) t_5(−2, 0, 0) t_6(−1, 0, 1) t_7(1, 0, 0) t_8(3, 1, 0) t_9(4, 0, 0) t_{10}(1, −3, 0) t_{11}(−3, 0, 0) t_{12}(−1, 0, 2) t_{13}(2, 0, 0) t_{14}(1, −1, 0) t_{15}(−1, 0, 0) t_{16}(−3, 1, 0).

INVARIANTY UZLOV I ZACEPLENI` NA T–POLI�DRAH 243 Vyberem bazis H_1(M_{K1} , Z):

e_1 = 9∑ i=1 p_ip_{i+1} + p_{10}p_1, gde p_1(−3.5, 0, 0) p_2(−1, 0, 2.5) p_3(2.5, 0, 0) p_4(3, 0.5, 0) p_5(1.5, 0, 0)

p_6(1, −0.5, 0) p_7(0, 0, 0) p_8(−1, 0, 0.5) p_9(−1.5, 0, 0) p_{10}(−3, 0.5, 0) i e_2 = 9∑ i=1 p^′_ip^′_{i+1} + p^′_{10}p^′_1, gde p^′_1(−1.5, 0, 0) p^′_2(−1, 0, 0.5) p^′_3(0, 0, 0) p^′_4(1, −0.5, 0) p^′_5(1.5, 0, 0)

p^′_6(3, 0.5, 0) p^′_7(3.5, 0, 0) p^′_8(1, 2.5, 0) p^′_9(−2.5, 0, 0) p^′_{10}(−3, 0.5, 0).

PrØmolineænye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto v fftom bazise matrica kvadratiqnoæ formy imeet vid

Q_{k1} = ( −1 0 0 1 ) , pofftomu Θ(K_1) = 1.

Vtoroæ cikl:

k_2 = 17∑ i=1 t_it_{i+1} + t_{18}t_1, gde t_1(0, 0, 0) t_2(1, 1, 0) t_3(2, 0, 0) t_4(3, 0, 1) t_5(4, 0, 0) t_6(0, −2, 0)

t_7(−3, 0, 0) t_8(−2, 1, 0) t_9(−1, 0, 0) t_{10}(0, 0, 1) t_{11}(1, 0, 0) t_{12}(2, −1, 0)

t_{13}(3, 0, 0) t_{14}(0, 2, 0) t_{15}(−4, 0, 0) t_{16}(−3, 0, 1) t_{17}(−2, 0, 0) t_{18}(−1, −1, 0).

Vyberem bazis H_1(M_{K2} , Z):

e_1 = 7∑ i=1 p_ip_{i+1} + p_8p_1,

244 P. V. SVETLOV gde p_1(−3.5, 0, 0) p_2(−3, 0, 0.5) p_3(−2.5, 0, 0) p_4(−1, −1.5, 0)

p_5(0.5, 0, 0) p_6(0, 0, 0.5) p_7(−0.5, 0, 0) p_8(−2, 0.5, 0) i e_2 = 7∑ i=1 p^′_ip^′_{i+1} + p^′_8p^′_1,

gde toqka p^′_i poluqaetsØ perenosom toqki p_i na vektor (3, 0, 0).

PrØmolineænye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto v fftom bazise matrica kvadratiqnoæ formy imeet vid:

Q_{k2} = ( 2 −1 −1 2 ) , pofftomu Θ(K_2) = 3.

Itak, uzel K_1 neizotopen uzlu K_2 na podmnoßestve T ⊂ R^3. V to ße vremØ K_1 izotopen K_2 v R^3, v qem netrudno ubedit~sØ. �

4. Priloßenie

Zdes~ my sdelaem nabroski dokazatel~stv dvuh utverßdeniæ:

1. L¸boæ uzel v R^3 izotopiqeski deformiruetsØ na T ⊂ R^3.

2. L¸boæ uzel K ⊂ T ograniqivaet vloßennu¸ v T poverhnost~, kotoraØ opredelena odnoznaqno.

V zaverxenie my podrobno rassmotrim izmenenie tipa poverhnosti M_K pri izotopiØh uzla K na poliffdre T .

4.1. Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ prohodit v dva ffta-

pa. Na pervom dokazyvaetsØ, qto dlØ proizvol~noæ ploskosti

N ⊂ R^3 obwego poloßeniØ otnositel~no poliffdra T i proiz-

vol~noæ kusoqno-lineænoæ zamknutoæ krivoæ c ⊂ N naædetsØ takaØ krivaØ c^′ ⊂ T bez samopereseqeniæ, qto n(c^′) izotopno c, gde

n : R^3 → N – normal~naØ proekciØ.

Poloßim, my realizovali nekotoru¸ krivu¸ c ⊂ N kak opisannu¸ vyxe proekci¸. Vo vtoroæ qasti dokazatel~stva nado rassmatrivat~ ploskie diagrammy uzlov iz T ⊂ R^3 na ploskosti N . Pust~ otobraßenie t stavit v sootvetstvie uzlu na T ego plosku¸ diagrammu na ploskosti N , to est~ paru (c, f), gde

INVARIANTY UZLOV I ZACEPLENI` NA T–POLI�DRAH 245 c – pogrußennaØ krivaØ, a f sopostavlØet kaßdoæ osoboæ toqke krivoæ c porØdok vetveæ, pereseka¸wihsØ v neæ. Pust~ π – proekciØ: π(c, f) = c. Moßno pokazat~, qto dlØ l¸boæ ploskoæ diagrammy d ∈ π^{−1}(c) suwestvuet takoæ uzel d^′ ⊂ T , qto t(d^′) izotopna d. Poslednee oznaqaet, qto esli d = (c, f), t(d^′) = (c^′, f^′), to n(d^′) = c^′ izotopno π(d) = c v obyqnom smysle i funkcii f,

f^′ zada¸t sovpada¸wee qeredovanie prohodov i perehodov pri

soglasovannom prohoßdenii krivyh c i c^′. Takim obrazom, na poliffdre T ⊂ R^3 moßno realizovat~ uzel s proizvol~noæ ploskoæ diagrammoæ.

4.2. Qasti uzla K leßawie na razliqnyh listah poliffdra T

nazyva¸tsØ dugami. Na mnoßestve dug est~ qastiqnyæ porØdok i funkciØ qetnosti (vnexnie dugi minimal~ny i neqetny). Rassmotrim kakoæ-nibud~ list T_i i vyberem iz mnoßestva T_i \ K figury, vnexnie dugi kotoryh neqetny. Zamykanie ob¨edineniØ fftih figur(oni toße nazyva¸tsØ neqetnymi) po vsem listam i budet iskomoæ poverhnost~¸ M_K .

Zameqanie. Iz posledovatel~nosti Maæera–Vietorisa dlØ pa-

ry (T, K) sleduet, qto H_2(T, K; Z_2) = Z_2. Poverhnost~ M_K ØvlØetsØ nositelem otnositel~nogo cikla, poroßda¸wego fftu gruppu.

4.3. Rassmotrim izmeneniØ poverhnosti MK pri izotopiØh uzla

K. Pust~ k – cikl, postroennyæ po uzlu K tak ße, kak v p. 3.3. Izmenenie tipa poverhnosti M_K proishodit v sledu¸wih dvuh sluqaØh.

A) Uzel K perehodit v uzel KA tak, qto pri fftom kanoniqe-

skie razloßeniØ ime¸t vid:

k = k_0 + LM + M N, k_A = k_0 + LP + P R + RM + M N ,

priqem

1. toqki L, N, R prinadleßat trem razliqnym listam, 2. toqki P, M – leßat na singulØrnom rebre, 3. duga P RM qetnaØ, 4. lomanaØ LP M ⊂ T leßit na granice neqetnoæ figury, 5. nositel~ cepi k_0 ne peresekaetsØ s otrezkom |P M |. Pust~ e = M^′R^′ + R^′P^′ + P^′N^′ + N^′S + SL + LM^′ ∈ Z_1(M_{KA} , Z) takoæ cikl, qto treugol~nik △P RM soderßitsØ v △P^′R^′M^′, . . . , P^′,

M^′ ∈ E i S ∈ |P M |. Tip poverhnosti M_{KA} otliqaetsØ ot tipa

246 P. V. SVETLOV poverhnosti M_K na prikleennu¸ po otrezku granicy lentu Mebiusa, obrazu¸wu¸ pervoæ gruppy gomologiæ kotoroæ predstavlØet cikl e.

B) Uzel K perehodit v uzel KB tak, qto pri fftom kanoniqe-

skie razloßeniØ ime¸t vid:

k = k_0 + LT , k_B = k_0 + LP + P R + RM + M T , gde 1. toqki L, T leßat na odnom liste, toqka R na drugom, 2. toqki P, M leßat na singulØrnom rebre, 3. duga P RM i duga, kotoroæ prinadleßit otrezok LT , qetnye.

V fftom sluqae tipy poverhnosteæ razliqa¸tsØ na prikleennyæ po otrezku granicy tor s dyroæ. Pri sootvetstvu¸wem vybore cepi e^0_1 cikly

e_1 = e^0_1 + U S + SQ , e_2 = P^′R^′ + R^′M^′ + M^′Q + QP^′

(△P RM ⊂ △P^′R^′M^′, . . . , P^′, M^′ ∈ E, toqki Q, R, T leßat na treh raznyh listah, S ∈ |P M |, U ∈ |LT |) ØvlØ¸tsØ predstavitelØmi bazisnyh klassov pervoæ gruppy gomologiæ fftogo tora.

Literatura

1. ObwaØ algebra t. 1. (pod red. L. SkornØkova), M., (1990).

2. D. Krouffll, R. Foks, Vvedenie v teori¸ uzlov. M. (1967).

3. D. Gillman, D. Rolfsen, Three-manifolds, embed in small 3-complexes. — Int. J.

Math. 3 (1992), 179–183.

Svetlov P. V. Invariants of links and knots on T -polyhedra. Any link in R3 can be isotopically deformed to the polyhedron T = {(x, y, z) ∈ R^3 | z = 0 or y = 0, z ¿ 0}. Arising nontrivial theory of links and knots on T is developed. The main result consists in presenting an isotopic invariant, which can distinguish pairs of knots on T isotopic as knots in R3.

Postupilo 20 i¸lØ 1998 g. Rossiæskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universit