Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 253, 1999 g.

V. V. Rexetnikov RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV K IZUQENIı INTERFERENCIONNYH VOLNOVYH POLE`, VOZBUȷDAıWIHS˚ V PAQKAH TONKIH UPRUGIH SLOEV. (II). (QISLENNYE METODY OCENKI POLE`. KRATKI` OBZOR POLUQAEMYH REZUL^TATOV.)

Ot avtora

Rassmatriva¸tsØ sloisto-odnorodnye plosko-parallel~nye tonkie uprugie sloi, obrazu¸wie paqki, nahodØwiesØ v ßestkom kontakte drug s drugom, a takße – s podstila¸wim i s pokryva- ¸wim poluprostranstvami. PolØ SV v sredah vozbußda¸tsØ sosredotoqennymi istoqnikami osnovnyh tipov, prikladyvaemyh (vne paqki) v toqke 0 odnogo iz poluprostranstv, ili ße – vnutri odnogo iz sloev paqki. Obsußda¸tsØ sluqai ploskih zadaq, a takße zadaq s osevoæ simmetrieæ, rexeniØ kotoryh nastol~ko shoßi, qto dostatoqno rassmotret~ tol~ko odnu iz takih zadaq, kak rexenie vtoroæ moßno vypisyvat~ bez dopolnitel~nyh vykladok.

Postanovka zadaq na interferencionnoe rasprostranenie voln tipa SV v vybrannoæ uprugoæ srede daetsØ dlØ obwego sluqaØ proizvol~noæ tonkosloistoæ (h_ν > h, ν = 1, 2, . . . , n) paqki nplosko-parallel~nyh uprugih sloev, nahodivxihsØ v pokoe pri t < 0 i vozbußdaemyh vkl¸qeniem nekotorogo sosredotoqennogo istoqnika. DlØ takogo sluqaØ tonkosloistoæ sredy privoditsØ (v algoritmiqeskoæ forme) predstavlenie toqnogo rexeniØ zadaqi na vozbußdenie interferencionnogo volnovogo polØ, i vyØsnØ¸tsØ nekotorye obwie ego svoæstva, suwestvennye dlØ vypolneniØ koliqestvennyh issledovaniæ. Odnako vsledstvie kraæneæ bednosti rezul~tatov v obsußdaemoæ oblasti teorii voln, a takße – iz-za qrezvyqaænoæ trudoemkosti qislennogo izuqeniØ fiziqeskih Øvleniæ, zavisØwih ot bol~xogo qisla vewe-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (98-01-00316, 96-07-89286). 162

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 163 stvennyh parametrov zadaqi, zdes~ delaetsØ zakl¸qenie o celesoobraznosti ograniqivat~sØ (na pervyh porah) rassmotreniem prosteæxih sluqaev paqek, sostoØwih tol~ko iz odnogo tonkogo sloØ SV. Pri fftom, pravda, stavØtsØ usloviØ, vo-pervyh, o primenenii lix~ takih metodov issledovaniæ i ocenok, kotorye s oqevidnost~¸ dopuska¸t obobweniØ na sluqai bol~xego qisla fiziqeskih parametrov zadaqi, a, vo-vtoryh, – ob ohvate v issledovaniØh vozmoßno bolee polnogo mnoßestva kaqestvenno – razliqnyh kombinaciæ parametrov rassmatrivaemoæ sloistoæ sredy.

Takim obrazom, issledovaniØ naqina¸tsØ s obwego sluqaØ mnogosloænoæ tonkosloistoæ paqki, i primenitel~no k neæ razrabatyva¸tsØ algoritmy i qislennye metody koliqestvennyh ocenok volnovyh poleæ. Odnako konkretnaØ fiziqeskaØ zadaqa na izuqenie interferencionnyh poleæ rexaetsØ zdes~ dlØ sluqaev sred, soderßawih tol~ko odin tonkiæ sloæ.

Sleduet otmetit~, qto v fftom ße tome ßurnala pomewena stat~Ø [1], posvØwennaØ rassmotreni¸ interferencionnyh volnovyh poleæ v tonkom sloe ~H_0 < ~z < ~H_0 + h, nahodØwemsØ v ßestkom kontakte s podstila¸wim poluprostranstvom ~z > ~H_0 + h (“dvuhsloænaØ” sreda), a takße – v “trehsloænoæ” srede, sostoØweæ iz dvuh razliqnyh poluprostranstv ~z < ~H_0 i ~z > ~H_0 + h nahodØwihsØ v ßestkom kontakte s tonkim sloem. Tam privedena matematiqeskaØ formulirovka zadaq na vozbußdenie voln v takih uprugih sredah, dano toqnoe ih rexenie, i podrobno obsußda¸tsØ primenØemye podhody i metody koliqestvennoæ (qislennoæ) ocenki postroennyh volnovyh poleæ. Odnako voprosy, kasa¸wiesØ neposredstvennogo provedeniØ qislennyh ocenok volnovyh poleæ, tam ne zatragiva¸tsØ. Oni byli otneseny k nastoØweæ stat~e, v kotoroæ predpolagalos~ rassmotret~ odin-dva sluqaØ rasqeta glavnyh qasteæ poleæ interferencionnyh voln v razliqnyh oblastØh upomØnutyh “dvuhsloænoæ” i “trehsloænoæ” sred.

Odnako pri realizacii takoæ programmy deæstviæ skoro vy- Øsnilos~, qto sistematiqeskie rasqety volnovyh poleæ zdes~ trebu¸t razrabotki tonkoæ logiqeski razvetvlennoæ i gibkoæ programmy (dlØ personal~nogo komp~¸tera), uqityva¸weæ raznoobrazie v vybore shem vozbußdeniØ i registracii poleæ, a takße – tipov izuqaemyh voln. Tol~ko takaØ programma i moßet

164 V. V. REXETNIKOV pretendovat~ na dostatoqnu¸ stepen~ universalizma pri izuqenii interferencionnyh Øvleniæ v tonkosloistyh sredah, qto, estestvenno, ØvlØetsØ koneqnoæ cel~¸ naxih issledovaniæ. Pofftomu osnovnye usiliØ prixlos~ perekl¸qit~ na razrabotku (dostatoqno soverxennoæ) programmy rasqetov volnovyh poleæ i na vsestoronnee oprobovanie ee uzlov i fflementov. A predpolagaemye priloßeniØ rasqetov k koliqestvennomu izuqeni¸ interferencionnyh volnovyh poleæ pri fiziqeski-polnyh shemah ih vozbußdeniØ i registracii, a takße - pri obØzatel~noæ dostatoqno podrobnoæ seæsmiqeskoæ interpretacii poluqennyh rezul~tatov, – prixlos~ otnesti k sledu¸wemu tomu nastoØweæ serii “Zapisok”.

Takim obrazom, priloßenqeskaØ qast~ soderßaniØ stat~i okazalas~ neskol~ko “urezannoæ”. Odnako ona vse ße dostatoqno horoxo demonstriruet vozmoßnosti predlagaemyh algoritmov i (razrabotannyh dlØ personal~nogo komp~¸tera sistem logiqeski uvØzannyh) programm v koliqestvennyh issledovaniØh interferencionnyh volnovyh poleæ v tonkosloistyh sredah. V zakl¸qenie avtor sqitaet priØtnym dolgom vyrazit~ gluboku¸ priznatel~nost~ svoemu uqitel¸ G. I. Petraxen¸, vzØvxemu na sebØ neprostoæ trud redaktirovaniØ nastoØweæ stat~i.

Oglavlenie

§1. O fiziqeskoæ postanovke zadaqi i ob analitiqeskih predstavleniØh izuqaemyh volnovyh poleæ.

§2. ZameqaniØ o putØh koliqestvennoæ ocenki volnovyh poleæ. §3. Shemy provedeniØ koliqestvennogo izuqeniØ interferencionnyh volnovyh poleæ i svØzannye s nimi voprosy. §4. O qislennyh issledovaniØh interferencionnyh volnovyh poleæ v sredah, soderßawih lix~ odin tonkiæ sloæ. §5. Vmesto zakl¸qeniØ.

Literatura.

§1. O fiziqeskoæ postanovke zadaqi i ob analitiqeskih predstavleniØh izuqaemyh volnovyh poleæ

V dekartovoæ sisteme koordinat ~x, ~y, ~z zadany dve sloistoodnorodnye izotropnye uprugie sredy v vide sistemy plosko-

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 165 parallel~nyh tonkih sloev (pod nomerami (ν = 1, 2, 3, . . . , n) (1) ~H_0 < ~z < ~H_1 = ~H_0 + ~h, (2) ~H_1 < ~z < ~H_2 = ~H_0 + ~h + ~h_2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (ν) ~H_{ν−1} < ~z < ~H_ν = ~H_0 +^ν ∑ k=1 ~h_k, (1.1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (n) ~H_{n−1} < ~z < ~H_n = ~H_0 +^n ∑ k=1 ~h_k, i podstila¸wego poluprostranstva (n + 1) ~z > ~H_n, harakterizuemyh sootvetstvenno obyqnymi vewestvennymi parametrami ρ_ν , v_{pν} , v_{sv}, (ν − 1, 2, . . . , n). (1.2)

Ris. 1.

PervaØ – “dvuhsloænaØ” sreda (ris. 1) ograniqena sverhu svobodnoæ poverhnost~¸ ~z = ~H_0, k kotoroæ prikladyvaetsØ vnexnee vozdeæstvie v forme plotnosti ploskoæ sosredotoqennoæ normal~noæ sily ⃗F = −δ(~x)f(t)⃗k, (1.3) gde f(t) dostatoqno nizkoqastotnaØ funkciØ, predstavimaØ integralom Mellina f(t) = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (s) e^{st} ds, σ > 0, (1.4)

166 V. V. REXETNIKOV

Ris. 2.

vkl¸qaemaØ pri t = 0.

VtoraØ ße – “trehsloænaØ” sreda (ris. 2) vozbußdaetsØ ili ploskoæ normal~noæ siloæ s plotnost~¸ ⃗T_1 = −δ(~x)δ(~z)f(t)⃗k_1, (1.5) priloßennoæ v toqke (0, 0) poluprostranstva ~z < ~H_0, (ν = 0), ili ße istoqnikom tipa ploskogo centra davleniØ (s momentom m = 2f(t)) ⃗T_2 = − δ(~r) π ~r^2 δ(~z − ~z_0)f(t) ⃗r_1, (1.6)

priloßennogo v sredinnoæ toqke

~x = 0, ~z = z_0 = ~H_0 + h 2 tonkogo sloØ (ν = 1). Pri fftom vse sloi sredy nahodØtsØ v ßestkom kontakte drug s drugom i s poluprostranstvami ~z < ~H − 0 i ~z > ~H_n, pri kotorom na vseh granicah razdela sosednih sred osta¸tsØ nepreryvnymi sostavlØ¸wie vektorov smeweniæ ⃗u i naprØßeniæ ⃗t_z , t.e.

u^{(ν−1)}e_x = u^{(ν)}e_x , u^{(ν−1)}e_z = u^{(ν)}e_z ,

t^{(ν−1)}e_z e_x = t^{(ν)}e_z e_x , t^{(ν−1)}e_z e_z = t^{(ν)}e_z e_z , ( ~z = ~H_{ν−1}, ν = 1, 2, . . . , n ) . (1.7)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 167 PredpolagaØ, qto v naqal~nyæ moment vkl¸qeniØ vozdeæstviØ (t = 0) sreda nahodilas~ v pokoe, trebuetsØ opredelit~ pole smeweniæ vo vseh sloØh (i poluprostranstvah) sredy tak, qtoby v kaßdom sloe udovletvorØlos~ (svoe) uravnenie dvißeniØ, i na granicah razdela sredy vypolnØlis~ usloviØ kontakta (1.7), a krome togo – v moment vremeni t = 0 vo vseh toqkah sredy vypolnØlis~ naqal~nye dannye ⃗u | |_{t=0} = ⃗u̇ | |_{t=0} = 0. (1.8)

TakaØ zadaqa korrektna i ona imeet edinstvennoe rexenie.

1. Horoxo izvestno, qto v nastoØwee vremØ postavlennaØ zada-

qa rexaetsØ fflementarnym obrazom pri pomowi integral~nyh preobrazovaniæ tipa Fur~e. Naprotiv togo v oblasti izuqeniØ postroennogo rexeniØ s cel~¸ izvleqeniØ iz nego koliqestvennyh svedeniæ o svoæstvah, vozbußdaemyh v sredah volnovyh poleæ, poluqeno ewe ne oqen~ mnogo rezul~tatov. (Osobenno takih, kotorye dlØ nadeßnyh rasqetov ne trebovali by komp~¸terov vysokogo klassa, kak, naprimer, metod Fuksa–Millera.)

Cel~¸ nastoØwego issledovaniØ ØvlØetsØ razrabotka metodov koliqestvennoæ ocenki volnovyh poleæ postavlennyh zadaq. Pofftomu predstavlØetsØ opravdannym ne zaderßivat~sØ na tehnike matematiqeskogo postroeniØ rexeniæ, a privesti tol~ko obwu¸ ee shemu. �to dolßno dat~ dostatoqno polnoe predstavlenie o matematiqeskoæ konstrukcii toqnogo rexeniØ zadaqi i o priqinah ego znaqitel~noæ gromozdkosti. Pri fftom dostatoqno srazu ishodit~ iz predstavleniØ rexeniæ v forme metoda Lffmba i tol~ko starat~sØ pokazat~, kak i poqemu v spektral~nyh integralah takih predstavleniæ poluqa¸tsØ stol~ gromozdkie podintegral~nye vyraßeniØ.

2. V sluqae odnorodnyh izotropnyh ploskih volnovyh poleæ

udobno pol~zovat~sØ prodol~nym φ = φ(x, z, t) i popereqnym ⃗ψ = ψ(x, z, t)⃗j potencialami. V kaßdom bloke sredy oni udovletvorØ¸t svoim volnovym uravneniØm Δφ − 1 v^2_p φ̈ = 0, Δψ − 1 v^2_s ψ̈ = 0, (1.9)

a sostavlØ¸wie vektorov smeweniæ i naprØßeniæ vyraßa¸tsØ

168 V. V. REXETNIKOV qerez potencialy formulami uex =^{∂φ}_{∂ ~x} −^{∂ψ}_{∂ ~z} , uez =^{∂φ}_{∂ ~z} +^{∂ψ}_{∂ ~x}, tez ex = μ^[2^{∂2φ}_{∂ ~x ∂ ~z} +^{∂2ψ}_{∂ ~x 2} −^{∂2φ}_{∂ ~z 2}^], (1.10) tez ez = λ^{∂2φ}_{∂ ~x 2} + (λ + 2μ)^{∂2φ}_{∂ ~z 2} + 2μ^{∂2ψ}_{∂ ~x ∂ ~z} .

V zadaqe dlØ naxeæ “dvuhsloænoæ” sredy potencialy polØ smeweniæ v sloØh sredy stroØtsØ v forme integralov Fur~e vi- da φ_ν ψ_ν } = Re v_{sl} πh^2 ∞∫ 0 Φ_ν (x, z, k) Ψ_ν (x, z, k) } F ( i v_{sl} h – ) ke^{iiτ} dk, (1.11)

Φ_ν Ψ_ν } = 1 2π ∫ (λ) X^+_ν e^{k(z−Hν}�^{1)αν} + X^−_ν e^{−k(z−Hν}�^{1)αν} i [ Y^+_ν e^{k(z−Hν}�^{1)βν} + Y^−_ν e^{−k(z−Hν}�^{1)βν} ] e^{−ikxζ} dζ (pri indeksah 1 6 ν 6 n+1), gde, ravno kak i dalee, ispol~zu¸tsØ oboznaqeniØ α_ν = √ ζ^2 − γ^2_ν , β_ν = √ ζ^2 − δ^2_ν , g_ν = 2ζ^2 − δ^2_ν , (ν = 1, . . . , n + 1),

γ_ν = v_{sl} v_{pν} , δ_ν = v_{sl} v_{sν} , k = ωh v_{sl} , h = ~h_1, (1.12)

τ = v_{sl} h t, x = ~x h , z = ~z h , H_0 = ~H_0 h , h_ν = ~h_ν h . Zdes~ vmesto fiziqeskih peremennyh t, ~x, ~z, ~h_ν, ~H_0 vvedeny bezrazmernye peremennye τ , x, z, h_ν i H_0, ν = 1, 2, . . . , n). Pri fftom bezrazmernye qastotnym parametrom okazyvaetsØ veliqina k = ω h v_{sl} , (1.13)

a uravneniØ dvißeniØ (1.9) v bezrazmernyh peremennyh zapisyva¸tsØ v vide

∂^2φ_ν ∂x^2 + ∂^2φ_ν ∂z^2 = γ^2_ν

∂^2φ_ν ∂τ^2 , ∂^2ψ_ν ∂x^2 + ∂^2ψ_ν ∂z^2 = δ^2_ν

∂^2ψ_ν ∂τ^2 . (1.14)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 169 Qto ße kasaetsØ puti integrirovaniØ λ v (1.11), to v kaqestve ego moßno brat~ beskoneqnu¸ prØmu¸ ζ = ke^{iχ0} , (−∞ < k < ∞), (1.15) gde 0 < χ_0 – dostatoqno malo. Pri fftom ot toqek vetvleniØ ζ = ±γ_ν i ζ = ±δ_ν radikalov α_ν i β_ν iz (1.12) sleduet provodit~ razrezy na beskoneqnost~ vdol~ vewestvennoæ osi ploskosti (ζ) bez pereseqeniØ mnimoæ osi. A vetvi radikalov na osnovnom liste ploskosti (ζ) – opredelØt~ usloviØmi

arg α_ν = arg β_ν = π 2 pri ζ = 0. (1.16)

Zametim, qto slagaemye ~φ_ν ~ψ_ν } = X^+_ν e^{k(z−Hν}�^{1)αν} + X^−_ν e^{−k(z−Hν}�^{1)αν} i [ Y^+_ν e^{k(z−Hν}�^{1)βν} + Y^−_ν e^{−k(z−Hν}�^{1)βν} ] e^{−ikxζ+ikτ} (1.17) v podintegral~nyh funkciØh povtornyh integralov iz (1.11) vybrany iz rasqeta, qtoby vhodØwie v nih fflementarnye ploskie volny (s amplitudami X^± i Y^±) udovletvorØli bezrazmernym volnovym uravneniØm (1.14). A krome togo, qtoby vyraßeniØ so znakom (−) (so znakom (+), pri peremennoæ z sootvetstvovali volnam, rasprostranØ¸mimsØ v storonu vozrasta¸wih (ubyva¸- wih) znaqeniæ peremennoæ z. �to, oqevidno, sootvetstvuet dvum tipam voln, formiru¸wihsØ v kaßdom iz sloev paqki.

Nakonec, funkcional~nye kofffficienty X^± i Y^± iz (1.11) ili (1.17) dolßny vybirat~sØ iz usloviØ udovletvoreniØ potencialami (1.11) (ili potencialami iz (1.17)) sootnoxeniØ ßestkosti kontakta blokov sredy na vseh ee granicah razdela z = H_ν, (ν = 0, 1, . . . , n).^{∗)} 3. Qtoby vyvesti uravneniØ dlØ funkcional~nyh kofffficien-

tov X^± i Y^± dostatoqno rassmatrivat~ vspomogatel~nye potencialy ~φ_ν , ~ψ_ν i ~φ_{ν+1}, ~ψ_{ν+1} iz (1.17), otveqa¸wie sosednim sloØm s indeksami ν i ν + 1, graniqawimi vdol~ ploskosti

z = H_ν ≡ H_{ν−1} + h_ν, (h 6 ν 6 n). (1.18)

�)Zdes~ umestno napomnit~ izvestnyæ iz teorii Lffmba fakt, qto pri udovletvorenii usloviØm kontakta (1.7) postroennoe rexenie (1.11) zadaqi okazyvaetsØ avtomatiqeski udovletvorØ¸wim nulevym naqal~nym dannym (1.8).

170 V. V. REXETNIKOV

VyqislØØ po potencialam ~φ_ν , ~ψ_ν iz (1.17) sostavlØ¸wie poleæ smeweniæ i naprØßeniæ iz (1.10), vhodØwie v graniqnye usloviØ (1.7), na granice razdela z = H_ν iz (1.18) dvuh smeßnyh sloev ν i ν + 1, oqevidno budem imet~ ζ [ X^+_ν e^{aν} + X^−_ν e^{−aν} ] + β_ν [ Y^+_ν e^{bν} − Y^−_ν e^{−bν} ] = = ζ [ X^+_{ν+1} + X^−_{ν+1} ] + β_{ν+1} [ Y^+_{ν+1} − Y^−_{ν+1} ] , α_ν [ X^+_ν e^{aν} − X^−_ν e^{−aν} ] + ζ [ Y^+_ν e^{bν} + Y^+_ν e^{−bν} ] = = α_{ν+1} [ X^+_{ν+1} − X^−_{ν+1} ] + ζ [ Y^+_{ν+1} + Y^+_{ν+1} ] , μ_ν [ 2ζα_ν ( X^+_ν e^{aν} − X^−_ν e^{−aν} ) + g_ν ( Y^+_ν e^{bν} + Y^+_ν e^{−bν} )] = (1.19)

= μ_{ν+1} [ 2ζα_{ν+1} ( X^+_{ν+1} − X^−_{ν+1} ) + g_{ν+1} ( Y^+_{ν+1} + Y^−_{ν+1} )] , μ_ν [ g_ν ( X^+_ν e^{aν} + X^−_ν e^{−aν} ) + 2ζβ_ν ( Y^+_ν e^{bν} − Y^−_ν e^{−bν} )] = = μ_{ν+1} [ g_{ν+1} ( X^+_{ν+1} + X^−_{ν+1} ) + 2ζβ_ν ( Y^+_{ν+1} − Y^−_{ν+1} )] , gde radi kratkosti zapiseæ, oboznaqeno

a_ν = kα_ν h_ν, b_ν = kβ_ν h_ν (ν = 1, 2, . . . , n). (1.20)

SootnoxeniØ (1.19) dolßny vypolnØt~sØ na vseh granicah iz (1.18) razdela sloev paqki. Odnako v sluqae ν = n (t.e. na granice z = H_n razdela paqki s podstila¸wim poluprostranstvom z > H_n) v nih sleduet polagat~

X^+_{n+1} = Y^+_{n+1} = 0, (1.21)

qto vyraßaet fakt otsutstviØ voln, podhodØwih k paqke iz podstila¸wego poluprostranstva z > H_n.

Podobnym ße obrazom v sluqae “dvuhsloænoæ” modeli k sootnoxeniØm (1.19) dolßno byt~ dobavleno uslovie

μ_1 [ −2ζα_1X^−_1 + g_1Y^−_1 + 2ζα_1X^+_1 + g_1Y^+_1 ] = 0,

μ_1 [ g_1X^−_1 − 2ζβ_1Y^−_1 + g_1X^+_1 + 2ζβ_1Y^+_1 ] = −h^2 k^2

(1.22)

na vnexneæ pokryva¸weæ granice z = H_0, uqityva¸wee fakt priloßeniØ k granice z = H_0 vozdeæstvie (1.3) v momoent t = 0.

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 171 V sluqae “trehsloænoæ” modeli sredy, v kotoroæ v processe rasprostraneniØ voln uqastvuet ewe pokryva¸wee poluprostranstvo z < H_0 (s indeksom ν = 0), sleduet vvesti v rassmotrenie dopolnitel~nye potencialy φ_0 i ψ_0 polØ smeweniæ v srede ν = 0 s parametrami iz (1.5). Takie potencialy dopuska¸t preßnee ße predstavlenie formulami (1.11), esli tol~ko v nih poloßit~

H_{−1} = H_0. (1.23)

Zametim, qto istoqnik (1.5), (1.4), vkl¸qennyæ v toqke x = z = 0 sredy ν = 0 v moment t = 0, poroßdaet, vo-pervyh, volny, uhodØwie vglub~ (z < 0) sredy, kotorye zdes~ ne predstavlØ¸t interesa, i, vo-vtoryh, volny, opredelØemye potencialami φ^−_0 , ψ^−_0 , rasprostranØ¸wiesØ k granice z = H_0 (k krovle) paqki tonkih sloev. Zdes~ oni vozdeæstvu¸t na paqku, vozbußdaØ v neæ interferencionnye processy, a takße otraßa¸tsØ v sredu ν = 0 v forme voln, opisyvaemyh nekotorymi potencialami φ^+_0 , ψ^+_0 . Volnovye polØ, harakterizuemye potencialami φ^−_0 , ψ^−_0 , φ^+_0 , ψ^+_0 , dopuska¸t predstavlenie preßnimi formulami (1.11), esli v nih polagat~ ν = 0 i H_{−1} = H_0. Pri fftom, opredelØemye imi polØ smeweniæ i naprØßeniæ dolßny udovletvorØt~ sootnoxeniØm (1.7). Poslednie ße, kak netrudno videt~, prinima¸t formu sootnoxeniæ (1.19), esli tol~ko v nih poloßit~ ν = 0, a_0 = b_0 = 0, a veliqinam X^−_0 i Y^−_0 pridat~ znaqeniØ, sootvetstvu¸wie istoqniku 0 iz (1.6), (1.4), prikladyvaemomu pri t = 0 v toqke x = z = 0.

Rez¸miruØ izloßennoe, sleduet vypisat~ okonqatel~nye analitiqeskie predstavleniØ rexeniæ rassmatrivaemyh zadaq v forme potencialov φ i ψ metoda Lffmba. PredstavlØetsØ celesoobraznym privesti ih snaqala dlØ sluqaØ paqek, soderßawih lix~ odin tonkiæ sloæ. Zatem ße – sformulirovat~ algoritm, pozvolØ¸wiæ vypisyvat~ “vyraßenie dlØ potencialov” v sluqae paqek, soderßawih l¸boe zadannoe qislo n-tonkih sloev. Odnako, vsledstvie estestvennoæ gromozdkosti rezul~tiru¸wih vyraßeniæ, zdes~ prihoditsØ pribegat~ k nekotoroæ simvolike v zapisØh vstreqa¸wihsØ matric i sistem algebraiqeskih uravneniæ.

172 V. V. REXETNIKOV

4. Vvedem v rassmotrenie qetyrehrØdnye matricy-stolbcy

T^+_{ν1} = ζ α_ν 2μ_ν ζα_ν μ_ν g_ν , T^+_{ν2} = β_ν ζ μ_ν g_ν 2μ_ν ζβ_ν ,

T^−_{ν1} = ζ −α_ν −2μ_ν ζα_ν μ_ν g_ν , T^−_{ν2} = −β_ν ζ μ_ν g_ν −2μ_ν ζβ_ν , (ν > 0), (1.24)

a takße matricy-stolbcy ~T^−_{01} = T^−_{01} e^{−a}ν , ~T^−_{02} = T^−_{02} e^{−b}ν ,

~T^+_{01} = T^+_{01} e^aν , ~T^+_{02} = T^+_{02} e^bν ,

(1.25)

poluqaemye iz (1.24) umnoßeniem na sootvetstvennye ffksponencial~nye mnoßiteli s pokazatelØmi ±a_ν i ±b_ν iz (1.20). I, nakonec, vvedem matricy-stolbcy 0, sostoØwie iz 4-h nuleæ. A pod raspoloßeniem simvolov takih matric v forme nekotoroæ prØmougol~noæ tablicy budem ponimat~ sootvetstvennye prØmougol~nye matricy bolee vysokih porØdkov.

Primenenie ukazannyh vspomogatel~nyh matric pozvolØet v kompaktnoæ forme zapisyvat~ sistemy uravneniæ dlØ funkcional~nyh kofffficientov iz (1.11), a takße – vypisyvat~ dispersionnye uravneniØ dlØ rassmatrivaemyh sloistyh sred.

Tak, naprimer, iz p. 3 sleduet, qto v sluqae “trehsloænoæ” sredy (sostoØweæ iz odnogo tonkogo sloØ, kontaktiru¸wego s dvumØ poluprostranstvami) upomØnutaØ sistema uravneniæ imeet vid { −T^+_{01} −T^+_{02} T^−_{11} T^−_{12} T^+_{11} T^+_{12} 0 0 0 0 T^+_{01} ~T^−_{11} ~T^−_{12} ~T^+_{11} ~T^+_{12} −T^−_{21} −T^−_{22} } ×

×(X) = (b), (1.26)

gde ispol~zovany sootvetstvu¸wie matricy iz (1.24) i (1.25) pri indeksah ν = 0, 1 i 2, a (X) i (b) oboznaqa¸t matricystolbcy

(X) = ( X^+_0 , Y^+_0 , X^−_1 , Y^−_1 , X^+_1 , Y^+_1 , X^−_2 , Y^−_2

)_+ , (b) = ( b_1, b_2, b_3, b_4, b_5, b_6, b_7, b_8

)_+ , (1.27)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 173 zapisannye v forme transponirovannyh matric-strok. Pri fftom v sluqae normal~nogo vozdeæstviØ iz (1.5), (1.4) veliqiny b_k matricy (b) iz (1.26), (1.27) ime¸t znaqeniØ b_5 = b_6 = b_7 = b_8 = 0,

b_1 = ζX^−_0 − β_0 Y^−_, b_2 = −α_0 X^−_0 + ζ Y^−_0 , b_3 =−μ_0 [ 2ζα_0 X^−_0 −g_0 Y^−_0 ] , b_4 =−μ_0 [ g_0 X^−_0 −2ζβ_0 Y^−_0 ] ,(1.28)

X^−_0 Y^−_0 } = −h^2 2μ_0δ^2_0k^2β_0 { β_0 e^{−kH0α0} ζ e^{−kH0α0} . V sluqae ße istoqnika tipa centra davleniØ iz (1.6), (1.4) (priloßennogo vnutri tonkogo sloØ ν = 1) okazyvaetsØ

b_1 = Aζ, b_2 = α_1A, b_3 = 2μζα_1A, b_4 = −μ_1g_1A, b_5 = Aζ, b_6 = −α_1A, b_7 = −2μζα_1A, b_4 = μ_1g_1A, (1.29) A = γ^2_1 h 2μ_1kα_1(ζ) exp [ − k 2 α_1(ζ) ] . Pri fftom dispersionnoe uravnenie sistemy uravneniæ (1.26) moßet byt~ zapisano v vide Δ_3(ζ, k) = 0, (1.30) gde Δ_3 = = | | | −T^+_{01} −T^+_{02} T^−_{11} T^−_{12} T^+_{11} T^+_{12} 0 0 0 0 T^+_{01} ~T^−_{11} ~T^−_{12} ~T^+_{11} ~T^+_{12} −T^−_{21} −T^−_{22} | | | (1.30^′)

ØvlØetsØ opredelitelem matricy (8×8) iz levoæ qasti sistemy uravneniæ (1.26), Øvnoe vyraßenie kotoroæ netrudno vypisat~ s ispol~zovaniem oboznaqeniæ iz (1.24) i (1.25). Ono privedeno v stat~e [1] pod nomerom (1.40).

V sluqae ße paqki iz dvuh tonkih sloev, v sootvetstvii s p. 3, sleduet uqest~ slagaemye −T^+21 X^+_2 − T^+_{22} Y^+_2 ,

174 V. V. REXETNIKOV a takße – dobavit~ ewe (qetyre) uravneniØ, uqityva¸wie usloviØ kontakta na posledneæ granice z = H_2 = H_1 + h_2 paqki. V rezul~tate, vmesto sistemy uravneniæ (1.26), poluqaetsØ sistema

−T^+_{01} −T^+_{02} 0 0 0 0 T_1 ~T_1 0 0 0 0 0 0 0 −T^−_{21} −T^−_{22} −T^+_{21} −T^+_{22} 0 0 ~T^−_{21} ~T^−_{22} ~T^+_{21} ~T^+_{22} −T^−_{31} −T^−_{32} ×

×(X) = (b), (1.31)

v kotoroæ u matric-stolbcov iz (1.27) dobavleny (sprava) po 4 fflementa sootvetstvenno X^+_2 , Y^+_2 , X^−_3 , Y^−_3 i 0, 0, 0, 0, a simvol – “vstavka” – iz “tret~ego stolbca” oznaqaet pri indekse ν = 1 qetyreh-stolbcovu¸ i dvenadcatirØdnu¸ matricu T_ν ~T_ν 0 ≡ T^−_{ν1} T^−_{ν2} T^+_{ν1} T^+_{ν2} ~T^−_{ν1} ~T^−_{ν2} ~T^+_{ν1} ~T^+_{ν2} 0 0 0 0

, (1.32)

vstavlØemu¸ v ukazannoe mesto matricy iz levoæ qasti (1.31). Podobnym ße obrazom dlØ trehsloænoæ paqki poluqaetsØ uravnenie

−T^+_{01} −T^+_{02} 0 0 0 0 0 0

T_1 0 0 ~T_1 −T_2 0 0 ~T_2 −T_3 0 0 T_3

0 0 0 0 0 0 −T^−_{41} −T^−_{42}

×(X) = (b), (1.33)

vstavnoæ fflement kotorogo legko rasxifrovyvaetsØ na osnovanii (1.32). On predstavlØet soboæ prØmougol~nu¸ matricu iz xestnadcati strok i dvenadcati stolbcov.

5. OstaetsØ vypisat~ podobnym ße obrazom sistemy uravne-

niæ dlØ funkcional~nyh kofffficientov X^±_ν , Y^±_ν iz (1.11) v sluqae naxeæ “dvuhsloænoæ” modeli. Zdes~, krome vspomogatel~nyh matric-stolbcov iz (1.24) i (1.25), prihoditsØ ewe vvodit~ v rassmotrenie matricy-stolbcy, sostoØwie iz dvuh fflementov

h^−_{ν1} = ( −2μ_ν α_ν μ_ν g_ν ) , h^−_{ν2} = ( μ_ν g_ν −2μ_νζβ_ν ) ,

h^+_{ν1} = ( 2μ_ν α_ν μ_ν g_ν ) , h^+_{ν2} = ( μ_ν g_ν 2μ_νζβ_ν ) ,

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 175

g^−_{ν1} = ( ζ −α_ν ) , g^−_{ν2} = ( −β_ν ζ ) ,

g^+_{ν1} = ( ζ α_ν ) , g^+_{ν1} = ( β_ν −ζ ) . (1.34)

UqityvaØ sootnoxeniØ (1.22) (vyraßa¸wie graniqnye usloviØ (1.3) i (1.4) na svobodnoæ poverhnosti z = H_1 paqki), a takße – sootnoxenie (1.19) pri ν = 1 na granice z = H_1 v sluqae odnosloænoæ paqki dlØ funkcional~nyh kofffficientov X^±_ν , Y^±_ν iz (1.11), budem imet~ sledu¸wu¸ sistemu uravneniæ { h^−_{11} h^−_{12} h^+_{11} h^+_{12} ∘ ∘ ~T^−_{11} ~T^−_{12} ~T^+_{11} ~T^+_{12} −T^−_{21} −T^−_{21} } × (X) = (~b ). (1.35)

Zdes~ (X) i (b) – xestirØdnye matricy-stolbcy

(X) = ( X^−_1 , Y^−_1 , X^+_1 , Y^+_1 , X^−_2 , Y^−_2

)_+ , (b) = ( 0, − h^2 k^2 , 0, 0, 0, 0 )_+ . (1.36)

Simvoly ∘ oboznaqa¸t dvuhrØdnye matricy-stolbcy, sostoØwie iz nuleæ, a matricy-stolbcy T^±_{νk} i ~T^±_{νk} opredeleny vyraßeniØmi (1.24) i (1.25). Dispersionnoe uravnenie zapisyvaetsØ v vide Δ_2(ζ, k) = 0, (1.37) gde Δ_2 = | | | | h^−_{11} h^−_{12} h^+_{11} h^+_{12} 0 0 ~T^−_{11} ~T^−_{12} ~T^+_{11} ~T^+_{12} −T^−_{21} −T^−_{21} | | | | ØvlØetsØ xestirØdnoæ matriceæ, Øvnoe vyraßenie kotoroæ privedeno v (1.18) iz [1].

Podobnym ße obrazom, naprimer, dlØ paqki iz dvuh tonkih sloev poluqaem sistemu uravneniæ

h^−_{11} h^−_{12} h^+_{11} h^+_{12} ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ~T^−_{11} ~T^−_{12} ~T^+_{11} ~T^+_{12} −T^−_{21} −T^−_{21} −T^+_{21} −T^+_{22} 0 0

0 0 0 0 ~T^−_{21} ~T^−_{22} ~T^+_{21} ~T^+_{22} −T^−_{31} −T^−_{32} ×(X) = (~b )

176 V. V. REXETNIKOV i t.d. PredstavlØetsØ, qto na osnovanii izloßennogo uße Øsna konstrukciØ matricy v sisteme algebraiqeskih uravneniæ dlØ funkcional~nyh kofffficientov X^±_ν , Y^±_ν iz (1.11) v sluqae proizvol~noæ paqki n-tonkih sloev (sm. p. 4).

V dopolnenii k izloßennomu zametim, qto pri obrawenii k koliqestvennym ocenkam potencialov iz (1.11) (ili sostavlØ¸- wih poleæ smeweniæ, otveqa¸wih takim potencialam) matricy rassmatrivaemyh sistem uravneniæ polezno (radi naglØdnosti) vypisyvat~ odin raz v Øvnom vide. Pri fftom, tak kak my uslovilis~, snaqala koliqestvenno izuqat~ polØ, otveqa¸wie paqkam, soderßawim lix~ odin tonkiæ sloæ, to sledovalo by privesti vyraßeniØ matric sistem uravneniæ (1.26) i (1.35). Odnako fftogo moßno ne delat~ zdes~, tak kak takie matricy privedeny v rabote [1], pomewennoæ v fftom ße tome ßurnala.

6. V zakl¸qenie paragrafa umestno privesti okonqatel~nye

analitiqeskie predstavleniØ dlØ poleæ, kotorye predpolagaetsØ podvergnut~ dalee koliqestvennym issledovaniØm. Pri fftom vmesto potencialov poleæ vida (1.11), estvestvenno izuqat~ sostavlØ¸wie poleæ smeweniØ

u_x = u_{xp} + u_{xs}, u_z = u_{zp} + u_{zs}, (1.38)

predstavlØemye summami slagaemyh, otveqa¸wih sootvetstvenno prodol~nomu φ i popereqnomu ψ potencialam. A qtoby ne zagromoßdat~ issledovanie obiliem materiala (neprincipial~- nogo haraktera s metodiqeskoæ toqki zreniØ) estestvenno ograniqit~sØ rassmotreniem (na pervyh porah) toqek nabl¸deniØ x > 0, raspoloßennyh, naprimer, na nekotoryh iz profileæ:

1) z = 0 – v otraßennyh interferencionnyh volnah v sluqae “trehsloænoæ” sredy, i

2) z = H_0 + H_2 + h ili z = h + H_2 – v interferencionnyh volnah, proxedxih qerez tonkiæ sloæ v poluprostranstvo ν = 2 v sluqaØh “treh”- i “dvuhsloænyh” sred.

Ukazannye polØ v sluqaØh ploskih vnexnih vozdeæstviæ predstavlØ¸tsØ otrezkami integrala Fur~e u_x u_z } = Re v_{s1} πh^2 k0∫ 0 U (x, k) W (x, k) } F ( i v_{s1} h k ) k^2 e^{ikτ} dk, (1.39)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 177 podintegral~nye funkcii kotorogo opredelØ¸tsØ pereqislØemymi zdes~ konturnymi integralami, rasprostranennymi po puti integrirovaniØ λ, takomu ße, kak i v predstavleniØh (1.11). Pri fftom pri rassmotrenii nizkoqastnotnyh vozdeæstviæ na sredu verhniæ predel integrirovaniØ v (1.39) zamenØetsØ na qislo k_0 iz raboqeæ qastotnoæ polosy (2.29).

V oblastØh otraßennyh v sredu ν = 0 voln okazyvaetsØ U W } = { U_p W_p } = 1 2πi ∫ (λ)

( ζ iα_0 ) X^+_0 e^{−kψ(ζ,x) dζ} ,

ψ = { ψ_{pp} = ixζ + 2H_0α_0, (P_0P_0) ψ_{sp} = ixζ + H_0β_0 + H_0α_0, (S_0P_0)

(1.40)

v sluqae pada¸weæ P ili S-volny i otraßennoæ P -volny. I vyraßeniØmi U W } = { U_s W_s } = 1 2πi ∫ (λ)

( β_0 iζ ) Y^+_0 e^{−kψ(ζ,x) dζ} ,

ψ = { ψ_{ps} = ixζ + H_0α_0 + H_0β_0, (P_0P_0) ψ_{ss} = ixζ + 2H_0β_0, (S_0S_0)

(1.41)

v sluqae pada¸weæ P ili S-volny i otraßennoæ S-volny.

V oblastØh proxedxih v sredu ν = 2 interferencionnyh voln vyraßenie (1.39) dlØ vnexnego integrala Fur~e sohranØetsØ. Qto ße kasaetsØ vnutrennih integralov, to pri rassmotrenii “trehsloænoæ” sredy okazyvaetsØ U W } = { U_p W_p } = 1 2πi ∫ (λ)

( ζ − iα_0 ) X^−_0 e^{−kψ(ζ,x) dζ} ,

ψ = { ψ_{pp} = ixζ + H_0α_0 + H_2α_2, (P_0P_2), ψ_{sp} = ixζ + H_0β_0 + H_2α_2, (S_0P_2),

(1.42)

v sluqae pada¸weæ P ili S-volny i prohodØweæ P -volny. I

178 V. V. REXETNIKOV vyraßeniem U W } = { U_s W_s } = 1 2πi ∫ (λ)

( β_2 iζ ) Y^−_2 e^{−kψ(ζ,x) dζ} ,

ψ = { ψ_{ps} = ixζ + H_0α_0 + H_2β_2, (P_0S_2),

ψ_{ss} = ixζ + H_0β_0 + H_2β_2, (S_0S_2),

(1.43)

v sluqae pada¸weæ P ili S-volny i prohodØweæ S-volny.

Pri fftom zdes~ podrazumevaetsØ, qto v sluqae “trehsloænoæ” sredy pod funkcional~nymi kofffficientami X^+_0 , Y^+_0 i X^−_2 , Y^−_2 iz (1.40)–(1.43) podrazumeva¸tsØ rexeniØ algebraiqeskoæ sistemy uravneniæ iz (1.26)–(1.28), v kotoroæ tol~ko otbroxeny ffksponencial~nye mnoßiteli e^{−kH0α0} i e^{−kH0β0} iz (1.28), uße uqtennye pri vypisyvanii znaqeniæ fazovyh funkciæ v (1.40)–(1.43). Qto ße kasaetsØ verhnego predela integrirovaniØ v (1.39), to (pri rassmatrivaemyh nizkoqastotnyh polØh) on zamenØetsØ na znaqenie k = k_0 iz (2.29).

V sluqae ße “dvuhsloænoæ” sredy sostavlØ¸wie polØ smeweniæ v toqkah x > 0 profilØ z = H_0 + H_2 + h poluprostranstva ν = 2 opredelØ¸tsØ integralami iz (1.39) (s verhnim predelom integrirovaniØ k = k_0 iz (2.29)). Spektral~nye funkcii U i W takih integralov moßno predstavlØt~ preßnimi integralami iz (1.42) i (1.43), sootvetstvenno v sluqae rassmotreniØ voln tipa P_2 i S_2, esli pod fazovymi funkciØmi ψ(ζ, x) ponimat~, sootvetstvenno, vyraßeniØ

ψ_p = ixζ + H_2 α_2,

ψ_s = ixζ + H_2 β_2, (1.44)

a pod X^−_2 i Y^−_2 podrazumevat~ rexenie sistemy uravneniæ iz (1.35) i (1.36).

Nakonec, pri ocenke interferencionnogo polØ v tonkom sloe ν = 1 “dvuhsloænoæ” sredy sleduet pol~zovat~sØ predstavleniem (1.39), spektral~nye funkcii U i W kotorogo da¸tsØ inte-

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 179 gralami U W } = k 2πi ∫ (λ)

[ ζ ( X^+_1 e^+_1 +X^−_1 e^−_1 ) +β ( Y^+_1 e^+_1 −Y^−_1 e^−_1 )] −i [ α_1 ( X^+_1 e^+_1 −X^−_1 e^−_1 ) +ζ ( Y^+_1 e^+_1 +Y^−_1 e^−_1 )] } × ×e^{−ikxζ} dζ, (1.45) gde, radi sokraweniØ zapisi, poloßeno e^±_1 = e^{±kα1z}, e^±_2 = e^{±kβ1z}. Pri fftom funkcional~nye kofffficienty X^±_1 i Y^±_1 opredelØ¸tsØ takße iz sistemy uravneniæ (1.35) i (1.36).

§2. ZameqaniØ o putØh koliqestvennoæ ocenki volnovyh poleæ

Privedennye v konce §1 predstavleniØ dlØ sostavlØ¸wih vektora smeweniæ volnovyh poleæ otnosØtsØ k sluqa¸ odnosloænoæ paqki. Odnako iz izloßennogo oqevidno, qto v toqnosti takie ße predstavleniØ ime¸t mesto v sluqae proizvol~noæ paqki iz n-tonkih sloev, esli tol~ko v formulah (1.40)–(1.44) vmesto indeksa “2” postavit~ indeks (n + 1), a pod funkcional~nymi kofffficientami X^+_0 , Y^+_0 , X^−_{n+1} i Y^−_{n+1} podrazumevat~ rexeniØ sistem algebraiqeskih uravneniæ dlØ sluqaØ n-sloænoæ paqki, konstrukciØ kotoryh obsußdalas~ v p. 4 i 5 §1. Pofftomu imeet smysl zaderßat~sØ zdes~ na obwih voprosah, otnosØwihsØ k sluqaØm l¸byh tonkosloistyh paqek, priqem obsußdenie vesti na osnove privedennyh formul.

1. Harakternoæ osobennost~¸ spektral~nyh (vnutrennih) inte-

gralov naxih poleæ (prida¸weæ formulam algoritmiqeskiæ harakter) ØvlØetsØ to obstoØtel~stvo, qto v nih vhodØt funkcional~nye kofffficienty iz (1.45), ewe ne vyraßennye Øvnymi analitiqeskimi formulami, a opredelennye tol~ko kak rexeniØ zadannyh sistem algebraiqeskih uravneniæ (uravneniØ (1.26) i (1.33)). �tim sohranØetsØ vozmoßnost~ dal~neæxego opredeleniØ takih kofffficientov v tom ili inom sluqae naibolee udobnym sposobom, qto suwestvenno pri qislennyh ocenkah poleæ. DlØ teoretiqeskogo ße ustanovleniØ obwih svoæstv funkciæ iz

180 V. V. REXETNIKOV (1.45), vhodØwih pod znak integrirovaniØ v spektral~nyh integralah, dostatoqno vospol~zovat~sØ teoremoæ Kramera, ukazyva¸wæ, qto neizvestnye funkcii iz (1.27) i (1.31) dopuska¸t predstavleniØ v vide otnoxeniØ opredeliteleæ X = D(ζ, k) Δ_p(ζ, k) , (2.1)

v znamenatel~ kotorogo vhodit determinant sistemy uravneniæ (1.26) ili (1.37). �tot determinant, kak raz, i ØvlØetsØ levoæ qast~¸ dispersionnogo uravneniØ

Δ_p(ζ, k) = 0, (p = 2 i 3) (2.2)

rassmatrivaemoæ zadaqi.

Na osnovanii ego struktury udaetsØ sudit~ ob obwih svoæstvah funkcional~nyh kofffficientov X^±_ν i Y^±_ν : ob ih simmetrii na ploskosti kompleksnoæ peremennoæ ζ, ob ih toqkah vetvleniØ i, samoe vaßnoe, ob ih pol¸sah (voobwe govorØ, pervogo porØdka) v kornØh uravneniØ (2.2). Pri fftom vyØsnØetsØ, qto toqkami vetvleniØ “funkciæ X” okazyva¸tsØ lix~ toqki vetvleniØ radikalov α_0, β_0 i α_{n+1}, β_{n+1} poluprostranstv ν = 0 i ν = n + 1), okaæmlØ¸wih sverhu i snizu paqku tonkih sloev v zadaqah dlØ “trehsloænyh” sred, i – toqki vetvleniØ radikalov α_{n+1} i β_{n+1} podstila¸wego poluprostranstva (ν = n + 1) v zadaqah dlØ “dvuhsloænyh” sred.

Qto ße kasaetsØ pol¸sov funkciæ X^±_ν , Y^±_ν , sovpada¸wih s kornØmi ζ = ζ_n(k) dispersionnogo uravneniØ zadaqi, to oni igra¸t fundamental~nu¸ rol~ v processe ocenivaniØ volnovyh poleæ interferencionnogo tipa. Po fftim kornØm opredelØ¸tsØ tak nazyvaemye interferencionnye mody razliqnoæ fiziqeskoæ prirody, rasprostranØ¸wiesØ, naprimer, vdol~ sloev sredy s sootvetstvu¸wimi im fazovoæ i gruppovoæ skorostØmi i s prisuwim im zatuhaniem. V rassmatrivaemyh predstavleniØh (1.39), (1.40)–(1.45) volnovyh poleæ mody vydelØ¸tsØ iz summarnogo polØ v otdel~nye slagaemye, kak polagaetsØ obyqno – v “poverhnostnye volny” rezul~tate pereseqeniØ putem integrirovaniØ λ v spektral~nyh integralah korneæ dispersionnogo uravneniæ. Pri fftom takie pereseqeniØ proishodØt v rezul~tate (celevoæ) deformacii puti integrirovaniØ λ v takie (novye)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 181 kontury λ_0 (zavisØwie ot toqek nabl¸deniØ polØ), pri dvißenii vdol~ kotoryh podintegral~naØ funkciØ spektral~nogo integrala oscilliruet naibolee slabo.

Takim obrazom, realizaciØ osnovnoæ idei primeneniØ metodov konturnogo integrirovaniØ s cel~¸ suwestvennogo uproweniØ qislennoæ ocenki spektral~nyh integralov, okazyvaetsØ tesno svØzannoæ s kornØmi ζ = ζ_n(k) dispersionnogo uravneniØ (2.2) i s raspoloßeniem (i peremeweniem) ih po kompleksnoæ ploskosti (ζ). Pofftomu problema korneæ dispersionnogo uravneniØ ØvlØetsØ odnoæ iz osnovnyh vspomogatel~nyh problem, na kotoryh baziruetsØ koliqestvennoe izuqenie interferencionnyh volnovyh poleæ obsußdaemogo tipa.

2. Problema korneæ dispersionnogo uravneniØ igraet vaßnu¸

rol~ v zadaqah na koliqestvennu¸ ocenku interferencionnyh volnovyh poleæ. Pofftomu eæ udelØetsØ ser~eznoe vnimanie kak v [1], tak i v nißesledu¸wem. Odnako v [1] imeetsØ v vidu sluqaæ paqki, sostoØweæ iz odnogo lix~ tonkogo sloØ. Pofftomu estestvenny voprosy o tom, v kakoæ mere primenØemye metody izuqeniØ korneæ dopuska¸t obobweniØ na sluqai mnogosloænyh paqek. Otvet na odin iz podobnyh voprosov udobno dat~ uße seæqas.

Kak sleduet iz p. 4 i 5 §1, levye qasti dispersionnyh uravneniæ vida (2.2) v sluqae l¸byh paqek sloev ØvlØ¸tsØ funkciØmi, regulØrnymi po obeim ih peremennym k i ζ. Pri fftom na ploskosti (ζ) oni ime¸t osobennosti lix~ v toqkah vetvleniØ ζ = γ_0, ζ = δ_0, ζ = γ_{n+1}, ζ = δ_{n+1} radikalov

α_0(ζ), β_0(ζ), α_{n+1}(ζ), β_{n+1}(ζ) (2.3)

iz (1.12), otveqa¸wih poluprostranstvam ν = 0 i ν = n + 1, okaæmlØ¸wim paqku.

Pri poiske korneæ dispersionnogo uravneniØ (2.2) v forme funkciæ ζ = ζ_n(k) ot parametra k > 0, prinØto razdelØt~ ih na dva klassa, priqem k pervomu klassu otnosit~ korni ζ = ζ_n(k), udovletvorØ¸wie predel~nomu uslovi¸

kζ_n(k) → 0 pri k → 0, (2.4)

ili, qto to ße, usloviØm

kα_ν(ζ) → 0 pri kβ_ν (ζ) → 0.

182 V. V. REXETNIKOV

Takomu uslovi¸ udovletvorØ¸t vse osobye korni uravneniØ (2.2), osta¸wiesØ koneqnymi |ζ_n(k)| < ∞ pri k = 0. Pri poiske ih v dispersionnyh uravneniØh (2.2) dopustim predel~nyæ perehod k → 0 vo vseh fflementah determinantov Δ_3(k, ζ) i Δ_2(k, ζ), qto privodit k suwestvennomu uproweni¸ uravneniæ.

Kak ukazyvalos~ v p. 13, 14 §4 [1], opredelenie osobyh korneæ dispersionnyh uravneniæ v sluqae odnosloænoæ paqki – dostatoqno trudoemkaØ zadaqa. Pofftomu estestvenno bylo by oßidat~, qto v sluqaØh mnogosloænyh paqek takaØ zadaqa lix~ usloßnØetsØ. Odnako okazyvaetsØ, qto usloßneniØ ne proishodit. UravneniØ dlØ osobyh korneæ v mnogosloænyh paqkah sohranØ¸t svo¸ strukturu, priqem oni opredelØ¸tsØ tol~ko parametrami okaæmlØ¸wih poluprostranstv. Dokazatel~stvo takogo utverßdeniØ, voshodØwee k p. 4 i 5 §1, svoditsØ k sledu¸wemu.

3. V sluqae naxih “trehsloænyh” sred levye qasti Δ^n_3 (ζ, k) dis-

persionnogo uravneniØ (2.2) opredelØ¸tsØ determinantami matric iz (1.26), (1.31), (1.33) i t.d., kotorye pri k = 0 ime¸t sledu¸wu¸ strukturu

Δ^{(n)}_3 (ζ, 0) = (2.5)

=

fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi

�T^+_{01} �T^+_{02} [T1] [0]^. [0] [0] 0 0

0 0 [T1] �[T2] . . [0] [0] 0 0

0 0 [0] [T2] . . [0] [0] 0 0

0 0 [0] [0] . . [0] [0] 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 [0] [0] . . �[Tn�1] [0] 0 0

0 0 [0] [0] . . [Tn�1] �[Tn] 0 0

0 0 [0] [0] . . [0] [Tn] �T �_{n+1,1} �T �_{n+1,2} fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi

.

Zdes~ T^+_{01}, T^+_{02}, T^−_{n+1,1}, T^−_{n+1,2} – matricy-stolbcy iz (1.24), sosto- Øwie iz 4-h fflementov. Pod [T_ν] – podrazumeva¸tsØ kvadratnye

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 183

matricy 4-go ranga vida

[T_ν] = { T^−_{ν1}T^−_{ν2}T^+_{ν1}T^+_{ν2} }

i − [T_ν ] = { − T^−_{ν1} − T^−_{ν2} − T^+_{ν1} − T^+_{ν2} } . (2.6)

Posredstvom 0 oboznaqeny matricy-stolbcy iz qetyreh nuleæ, a posredstovm [0] – kvadratnye matricy 4-go ranga, sostoØwie iz 16 nuleæ.

Pri rassmotrenii opredelitelØ (2.5) napraxivaetsØ process ego vyqisleniØ, svodØwiæsØ na 1-om fftape k pribavleni¸ k fflementam ν-oæ stroki tablicy iz (2.5) sootvetstvennyh fflementov rezul~tiru¸weæ (ν +1)-oæ stroki. On naqinaetsØ s nißneæ stroki ν = n i za (n − 1)-xagov privodit, oqevidno, k opredelitel¸ vida

Δ^{(n)}_3 =

=

fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi

�T^+_{01} �T^+_{01} [T1] [0]^. [0] [0] 0 0

0 0 [T1] [0] . . [0] [0] �T �_{n+1,1} �T �_{n+1,2}

0 0 [0] [T2] . . [0] [0] �T �_{n+1,1} �T �_{n+1,2}

0 0 [0] [0] . . [0] [0] �T �_{n+1,1} �T �_{n+1,2} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 [0] [0] . . [0] [0] �T �_{n+1,1} �T �_{n+1,2}

0 0 [0] [0] . . [Tn�1] [0] �T �_{n+1,1} �T �_{n+1,2}

0 0 [0] [0] . . [0] [Tn] �T �_{n+1,1} �T �_{n+1,2} fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi

.

V nem ostaetsØ vyqest~ 2-u¸ stroku iz 1-oæ, qto privodit opredelitel~ (2.5) k sledu¸wemu rezul~tiru¸wemu predstavleni¸

Δ^{(n)}_3 = (2.7)

184 V. V. REXETNIKOV

=

fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi

�T^+_{01} �T �_{02} [0] [0]^. [0] [0] T �_{n+1,1} T �_{n+1,2}

0 0 [T1] [0] . . [0] [0] �T �_{n+1,1} �T �_{n+1,2}

0 0 [0] [T2] . . [0] [0] �T �_{n+1,1} �T �_{n+1,2}

0 0 [0] [0] . . [0] [0] �T �_{n+1,1} �T �_{n+1,2} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 [0] [0] . . [0] [0] �T �_{n+1,1} �T �_{n+1,2}

0 0 [0] [0] . . [Tn�1] [0] �T �_{n+1,1} �T �_{n+1,2}

0 0 [0] [0] . . [0] [Tn] �T �_{n+1,1} �T �_{n+1,2} fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi

.

(K izloßennomu zdes~ sleduet dobavit~, qto vse upomØnutye sloßeniØ i vyqitaniØ po strokam tablicy (2.5) proizvodilis~ faktiqeski srazu po qetyrem strokam opredelitelØ porØdka 4(n + 1), kotoryæ opredelØetsØ tabliceæ iz (2.5).)

Qto ße kasaetsØ opredelitelØ iz (2.7) 4(n + 1)-go porØdka, to on srazu vyqislØetsØ pri pomowi teoremy Laplasa, esli vospol~zovat~sØ razloßeniem po qetyrem pervym ego (nastoØwim) strokam p_1, p_2, p_3, p_4 = 1, 2, 3, 4.

Δ^{(n+1)} 3 = = ∑ q1<q2<q3<q4 (−)P_{(qk+pk )A}^(_{1 2 3 4q1q2q3q4}^)_A^(_{5, 6, . . . ,4(n + 1)} r_1,r_2,. . . ,r_{4n} ) (2.8)

(sm. [2]). Zdes~ summirovanie proizvoditsØ po vsem perestanovkam (q_1q_2q_3q_4) iz qisel 1, 2, 3, . . . , 4(n + 1), pri kotoryh minory A ( 1 2 3 4 q_1q_2q_3q_4 ) otliqny ot nulØ. No v (2.7)

takovym okazyvaetsØ tol~ko odin minor, otveqa¸wiæ znaqeniØm

q_1 = 1, q_2 = 2, q_3 = 4(n + 1) − 1, q_4 = 4(n + 1)

i svodØwiæsØ k opredelitel¸

Δ_3(0, n + 1; ζ) = | | T^+_{01} T^+_{02} T^−_{n+1,1} T^−_{n+1,2} | | (2.9)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 185 4-go porØdka, postroennomu iz 4-h matric-stolbcov (1.24). Qto ße kasaetsØ vtorogo somnoßitelØ iz pravoæ qasti (2.8), to on, oqevidno, svoditsØ k opredelitel¸ (porØdka 4n), poluqaemomu iz opredelitelØ (2.7) putem vyqerkivaniØ iz nego 4-h pervyh “nastoØwih” strok, a takße – 4-h stolbcov – po dva sprava i sleva. Takim obrazom, dlØ opredelitelØ iz (2.5) poluqaetsØ sledu¸wee rezul~tiru¸wee predstavlenie

Δ^n_3 = Δ_3(0, n + 1; ζ) · n∏ ν=1 |T_ν|. (2.10)

Zdes~ Δ_3(0, n + 1; ζ) imeet znaqenie iz (2.9), a opredeliteli |T_ν| matric iz (2.6) da¸tsØ Øvnymi vyraßeniØmi

|T_ν | = | | | | | | | ζ −β_ν ζ β_ν −α_ν ζ α_ν ζ −2μ_νζα_ν μ_νg_ν 2μ_ν ζα_ν μ_ν g_ν μ_ν g_ν −2μ_νζβ_ν μ_ν g_ν 2μ_ν ζβ_ν

| | | | | | | =

= 4μ^2_ν δ^4_ν α_νβ_ν . (2.11)

Itak, dlØ opredeleniØ osobyh korneæ dispersionnogo uravneniØ (2.2) v sluqae “trehsloænyh” sred poluqaetsØ uravnenie

Δ_3(0, n + 1; ζ) = 0 (2.12)

(pri znaqenii Δ_3 iz (2.9)), struktura kotorogo ne zavisit ot tonkih sloev, vhodØwih v paqku.

Qto ße kasaetsØ mnoßitelØ n∏ ν=1 α_νβ_ν , vhodØwego v pravu¸ qast~ ravenstva (2.10), to on sokrawaetsØ s podobnym ße mnoßitelem iz qisliteleæ D(ζ, 0) vyraßeniæ vida (2.1). Pofftomu v probleme korneæ dispersionnogo uravneniØ on ne igraet roli.

4. Podobnym ße obrazom delo obstoit v sluqae “dvuhsloænyh”

sred.

Vvedem v rassmotrenie prØmougol~nye 2 × 4 matricy

[g_ν] = { g^−_{ν1}, g^−_{ν2}, g^+_{ν1}, g^+_{ν2}, } , [h_ν ] = { h^−_{ν1}, h^−_{ν2}, h^+_{ν1}, h^+_{ν2}, } , (2.13)

186 V. V. REXETNIKOV

sostavlennye iz dvuhrØdnyh matric-stolbcov iz (1.34) i udo-

vletvorØ¸wie oqevidnym sootnoxeniØm

T^±_{ν1} = g^±_{ν1} h^±_{ν1} , T^±_{ν2} = g^±_{ν2} h^±_{ν2} (2.14) i [T_ν] = { T^−_{ν1}, T^−_{ν2}, T^+_{ν1}, T^+_{ν2}, } ≡ { [g_ν]

[h_ν] } . (2.15)

Togda netrudno ubedit~sØ v tom, qto pri k = 0 levaØ qast~

Δ_2(ζ, k) dispersionnogo uravneniØ (2.2) v sluqae n-sloænoæ paq-

ki v naxeæ “dvuhsloænoæ” srede imeet sledu¸wu¸ strukturu

Δ_2(ζ, 0) =

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |

[h_1] [∘] . . [∘] ∘ ∘ [T_1] −[T_2] . . [0] 0 0

[0] [T_2] . . [0] 0 0

[0] [0] . . [0] 0 0

[0] [0] . . [0] 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . [0] [0] . . [0] 0 0

[0] [0] . . −[T_n] 0 0

[0] [0] . . [T_n] −T^−_{n+1,1} −T^−_{n+1,2}

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |

. (2.16)

Zdes~ ispol~zovany takie ße oboznaqeniØ, kak i v opredelite-

le (2.5), za iskl¸qeniem fflementov pervyh dvuh strok matricy

porØdka (4n + 2). V ukazannyh strokah (t.e. v 1-oæ stroke ta-

blicy iz (2.16)) [h_1] – oboznaqaet prØmougol~nu¸ matricu iz

(2.13) (soderßawu¸ dve stroki), [∘] – oznaqaet podobnu¸ ße prØ-

mougol~nu¸ tablicu s nulevymi fflementami, a ∘ – oboznaqaet

matricu-stolbec iz dvuh fflementov, ravnyh nul¸.

Qto ße kasaetsØ vyqisleniØ opredelitelØ (2.16), to pervyæ

ego fftap v toqnosti sovpada¸t s 1-ym fftapom vyqisleniØ (putem

sloßeniØ fflementov sosednih strok) opredelitelØ (2.5). Pri

fftom za (n − 1)-xagov poluqaetsØ opredelitel~, predstavlØ¸-

weæsØ tabliceæ, u kotoroæ stroki ν s nomerami 2, 3, . . . , n, n + 1

v toqnosti sovpada¸t s takimi ße strokami opredelitelØ iz

(2.7), esli v nem otbrosit~ pervye dva stolbca.

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 187

Otnositel~no ße pervyh neskol~kih strok takogo opredeli-

telØ dostatoqno zametit~, qto oni ime¸t strukturu | | | | | | | | | | | | |

[h_1] [∘] . . ∘ ∘ [T_1] [0] . . T^−_{n+1,1} −T^−_{n+1,2}

[0] [T_2] . . T^−_{n+1,1} −T^−_{n+1,2}

[0] [0] . . T^−_{n+1,1} −T^−_{n+1,2} . . . . . . . . . . . . . . .

| | | | | | | | | | | | | ili (2.17) | | | | | | | | | | | | | | | | |

[h_1] [∘] . . 0 0

[g_1] [∘] . . −g^−_{n+1,1} −g^−_{n+1,2} [h_1] [∘] . . −h^−_{n+1,1} −h^−_{n+1,2} [0] [T_2] . . T^−_{n+1,1} −T^−_{n+1,2}

[0] [0] . . T^−_{n+1,1} −T^−_{n+1,2} . . . . . . . . . . . . . . .

| | | | | | | | | | | | | | | | |

.

Teper~ Øsno, qto putem vyqitaniØ tret~eæ (pary) strok iz

pervoæ (ih pary) poluqaetsØ okonqatel~noe predstavlenie opre-

delitelØ (2.16) v sledu¸wem vide

Δ^n_2 (ζ, 0) =

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |

[∘] [∘] . . [∘] h^−_{n+1,1} h^−_{n+1,2}

[T_1] [0] . . [0] −T^−_{n+1,1} −T^−_{n+1,2}

[0] [T_2] . . [0] −T^−_{n+1,1} −T^−_{n+1,2}

[0] [0] . . [0] −T^−_{n+1,1} −T^−_{n+1,2}

[0] [0] . . [0] −T^−_{n+1,1} −T^−_{n+1,2} . . . . . . . . . . . . . . . . . . [0] [0] . . [0] −T^−_{n+1,1} −T^−_{n+1,2}

[0] [0] . . [0] −T^−_{n+1,1} −T^−_{n+1,2}

[0] [0] . . [T_n] −T^−_{n+1,1} −T^−_{n+1,2}

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |

. (2.18)

188 V. V. REXETNIKOV

OstaetsØ primenit~ teoremu Laplasa, iz kotoroæ sleduet

Δ^{(n)}_2 (ζ) = | | g^−_{n+1,1}, g^−_{n+1,2}, | | · n∏ k=1 T_ν =

= −μ^2_{n+1} ( g^2_{n+1} − 4ζ^2 α_{n+1} β_{n+1} ) · n∏ k=1 T_ν . (2.19)

Pri fftom mnoßitel~^n ∏ k=1 T_ν , takße kak i v (2.10) ne nußno pri-

nimat~ vo vnimanie. Takim obrazom, vyØsnØetsØ, qto v sluqae “dvuhsloænoæ” sredy, soderßaweæ paqku iz n-tonkih sloev, dlØ opredeleniØ osobyh korneæ dispersionnogo uravneniØ (2.2) poluqaetsØ fflementarnoe uravnenie (ReleØ)

Δ_2(0, n + 1; ζ) = g^2_{n+1} − 4ζ^2 α_{n+1} β_{n+1}, (2.20)

zavisØwee tol~ko ot parametrov γ_{n+1} i δ_{n+1} podstila¸wego poluprostranstva ν = n + 1.

5. V konce §1 ukazyvalos~, qto podleßawie izuqeni¸ volnovye

polØ predstavlØ¸tsØ povtornymi integralami, vnexniæ iz kotoryh ØvlØetsØ urezannym sverhu integralom Fur~e vida (1.39),

U (x, t) = Re v_{s1} πh^2 k0∫ 0 ~U (x, k)F ( i–^{vs1}_h ) k^2 e^{ikτ} dk, (2.21)

a vnutrenniæ okazyvaetsØ kompleksnym integralom vida ~U(x, k) = 1 2πi ∫ (λ) γ(ζ) Z_n(ζ, k) e^{−kψ(ζ,x)} dζ, (2.22) rasprostranennym po perviqnomu puti integrirovaniØ λ iz (1.15). Zdes~ γ(ζ) ØvlØetsØ odnoæ iz funkciæ, stoØweæ v kruglyh skobkah pod znakom integralov iz (1.40)–(1.43), Z_n(ζ, k) ØvlØetsØ sootvetstvu¸weæ funkcieæ X^+_0 , Y^+_0 , X^−_2 ili Y^−_2 iz rexeniØ (1.27) sistem uravneniæ (1.26)–(1.28), ili (1.33) i (1.34), a ψ(ζ, x) – ØvlØetsØ toæ ili inoæ fazovoæ funkcieæ iz (1.40)– (1.43). Pri fftom rexenie Z_n(ζ, k) ukazannyh sistem, opredelØemoe qislenno pri ocenkah integrala iz (3.2), imeet faktiqeski strukturu

Z_n = ~Δ_n(ζ, k) Δ_p(ζ, k) , (2.23)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 189 vyteka¸wu¸ iz teoremy Kramera. Iz (2.23) vidno, qto v znamenatel~ vyraßeniØ Z_n, (faktiqeski) vhodit levaØ qast~ dispersionnogo uravneniØ zadaqi

Δ_p(ζ, k) = 0, (p = 2, 3). (2.24)

FunkciØ γ(ζ)Z_n, (ζ, k) iz (2.22) okazyvaetsØ algebraiqeskoæ funkcieæ ot ζ, α_ν(ζ), β_ν (ζ), zavisimost~ ot k kotoroæ osuwestvlØetsØ posredstovm slagaemyh s mnoßitelØmi

exp(±kα_ν) i exp(±kβ_ν ).

Takimi mnoßitelØmi kak raz i opredelØ¸tsØ (priblißenno) oscillØcionnye svoæstva funkcii γ(ζ)Z_n , (ζ, k) iz (2.22).

Osnovnoæ ße ffksponencial~nyæ mnoßitel~

exp [−kψ(ζ, x)] (2.25)

iz (2.22) imeet v pokazatele ffksponenty odnu iz fazovyh funkciæ iz (1.40)–(1.44) vida ψ = ix + H √ ζ^2 − γ^2 + H_1 √ ζ^2 − δ^2, (2.26)

soderßawu¸ radikaly α_ν i β_ν iz (1.12), opredelØemye na razrezannoæ ploskosti (ζ), kak ukazano v p. 2 §1. Pri fftom vo vseh praktiqeski interesnyh zadaqah poqti vsegda okazyvaetsØ x = ~x h ≫ 1, H_p = ~H h ≫ 1, (2.27)

t.e. ffpicentral~nye rasstoØniØ toqki nabl¸deniØ polØ i ee rasstoØnie po vertikali ot tonkogo sloØ znaqitel~no prevoshodit tolwinu sloØ h.

Vsledstvie fftogo obstoØtel~stva vo vseh priloßeniØh poqti vsegda moßno polagat~, qto ffksponencial~nyæ mnoßitel~ (2.25) v podintegral~noæ funkcii v (2.22) ØvlØetsØ funkcieæ ot ζ, izmenØ¸weæsØ gorazdo bystree pri izmenenii peremennoæ ζ, qem izmenØetsØ funkciØ γ Z_n. Pofftomu bor~ba s oscilØcionnymi zatrudneniØmi pri qislennoæ ocenke integralov vida (2.22) dolßna vestis~ tak, qtoby svesti k minimumu oscillØci¸ fazovogo mnoßitelØ iz (2.25). SituaciØ zdes~ toßdestvenna s situacieæ v metode perevala pri vysokoqastotnoæ ocenke volnovyh

190 V. V. REXETNIKOV poleæ, predstavlØemyh integralami, vnexne pohoßimi na integral (2.22). Metody takoæ ocenki zdes~ moßno polagat~ izvestnymi.

Takim obrazom, pri ocenkah integralov tipa (2.22) (nazyvaemyh dalee integralami dlØ spektral~nyh funkciæ) put~ integrirovaniØ λ nußno stremit~sØ svesti na vozmoßno bol~xih ego uqastkah k stacionarnym liniØm

Im ψ(ζ, x) = const (2.28)

fazovoæ funkcii. V sluqae ukazannyh fazovyh funkciæ rassmatrivaemyh zadaq stacionarnye linii (2.28) svodØtsØ k stacionarnomu konturu λ_0, prohodØwemu qerez sedlovu¸ toqku ζ = ζ_0, a takße k petlØm Γ_γ i Γ_δ, ohvatyva¸wim te ili inye razrezy s verxinami v toqkah ζ = γ_k i γ = δ_k (k = 0 ili 2), prodeformirovannye v linii tipa (2.28) naibystreæxego vozrastaniØ vewestvennoæ qasti Re ψ(ζ, k) fazovoæ funkcii.

V takie linii kak raz i sleduet deformirovat~ ishodnyæ put~ integrirovaniØ λ spektral~nyh integralov vida (2.22).

V rezul~tate ukazannoæ deformacii opredelØetsØ oblast~ (V), sostoØwaØ iz uqastka osnovnogo lista ploskosti (ζ) i prilega¸wih k nemu uqastkov poboqnyh listov ploskosti, peresekaemyh konturom λ pri ego deformacii. Korni ζ = ζ_n(k) dispersionnogo uravneniØ (2.24), raspoloßennye i peremewa¸wiesØ v oblasti (V) pri izmenenii parametra k v raboqeæ qastotnoæ polose 0 < k < k_0 ≈ 2πq, (q 6 2 − 3), (2.29)

neobhodimo uqityvat~ pri qislennoæ ocenke integralov iz (2.22). Vyqety podintegral~nyh funkciæ takih integralov v upomØnutyh kornØh ζ = ζ_n(k) uravneniØ (2.24) opredelØ¸t tak nazyvaemye (stacionarnye) interferencionnye mody, vozbußda¸wiesØ v sloistoæ srede.

Takim obrazom, v rezul~tate ukazannoæ deformacii ishodnogo puti integrirovaniØ λ, spektral~naØ funkciØ U (x, k) iz (2.22) predstavlØetsØ summoæ U = 1 2πi ∫ λ0+Γ_γ +Γ_δ ) γ(ζ) Z_n(ζ, k) e^{−kψ(ζ,x)} dζ − ∑ p I_p(x, k) (2.30)

integralov po stacionarnym konturam treh tipov λ_0, Γ_{γk} i Γ_{δk} , a takße – mnoßestva vyqetov I_p(x, k) podintegral~noæ funkcii

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 191 iz (2.22) vo vse kornØh ζ = ζ_p(k) dispersionnogo uravneniØ, pereseqennyh konturom λ pri ego deformacii. Metody izuqeniØ i ocenki integralov po stacionarnym liniØm λ_0, Γ_{γk} i Γ_{δk} kaqestvenno otliqa¸tsØ ot metodov izuqeniØ i ocenki interferencionnyh mod, otveqa¸wih slagaemym I_p(x, k) iz (2.30). Vsledstvie fftogo ih sleduet rassmatrivat~ nezavisimo drug ot druga.

Takim obrazom, koliqestvennoe izuqenie rassmatrivaemyh volnovyh poleæ podrazdelØetsØ na dve nezavisimye qasti. Pri fftom pervaØ iz nih okazyvaetsØ svØzannoæ s ocenkoæ integralov iz (2.30), rasprostranennyh po stacionarnym konturam λ_0, Γ_{γk} i Γ_{δk} , opredelØ¸wim spektral~nye funkcii volnovyh poleæ interferencionnyh ob¨emnyh i golovnyh voln. A vtoraØ qast~ kasaetsØ izuqeniØ i ocenki interferencionnyh mod, opisyvaemyh poslednimi slagaemymi pravoæ qasti predstavleniØ polØ formuloæ vida (2.30).

Odnako preßde, qem obrawat~sØ k ukazannomu izuqeni¸ neposredstvenno volnovyh poleæ, celesoobrazno provesti seri¸ vspomogatel~nyh issledovaniæ, stavØwih cel~¸ vyØsnenie: 1) raspoloßeniØ na ploskosti (ζ) neobhodimyh (dlØ dal~neæxih issledovaniæ) stacionarnyh liniæ fazovoæ funkcii ψ(ζ, x); 2) raspoloßeniØ na ploskosti (ζ) oblasteæ (V), peresekaemyh ishodnym putem integrirovaniØ λ iz (2.22) pri ego deformacii v stacionarnye kontury λ_0, Γ_{γk} i Γ_{δk} ; i, nakonec, 3) raspoloßeniØ i peremeweniØ po oblastØm (V) korneæ ζ = ζ_n(k) dispersionnogo uravneniØ (2.24). Pri fftom, estestvenno, qto posledniæ vopros okazyvaetsØ naibolee vaßnym i trebu¸wim k sebe osnovnogo vnimaniØ.

Kak pokazal (nax) opyt, vypolnenie koliqestvennyh ocenok volnovyh poleæ, potrebovavxiæ ispol~zovaniØ sistemy special~no razrabotannyh, logiqeski sloßnyh, razvetvlennyh i vzaimno-uvØzannyh komp~¸ternyh programm, obstoØtel~noe vypolnenie ukazannyh vspomogatel~nyh issledovaniæ pozvolØet pridat~ ocenkam poleæ neobhodimu¸ naglØdnost~, ves~ma vaßnu¸ pri fiziqeskom osmyslivanii rezul~tatov vyqisleniØ poleæ. Pofftomu provedenie ukazanny¨ vspomogatel~nyh issledovaniæ sleduet sqitat~ vaßnym obØzatel~nym fftapom v rexenii l¸boæ konkretnoæ zadaqi na izuqenie interferencionnyh volnovyh poleæ v sloistyh sredah. Qto ße kasaetsØ shem provedeniØ takih issledovaniæ i poluqa¸wihsØ pri fftom rezul~tatov,

192 V. V. REXETNIKOV to ih udobno izlagat~ na primere kakih-libo konkretnyh zadaq.

§3. Shemy provedeniØ koliqestvennogo izuqeniØ interferencionnyh volnovyh poleæ i svØzannye s nimi voprosy

Posle izloßeniØ v §1 i §2 obwih poloßeniæ predlagaemogo podhoda k probleme, nußno obratit~sØ k obsußdeni¸ sposobov issledovaniØ rexeniæ konkretnyh zadaq na rasprostranenie interferencionnyh volnovyh poleæ v “dvuhsloænoæ” i v “trehsloænoæ” uprugih sredah, zadannyh nekotorymi znaqeni- Ømi svoih parametrov. Kak ukazano v p. 5 §2, v osnovu koliqestvennoæ ocenki poleæ polagaetsØ svedenie perviqnogo predstavleniØ dlØ vnutrennih (spektral~nyh) integralov vida (2.22) dlØ sostavlØ¸wih poleæ smeweniæ k summe kaqestvenno razliqnyh slagaemyh iz (2.30), proizvodimoe metodami konturnogo integrirovaniØ. Pofftomu sleduet privesti soobraßeniØ, ustanavliva¸wie vozmoßnost~ i celesoobraznost~ takogo svedeniØ, a zatem obratit~sØ k voprosam, svØzannym s qislennymi metodami koliqestvennoæ ocenki otdel~nyh slagaemyh pravyh qasteæ formul vida (2.30). Pri fftom naqinat~ zdes~ sleduet s postanovki nekotoroæ zadaqi na rasprostranenie interferencionnyh volnovyh poleæ, naprimer, v “trehsloænoæ” srede, parametry kotoroæ prihoditsØ zadavat~ qislenno.

1. DlØ izloßeniØ obwih podhodov k koliqestvennoæ ocenke

interferencionnyh volnovyh poleæ predpoloßim, qto rassmatrivaetsØ zadaqa na rasprostranenie interferencionnyh voln, naprimer, tipa P_0S_0 i S_0S_2 v “trehsloænoæ” srede

~z < ~H, (ν = 0); ~H_0 < ~z < ~H_0 + h, (ν = 1); z > ~H_0 + h, (ν = 2), (3.1)

vozbußdaemoæ sosredotoqennoæ normal~noæ (ploskoæ) siloæ, zadannoæ plotnost~¸ (1.5), (1.4) s funkcieæ formy f(t), predstavlennoæ na ris. 3 i 4.

Pust~ parametry sredy ime¸t znaqeniØ

ρ_0 = 2.5, v_{p0} = 4.0, v_{s0} = 2.0,

ρ_1 = 2.2, v_{p1} = 3.6, v_{s1} = 1.8,

ρ_0 = 2.7, v_{p2} = 5.5, v_{s2} = 2.75,

(ρ[g/sm^3], v[km/sek]). (3.2)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 193

Ris. 3. Ris. 4.

Pri fftom dlØ otnositel~nyh parametrov sredy poluqaetsØ (pervyæ variant parametrov) z = ~z h , x = ~x h , H_0 = ~H_0 h , H_2 = ~H_2 h , γ_ν = v_{s1} v_{pν} ; δ_ν = v_{s1} v_{sν} ; τ = v_{s1} h t; (3.2^′)

γ_0 = 0.45; δ_0 = 0.9; γ_1 = 0.5; δ_1 = 1; γ_2 = 0.33; δ_2 = 0.65. Qto ße kasaetsØ nabl¸deniæ, to oni proizvodØtsØ na profilØh vida z = z_0, x = x_k ≡ (0, 5, 10, 15, 20, 25). (3.3) Analitiqeskie predstavleniØ poleæ P_0S_0 i S_0S_2 v forme potencialov privedeny v p. 5, §6 stat~i [1]. V sostavlØ¸wih vektora smeweniæ oni predstavleny zdes~ integralami Fur~e iz (1.39), spektral~nye funkcii U i W kotoryh da¸tsØ formulami (1.41) i (1.43). Pri fftom funkcional~nye kofffficienty X^±_ν i Y^±_ν iz ukazannyh formul opredelØ¸tsØ putem rexeniØ sistem uravneniæ (1.26), (1.27), vypisannyh v razvernutom vide v

194 V. V. REXETNIKOV

§6 stat~i [1] (formuly (6.33)–(6.35)). Tam ße vypisano i Øvnoe vyraßenie dispersionnogo uravneniØ

Δ_3(ζ, k) = 0 (3.4)

rassmatrivaemoæ sredy.

Privedennye v (3.2) znaqeniØ parametrov “trehsloænoæ” sredy ispol~zu¸tsØ v §4 (v kaqestve gruppy 1) dlØ nekotoryh ill¸- straciæ strukturnyh fflementov volnovyh poleæ. Pri fftom dlØ sravneniØ (s cel~¸ nekotorogo usileniØ volnovodnyh svoæstv tonkogo sloØ ν = 1) tam rassmatrivaetsØ i 2-æ variant parametrov sredy, otliqa¸wiæsØ ot (3.2) tol~ko znaqeniØmi veliqin

ρ_1 = 2.2, v_{p1} = 3.0, v_{s1} = 1.3 (3.5)

dlØ tonkogo sloØ (ν = 1), qto privodit k sledu¸wim otnositel~- nym parametram

γ_0 = 0.375; δ_0 = 0.75; γ_1 = 0.5; δ_1 = 1; γ_2 = 0.27; δ_2 = 0.54 (3.5^′) 2-go varianta dlØ “trehsloænoæ” sredy.

Qto ße kasaetsØ “dvuhsloænoæ” sredy, to privodimye skudnye ill¸stracii (iz-za nedostatka mesta) otnosØtsØ k dvum naboram otnositel~nyh parametrov sred, a imenno

a) γ_1 = 0.5; δ_1 = 1.0; γ_2 = 0.33; δ_2 = 0.65 (3.6)

dlØ sluqaØ nizkoskorostnogo (volnovodnogo) tonkogo sloØ ν = 1 i b) γ_1 = 0.33; δ_1 = 1.0; γ_2 = 0.6; δ_2 = 1.2 (3.6^′)

dlØ sluqaØ vysokoskorostnogo sloØ. Pri fftom analitiqeskie predstavleniØ v “dvuhsloænoæ” srede v forme potencialov privedeny (s neobhodimymi poØsneniØmi) v p. 1 §6 stat~i [1]. Tam ße privedeny sistemy uravneniæ (6.8), (6.9) (ili (1.35), (1.36)) dlØ funkcional~nyh kofffficientov X^±_ν i Y^±_ν potencialov, a takße – dispersionnoe uravnenie

Δ_2(ζ, k) = 0, (3.7)

kotoroe v nastoØwem tekste dano pod nomerom (1.37).

Zdes~ ostaetsØ ewe otmetit~, qto dlØ bolee glubokogo (i naglØdnogo) ponimaniØ vnutrenneæ struktury interferencionnyh

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 195 volnovyh poleæ kraæne polezno ih sopostavlØt~, vo-pervyh, s neinterferencionnymi polØmi, vozbußdaemymi v srede tem ße vozdeæstviem pri otsutstvii tonkogo sloØ (ν = 1) (kogda ego parametry ρ_1, v_{p1} i v_{s1} otoßdestvlØ¸tsØ s parametrami ρ_2, v_{p2} i v_{s2} poluprostranstva ν = 2). I, vo-vtoryh, – s summarnym polem vseh interferencionnyh mod, ili s polem ob¨emnoæ interferencionnoæ volny, ili, nakonec, s polem golovnoæ volny, rassqitannymi razdel~no pri tom ße vnexnem vozdeæstvii.

2. V sootvetstvii s izloßennym v §2, a takße – v p. 2 §5

iz [1], do obraweniØ k koliqestvennym ocenkam spektral~nyh funkciæ vida (2.30) oqen~ polezno (esli ne neobhodimo) provodit~ vspomogatel~nye issledovaniØ, sostoØwie iz neskol~kih posledovatel~nyh fftapov.

V rassmatrivaemom sluqae zadaqi dlØ “trehsloænoæ” sredy iz p. 1 oni svodØtsØ k sledu¸wemu:

Na pervom fftape dlØ kaßdogo piketa x = x_k profilØ nabl¸- deniæ na kompleksnoæ ploskosti (ζ) stroØtsØ stacionarnye linii λ_0, l_γ i l_δ naibystreæxego vozrastaniØ veliqiny Re ψ(ζ, x_k) fazovoæ funkcii ψ(ζ, x_k) ocenivaemogo integrala iz (1.40) ili (1.42), opredelØemye uravneniØmi vida

Im ψ(ζ, x, z) = const .

Napomnim, qto zdes~ λ_0 – stacionarnaØ liniØ, prohodØwaØ qerez osnovnu¸ sedlovu¸ toqku ζ = ζ_0(x) fazovoæ funkcii, a l_γ i l_δ – podobnye ße linii, prohodØwie qerez toqki vetvleniØ ζ = γ i ζ = δ podintegral~noæ funkcii, ne ohvatyvaemye konturom λ_0 sverhu. (Sm. [1], §5 p. 2 i §3 p. 8–10.) Pri fftom na liniØh λ_0, l_γ i l_δ pomewa¸tsØ repernye otmetki znaqeniæ

Re ψ(ζ_p, x_k) = ρ_p > 0, (3.8)

i qerez repernye toqki ζ = ζ_p provodØt (faktiqeski ili myslenno) ortogonal~nye linii postoØnstva veliqin

Re ψ(ζ, x_k) = ρ_p > 0,

pozvolØ¸wie (pri izvestnyh znaqeniØh κ > 0) legko ocenivat~ (hotØ by kaqestvenno) moduli fazovogo mnoßitelØ | exp[−κψ(ζ, x)]| ≡ exp[−κ Re ψ(ζ, x)] (3.9)

196 V. V. REXETNIKOV na uqastkah ploskosti (ζ), gde postroeny (dlØ 2-oæ gruppy parametrov γ i δ iz (3.5^′)) linii tipa (3.8). Stacionarnye linii nekotoryh fazovyh funkciæ privedeny na ris. 5–7. Pri fftom (vsledstvie ffkonomii mesta) oni dany zdes~ lix~ pri treh znaqeniØh ffpicentral~nyh rasstoØniæ x, ukazannyh v levom verhnem uglu sootvetstvu¸wih risunkov.

Ris. 5.

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 197

Ris. 6.

Odnovremenno so stacionarnymi liniØmi λ_0, l_γ i l_δ na risunkah pomeqa¸tsØ i qastiqnye oblasti (B_k), toqki kotoryh mogut peresekat~sØ ishodnym konturom λ iz (2.22) pri ego deformacii v ukazannye stacionarnye linii fazovoæ funkcii.

V kaqestve granic takih (vozmoßnyh) oblasteæ (B_k) snaqala vybira¸tsØ poluprØmye (pri indekse ν = 0 i 2)

Re ζ = γ_ν , Re ζ = δ_ν ; Im ζ < 0, (3.10)

198 V. V. REXETNIKOV

Ris. 7.

parallel~nye mnimoæ osi ploskosti (ζ), vyhodØwie iz vseh toqek vetvleniØ podintegral~noæ funkcii iz (2.22). Odnako takie granicy ØvlØ¸tsØ fiktivnymi, i oni dolßny byt~ zameneny uqastkami stacionarnyh liniæ λ_0, l_γ i l_δ , prohodØwih qerez verxiny ζ = γ_k i ζ = δ_k razrezov (ne ohvatyvaemyh stacionarnym konturom λ_0), a takße – uqastkom kontura λ_0 (sm. ris. 5–7). Estestvennye qastiqnye oblasti (B_k) raspoloßeniØ korneæ poluqa¸tsØ iz oblasteæ (B_k ) iz (3.10) pri zamene ih bokovyh gra-

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 199 nic na sootvetstvu¸wie uqastki stacionarnyh liniæ l_γ , l_δ i λ_0. My budem oboznaqat~ ih slovami “estestvennye ili real~nye oblasti (B_k) tipa (3.10) raspoloßeniØ korneæ”.

S cel~¸ poØsneniæ otmetim, qto na ris. 5 pri x = 5 real~- nym okazyvaetsØ lix~ uqastok oblasti (B_1) levee linii λ_0. Na ris. 5 (x > 10) real~nymi ØvlØ¸tsØ uße vse uqastki oblasteæ 1–5, priqem bokovymi ih granicami okazyva¸tsØ stacionarnye linii λ_0, l_γ , l + δ i λ^{(2)}_0 , gde λ^{(2)}_0 – stacionarnyæ kontur fazovoæ funkcii ψ_1(ζ, x), prohodØwiæ qerez poboqnu¸ sedlovu¸ toqku ζ = ζ^{(2)}_{(0)} , raspoloßennu¸ v nedalekoæ okrestnosti toqki vetvleniØ ζ = δ_0 (sm. [1], §3 p. 8). Podobnyæ ße smysl ime¸t krivolineænye uqastki oblasteæ (B_κ), pomeqennye na ris. 6 i 7 simvolami 1–5. Real~nye (ili estestvennye) oblasti (B_κ) raspoloßeniØ korneæ dispersionnyh uravneniæ udobno primenØt~ pri postroenii liniæ korneæ pri pomowi maxinnyh algoritmov (sm. p. 10), a takße – dlØ ustanovleniØ nekotoryh svoæstv nestacionarnyh mod, opredelØemyh qerez posredstvo vyqetov podintegral~nyh funkciæ spektral~nyh integralov v kornØh dispersionnogo uravneniØ, raspoloßennyh v fiksirovannyh oblastØh (B_κ) (sm. p. 8 i 9). Pri ill¸stracii ße kartiny raspoloßeniØ liniæ korneæ (ζ = ζ_n(–) na kompleksnoæ ploskosti (ζ) ispol~zovanie “prØmougol~nyh oblasteæ (B_κ )” iz (3.10) daße bolee udobno.

Zdes~ ostaetsØ otmetit~, qto korni ζ = ζ_n(–) dispersionnyh uravneniæ stroØtsØ (i izuqa¸tsØ) na tret~em fftape (vspomogatel~nyh) issledovaniæ, svodØwihsØ k vyqisleni¸ korneæ i – k postroeni¸ ih liniæ l_p(–), vo vseh qastiqnyh oblastØh (B_κ ), (κ = 1, 2, 3, 4, 5) ploskosti (ζ) (iz kotoryh korni mogut byt~ prodolßeny kuda ugodno).

3. DlØ dal~neæxih issledovaniæ (formal~no) bylo by do-

statoqno znat~ raspoloßenie i peremewenie korneæ ζ = ζ_p(κ) pri izmenenii parametra κ > 0 v raboqeæ qastotnoæ polose iz (3.6) stat~i [1], obespeqiva¸weæ prisutstvie v izuqaemom pole interferencionnyh processov. Odnako vsledstvie izvestnyh osobennosteæ povedeniØ poleæ, predstavlØemyh “urezannymi” (naprimer sverhu) integralami Fur~e, celesoobrazno neskol~ko rasxirØt~ i oblasti 1–5 ploskosti (ζ) putem prodolßeniØ liniæ l_q korneæ pod vstreqaemye imi razrezy, qto na risunkah ne otmeqeno. (Zametim, qto podobnye voprosy zatragiva¸tsØ krat-

200 V. V. REXETNIKOV ko i v §5, p. 2.)

Qastiqnye oblasti (B_κ) iz (3.10), “zapolnennye” liniØmi korneæ ζ = ζ_p(–) s dostatoqno malymi argumentami – > 0, privedeny v kaqestve primerov na treh seriØh ris. 8–10. SeriØ ris. 8, sostoØwaØ iz qetyreh risunkov s nomerami 8_1–8_4, ill¸striruet raspoloßenie liniæ l_p korneæ ζ = ζ_p(–) dispersionnogo uravneniØ (3.4) v pØti oblastØh iz (3.10), otveqa¸wih “trehsloænoæ” srede (vtorogo varianta) s otnositel~nymi parametrami iz (3.5^′).

Ris. 8_1.

Na ris. 8_1 i 8_2 izobraßeny linii l_p korneæ s argumenta-

mi – < 30, raspolaga¸wiesØ v oblastØh (B1) (Re ζ < γ2) i

(B_2)(γ_2 < Re ζ < γ_0). Iz znaqitel~nogo mnoßestva korneæ, popada¸wih v ffti oblasti, lix~ nemnogie da¸t zametnyæ vklad v

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 201

Ris. 8_2.

summarnoe volnovoe pole. Linii takih korneæ na ukazannyh risunkah provedeny sploxnymi krivymi, snabßennymi repernymi otmetkami znaqeniæ – = –_n. OsnovnaØ massa xtrihovyh liniæ bez repernyh otmetok privedena lix~ s cel~¸ ill¸stracii naliqiØ bol~xogo koliqestva korneæ ζ = ζ_p(–), kotorye prihoditsØ obrabatyvat~ komp~¸teru. Na ris. 8_3 izobraßeny linii korneæ dispersionnogo uravneniØ (3.4), raspoloßennye v oblasti (B_3)(γ_0 < Re ζ < δ_2). Obrawaet na sebØ vnimanie “gruppa 1” liniæ korneæ, raspoloßennyh v tesnoæ okrestnosti vewestvennoæ osi (sleva), vosproizvedennaØ ewe raz v forme fragmenta ris. 8_3, gde ona dana s neobhodimymi repernymi otmetkami.

202 V. V. REXETNIKOV

Ris. 8_3.

Nakonec, na ris. 8_4 pomeweny: sleva – “gruppa 2” liniæ korneæ s repernymi otmetkami, raspoloßennyh vblizi vewestvennoæ osi oblasti (B_4)(δ_2 < Re ζ < δ_0)^{∗)}, a sprava privedeny grafiki ζ = ζ_p(–) zavisimosteæ ot – veliqin ζ_p iz promeßutka (δ_0, 1) vewestvennyh korneæ uravneniØ (3.4) iz oblasteæ (B_5).

Kak vyØsnØetsØ pri rasqetah v §4, naibol~xiæ interes zdes~ predstavlØ¸t mody, otveqa¸wie kornØm uravneniØ (3.4), obrazu¸wim gruppy 1 i 2 liniæ, izobraßennyh na ris. 8_3 i 8_4. Takie korni ζ = ζ(–) ime¸t ve~ma malye mnimye qasti. Pofftomu otveqa¸wie im mody zatuha¸t s uveliqeniem koordinaty x. Odnako oni zatuha¸t tak medlenno, qto prosleßiva¸tsØ na otnositel~- no oqen~ bol~xih rasstoØniØh x, vyraßennyh v tolwinah sloØ i v “rasstoØniØh H” (sm. §4).

4. ObrawaØs~ k sluqa¸ “dvuhsloænyh” sred, harakterizue-

myh parametrami (3.6) i (3.6^′), preßde vsego otmetim, qto i zdes~ naqinat~ sledovalo by s rassmotreniØ stacionarnyh li-

�)Sm. vertikal~nyæ masxtab fftih liniæ korneæ.

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 203

Ris. 8_4.

niæ λ_0, l_γ i l_δ fazovyh funkciæ vida ~Ψ_γ = ixζ + ~H √ ζ^2 − γ^2 , ~Ψ_δ = ixζ + ~H √ ζ^2 − δ^2 ,

(3.11)

vozbußdaemyh interferencionnyh volnovyh poleæ. Odnako vsledstvie fflementarnosti voprosa my pereædem srazu k liniØm l_p korneæ ζ = ζ_p(–) dispersionnyh uravneniæ, priqem naqnem so sluqaØ nizkoskorostnogo tonkogo sloØ.

Linii korneæ dispersionnogo uravneniØ (3.7) v sluqae parametrov (3.6) da¸tsØ na serii ris. 9, sostoØweæ iz qasteæ ris. 9_1, ris. 9_2 i ris. 9_3.

Na ris. 9_1 privedeno mnoßestvo liniæ l_p korneæ ζ = ζ_p(–), raspolaga¸wihsØ v oblasti (B_1) (0 < Re ζ < γ_2). Bol~xinstvo iz nih ne igraet zametnoæ roli pri vyqislenii poleæ smeweniæ. Takie linii l_p izobraßeny preryvistymi krivymi bez repernyh otmetok – = –_n(ζ). Pri rasqetah prinimalis~ vo vnimanie ostal~nye pØt~ liniæ, dannyh na ris. 9_1 sploxnymi krivymi –

204 V. V. REXETNIKOV

Ris. 9_1.

s repernymi otmetkami. Na ris. 9_2 v takoæ ße menere izobraßeny linii korneæ ζ = ζ_p(–) iz oblasti (B_2) (γ_2 < Re ζ < δ_2). Vse linii fftoæ gruppy raspolaga¸tsØ “vblizi” vewestvennoæ osi i potomu sostavlØ¸wie ih korni mogut otveqat~ slabo zatuha¸- wim interferencionnym modam. V takom otnoxenii vydelØ¸tsØ sploxnye linii korneæ, snabßennye repernymi otmetkami. Nakonec, na ris. 9_3 izobraßeny grafiki ζ = ζ_n(–) peremeweniØ vewestvennyh korneæ uravneniØ (3.7) vdol~ promeßutka δ_2 < ζ < 1 pri neograniqennom vozrastanii parametra –.

OstaetsØ rassmotret~ linii korneæ dispersionnogo uravneniØ (3.7) v sluqae parametrov iz (3.6^′), otveqa¸wih vysokoskorostnomu tonkomu slo¸. Na ris. 10_1 izobraßeny linii korneæ l_p uravneniØ (3.7), otnosØwiesØ k oblasti (B_1) (0 < Re ζ < γ_2). Na nih preryvistye linii korneæ bez repernyh otmetok, otveqa-

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 205

Ris. 9_2, 9_3.

¸t kornØm, vnosØwim prenebreßimo malyæ vklad v vyqislenie volnovyh poleæ. Linii ße korneæ ζ = ζ_p(–), vnosØwih zametnyæ vklad v rasqety polØ smeweniæ, dany sploxnymi liniØmi s repernymi otmetkami.

Ostal~nye ße dve oblasti (B_2) (γ_2 < Re ζ < δ_2) i (B_3)(δ_2 < ζ), soderßawie po odnomu korn¸ uravneniØ (3.7) pri rassmatrivaemyh nebol~xih znaqeniØh parametra – > 0, izobraßeny na odnom “kombinirovannom” ris. 10_2. Ris. 10_2 sostoit iz fflementov koordinatnyh oseæ ploskosti (ζ), prilega¸wih k toqke ζ_0 = γ_2 − 0.09i, vblizi kotoroæ raspoloßen malyæ fflement linii kornØ (ne igra¸wego, pravda, zametnoæ roli v vyqisleniØh). A

206 V. V. REXETNIKOV

Ris. 10_1.

vtorym fflementom ris. 10_2 ØvlØetsØ grafik kornØ ζ = ζ_p(–), vyhodØwego pri – = 0 iz toqki ζ ≈ 1.68 i peremewa¸wegosØ vdol~ vewestvennoæ osi ploskosti (ζ) k toqke δ_2, a zatem i k toqke ζ = δ_1.

5. Linii lp korneæ ζ = ζp(–) dispersionnyh uravneniæ (3.4) i

(3.7), otveqa¸wie ewe nebol~xim znaqeniØm qastotnogo parametra (argumenta) – < 30, raspolaga¸tsØ na ris. 8–10 priqudlivo i, kak pravilo, v otnositel~nom udalenii ot vewestvennoæ osi ploskosti (ζ), gde veliqina

exp[– Re ψ(ζ(–), x)],

harakterizu¸waØ sredniæ uroven~ amplitud interferencionnyh mod, okazyvaetsØ maloæ (a qasto daße prenebreßimo maloæ). Raspoloßenie liniæ korneæ v oblastØh (B_κ) kompleksnoæ

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 207

Ris. 10_2.

ploskosti (ζ) zametno zavisit ot parametrov γ_κ i δ_κ, harakterizu¸wih rassmatrivaemu¸ sredu, priqem osobenno pri perehode ot sluqaev vysokoskorostnogo tonkogo sloØ k sluqa¸ nizkoskorostnyh (volnovodnyh) tonkih sloev.

V poslednih sluqaØh, kak izvestno, sredi korneæ dispersionnyh uravneniæ poØvlØ¸tsØ (v kraæne pravyh qastiqnyh oblastØh (B_κ)) vewestvennye korni, otveqa¸wie nezatuha¸wim interferencionnym modam, registriruemym pri nebol~xih udaleniØh ot tonkogo sloØ i nezatuha¸wih (teoretiqeski) pri uveliqenii ffpicentral~nogo rasstoØniØ x. Pri udalenii ße toqki nabl¸deniØ polØ ot tonkogo sloØ ih amplitudy zatuha¸t po

208 V. V. REXETNIKOV ffksponencial~nomu zakonu. V fftom sostoØt izvestnye fakty, xiroko osvewennye v literature.

Odnako pri izuqenii raspoloßeniØ korneæ naxih dispersionnyh uravneniæ v oblastØh (B_4) i (B_3) v sluqae “trehsloænoæ” – i v oblasti (B_2) “dvuhsloænoæ” sredy (s nizkoskorostnym volnovodnym tonkim sloem) obnarußeny gruppy korneæ, raspoloßennyh (i peremewa¸wihsØ) v ves~ma tesnoæ okrestnosti vewestvennoæ osi (sm. ris. 8_4 i 8_3, a takße ris. 9_2). Netrudno videt~, qto v sluqae popereqnyh voln, opredelØemyh simvolami S_0S_2 ili S_0S_0 v sluqae “trehsloænoæ” sredy i – simvolom S_2 v sluqae “dvuhsloænoæ” sredy, takim kornØm mogut otveqat~ modal~nye volny, zatuha¸wie nastol~ko slabo, qto oni prosleßiva¸tsØ na rasstoØniØh v mnogie desØtki tolwin sloØ. Pri fftom takie mody rasprostranØ¸tsØ ne tol~ko vdol~ sloØ, no i pod znaqitel~nymi uglami ot nego vglub~ poluprostranstv.

O naliqii takih mod my ne vstreqali svedeniæ v literature, nesmotrØ na to obstoØtel~stvo, qto ih svoæstva i rasprostranenie dolßny predstavlØt~ nesomnennyæ prikladnoæ interes. Nekotorye svedeniØ o podobnyh modah (otnosØwihsØ k volnam popereqnogo tipa) privodØtsØ v p. 8 i 9, a takße v §4. Odnako v obwem vide ih fenomen, nesomnenno, nußdaetsØ v special~nom izuqenii, k kotoromu my sobiraemsØ obratit~sØ v blißaæxem buduwem.

VozvrawaØs~ k neposredstvennoæ tematike nastoØwego razdela ostaetsØ otmetit~, qto na 4-om fftape vspomogatel~nyh issledovaniæ nußno rexat~ vopros ob uqastii korneæ dispersionnogo uravneniØ v vyqislenii poleæ smeweniæ po formulam tipa (2.30). Pri fftom Øsno, qto k uqasti¸ v ocenkah^{∗)} sleduet dopuskat~ korni, udovletvorØ¸wie dvum usloviØm: 1) Ih linii dolßny raspolagat~sØ vnutri oblasteæ (B_1)–(B_5) iz ris. 8–10 pri znaqeniØh κ iz raboqeæ qastotnoæ polosy (2.29); i 2) v uqityvaemyh kornØh ζ = ζ_q (κ) dispersionnogo uravneniØ ffksponencial~nyæ fazovyæ mnoßitel~ | exp[−κψ(ζ, x)]| ≡ exp[−κ Re ψ(ζ, x)], opredelØ¸wiæ kaqestvenno porØdok veliqiny vyqeta podinte-

�)ProvodØwihsØ v logiqeskoæ uvØzke s vyqisleniem integralov po stacionarnym liniØm (tipa λ0, λγ i l0), qerez kotorye korni pronika¸t v oblasti (B_k), ili uhodØt iz nih. (Sm. konec p. 7).

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 209 gral~noæ funkcii v korne ζ = ζ_q(κ), dolßen prevoshodit~ zadannoe porogovoe znaqenie, naprimer,

exp[−κ Re ψ(ζ_q , x)] > δ_0 = e^{−4}. (3.12)

Qto ße kasaetsØ “ruqnoæ” realizacii ocenok veliqin iz (3.12) v kornØh iz ris. 8 i 9, to na kaqestvennom urovne oni legko vypolnØ¸tsØ putem naloßeniØ (daße lix~ myslennogo) stacionarnyh liniæ vida (3.8) iz ris. 5–7 na sistemy liniæ korneæ iz ris. 8 i 9. Pri fftom znaqeniØ –, otveqa¸wie tekuwim toqkam ζ = ζ_q (κ) liniæ korneæ iz ris. 8 i 9, dolßny umnoßat~sØ na sootvetstvu- ¸wie znaqeniØ Re ψ(ζ_q , x_k) liniæ tipa (3.8) iz ris. 5–7, qto i pozvolØet kaqestvenno proverØt~ vypolnimost~ usloviØ (3.12). Takim sposobom inogda udaetsØ srazu ße otseØt~ mnoßestvo korneæ iz ris. 8–9 kak ne da¸wih zametnogo vklada v predstavleniØ sostavlØ¸wih poleæ smeweniæ.

K izloßennomu umestno ewe dobavit~, vo-pervyh, qto otseivanie korneæ, nesuwestvennyh dlØ ocenki poleæ smeweniæ v rassmatrivaemyh zadaqah, nußno provodit~ takße i po znaqeni¸ verhnego predela κ_0 v raboqeæ qastotnoæ polose iz (2.29), opredelØ¸weæ oblast~ nizkoqastotnosti izuqaemyh volnovyh poleæ. Takoe otseivanie prowe vsego vypolnØt~ ewe na urovne postroeniØ liniæ korneæ v qastiqnoæ oblasti (B_k) primenØemym algoritmom. Posledniæ (sm. p. 10) stroit korni v posledovatel~nosti momentov κ_m < κ_{m+1} ih prihoda v oblast~ (B_k ), vsledstvie qego dostatoqno tol~ko prervat~ ego rabotu v moment κ = κ_0.

Vo-vtoryh ße, qto pri rabote programmy v avtomatiqeskom reßime vse pereqislennye operacii komp~¸ter delaet sam, bez vmexatel~stva izvne.

6. Posle provedeniØ (v tom ili inom vide) opisannyh vspo-

mogatel~nyh issledovaniæ proizvoditsØ perehod ot ishodnyh predstavleniæ poleæ v forme metoda Lemba (naprimer, v vide povtornyh integralov (1.39), (1.40)–(1.43)) k predstavleni- Øm vnutrennih (spektral~nyh) integralov dlØ U i W v forme (2.30). V rezul~tate fftogo vsœ dal~neæxee svoditsØ k vyqisleni¸ integralov iz (2.30), rasprostranennyh po stacionarnym konturam λ_0, Γ_γ i Γ_δ, a takße – summ vyqetov podintegral~nyh funkciæ vo vseh kornØh dispersionnogo uravneniØ, pereseqennyh ishodnym konturom λ pri ego deformacii v kontury λ_0, Γ_γ i Γ_δ.

210 V. V. REXETNIKOV

Osnovnoæ ffksponencial~nyæ mnoßitel~ podintegral~nyh funkciæ takih integralov ne oscilliruet vdol~ ukazannyh konturov i ubyvaet naibystreæxim obrazom. Pofftomu integrirovat~ prihoditsØ po otnositel~no nebol~xim uqastkam stacionarnyh konturov, priqem dlØ kaqestvennoæ ih ocenki vpolne podhodØwim okazyvaetsØ metod perevala v qislennoæ ego realizacii.

Primenenie takogo metoda predpolagaet, qto na puti integrirovaniØ, naprimer, na konture λ_0, net korneæ dispersionnogo uravneniØ rassmatrivaemoæ zadaqi. Esli ße kakoæ-libo iz korneæ ζ = ζ_p(κ) dispersionnogo uravneniØ vyhodit na kontur λ_0 v toqke ζ_0 ∈ λ_0, priblißaØs~ k konturu s pravoæ storony ot nego, t.e. ζ_p(κ) (_+ → ) ζ_0 ∈ λ_0 (3.13)

(gde ζ_p(κ) stremitsØ k toqke ζ_0 ∈ λ_0 iz qasti ploskosti (ζ), ne pereseqennoæ ewe konturom λ pri ego deformacii v stacionarnye linii λ_0, Γ_γ i Γ_δ), to znaqenie integrala iz (2.30)

J^+_0 (κ, x, λ_0) = 1 2πi ∫ (λ0) γ(ζ)Z_n(ζ, κ, x)e^{−κψ(ζ,x)}dζ (3.14) po konturu λ_0, soderßawemu uße koren~ ζ_p(κ) ∈ λ_0, ponimaetsØ kak predel~noe znaqenie pri uslovii (3.13) ot znaqeniØ J_0(κ, x, λ_0), u kotorogo ewe ζ_p(κ) ∉ λ_0. (Sm. p. 6 i 7, §5 stat~i [1]). Esli ße koren~ ζ = ζ_p(κ) stremitsØ k toqke ζ_0 ∈ λ_0 s levoæ storony ot kontura λ_0 ζ_p(κ) (_− → ) ζ_0 ∈ λ_0, (3.15)

to funkcii J_0(κ, x, λ_0) iz (2.30) pri ζ_p(κ) ∉ λ_0 ime¸t predel~noe znaqenie J^−_0 (κ, x, λ_0), svØzannoe s predel~nym znaqeniem J^+_0 (κ, x, λ_0) iz (3.14) sootnoxeniem

J^+_0 (κ, x, λ_0) = J^−_0 (κ, x, λ_0) − a^{−1}(κ, x, λ_0), (3.16)

gde a^{−1}(κ, x, λ_0) oboznaqaet vyqet podintegral~noæ funkcii iz (3.14) v korne ζ_p(κ) = ζ_0.

Soverxenno takße obstoit delo i pri vyhode kornØ ζ = ζ_p(κ) dispersionnogo uravneniØ na tu ili inu¸ vetv~ petli Γ iz (2.30), ohvatyva¸weæ razrez s verxinoæ ζ = γ ili ζ = δ, esli

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 211 vyhod na razrez osuwestvlØetsØ v toqke ζ_0 ∈ Γ, otliqnoæ ot verxiny ζ = γ, ili ζ = δ. Pri fftom sluqaæ verxin razrezov, obhodimyh pri vozrastanii κ kornem ζ = ζ_p(κ) pri perehode s odnogo lista rimanovoæ poverhnosti (ζ) na drugoæ, trebuet bolee detal~nogo rassmotreniØ.

7. Pri naliqii vewestvennyh korneæ ζ = ζp(κ) dispersionno-

go uravneniØ obyqno vstreqa¸tsØ sluqai, kogda (pri ishodnom provedenii razrezov) koren~ ζ = ζ_p(κ) snaqala pri κ < κ_0 peremewaetsØ po nißnemu beregu razreza (sprava nalevo) k nekotoroæ toqke vetvleniØ ζ = δ, a zatem, pri vozrastanii κ > κ_0, peremewaetsØ (sleva napravo) po verhnemu beregu razreza, udalØØs~ ot toqki ζ = δ. Pri prodeformirovannom razreze v poluprØmu¸ l_δ (Re ζ = δ, Im ζ < 0), upomØnutyæ koren~ ζ = ζ_p(κ) snaqala peremewaetsØ vdol~ vewestvennoæ osi vtorogo lista ploskosti (ζ) k verxine ζ = δ + 0 razreza l_δ . Zatem on peresekaet razrez l_δ (v samoæ ego verxine), vyhodit na osnovnoæ list ploskosti (ζ) i dalee peremewaetsØ po uqastku ζ > δ vewestvennoæ osi osnovnogo lista.

V obsußdaemom sluqae pri rassmotrenii integrala J(κ, x, Γ_δ) = 1 2πi ∫ (Γ_δ) γ(ζ)Z_n(ζ, κ) exp[−κψ(ζ, x)]dζ (3.17)

iz (2.30) nekotoroe osloßnenie voznikaet vsledstvie prohoßdeniØ qerez verxinu ζ = δ razreza l_δ (t.e. qerez toqku vetvleniØ ζ = δ funkcii Z_n(ζ, κ)) kornØ ζ = ζ_n(κ) dispersionnogo uravneniØ. LevaØ qast~ Δ(ζ, κ) takogo uravneniØ vhodit v (znamenatel~) predstavleniØ iz (2.1) Z_n(ζ, κ) = D(ζ, κ) Δ(ζ, κ) (3.18)

dlØ funkcii Z_n(ζ, κ) iz (3.17), priqem ee vetvlenie v toqke ζ = δ – sledstvie vhoßdeniØ v vyraßeniØ Δ(ζ, κ) i D(ζ, κ) radikala √ ζ^2 − δ^2. Pofftomu upomØnutoe osloßnenie ustranØetsØ pri zamene v (3.17) peremennoæ integrirovaniØ ζ na peremennu¸ y, naprimer, po formule y = √ ζ − δ, (ζ = y^2 + δ ≡ ζ(y)). (3.19)

212 V. V. REXETNIKOV Pri fftom: 1) put~ integrirovaniØ Γ_δ (v forme petli, ohvatyva- ¸weæ razrez l_δ ) otobraßaetsØ na prØmu¸ L_δ

y = k · exp ( −i π 4 ) , (−∞ < k < ∞) (3.20) ploskosti (y), obhodimu¸ iz 2-go kvadranta v qetvertyæ.

2) Rassmatrivaemyæ koren~ ζ = ζ_0(κ) s vewestvennoæ poluosi ζ > 0 2-go lista ploskosti (ζ) otobraßaetsØ na koren~

y_0(κ) ≡ √ ζ_0(κ) − δ < 0, stremØweæsØ k toqke y = 0 vdol~ otricatel~noæ qasti vewestvennoæ poluosi ploskosti (y) (s pravoæ storony ot linii L_δ ).

3) Koren~ y_0(κ) s uqastka ζ > δ vewestvennoæ osi osnovnogo lista ploskosti (ζ) otobraßaetsØ na uqastok y > 0 vewestvennoæ osi ploskosti (y), raspoloßennyæ sleva ot linii L_δ (sm. ris. 11, gde izobraßen uqastok L_δ novogo puti integrirovaniØ, pereseka¸wiæ vewestvennu¸ os~ v toqke y = 0 pod uglom φ =^π_4 , a takße – otrezok linii korneæ, sovpada¸wiæ s otrezkom ab vewestvennoæ osi).

Ris. 11.

Qto ße kasaetsØ integrala iz (3.21), to on prinimaet vid J(κ, x, L_δ) = 1 2πi ∫ (L_δ) γ(ζ)Z_n (ζ, κ) exp[−κψ(ζ, x)]2y dy, (3.21)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 213 gde ζ imeet znaqenie ζ = ζ(y) iz (3.19), priqem podintegral~- naØ funkciØ okazyvaetsØ regulØrnoæ v (dostatoqno xirokoæ) okrestnosti toqki y = 0. Pri fftom koren~ y = y_0(κ) dispersionnogo uravneniØ, ime¸wiæ znaqenie

y_0(κ) ≡ √ ζ_0(κ) − δ, (3.22)

peresekaet put~ integrirovaniØ L_δ v toqke y = 0 vdol~ nekasaetl~nogo k nemu puti (sovpada¸wego s otrezkom ab vewestvennoæ osi na ris. 11. Pofftomu k integralu (3.21) primenim rezul~tat (3.16) iz p. 6.

Qto ße kasaetsØ zameny peremennoæ integrirovaniØ po (3.19), to ee moßno proizvodit~ v (3.17) otnositel~no vsego puti integrirovaniØ v vide petli Γ_δ, ohvatyva¸weæ razrez l_δ, kak i podrazumevalos~ vyxe. Odnako moßet okazat~sØ bolee udobnym razbivat~ put~ integrirovaniØ Γ_δ iz (3.21) na dve qasti: na “daleku¸” qast~ ζ ∈ Γ_δ , |ζ − δ| > ε (3.23) puti, na kotoru¸ koren~ ζ = ζ_0(κ) dispersionnogo uravneniØ ne vyhodit (i vyqislenie integrala vida (3.17) vdol~ kotoroæ ne vstreqaet zatrudneniæ), i na “blizku¸” qast~ puti integrirovaniØ ζ ∈ Γ_δ , |ζ − δ| < ε (3.24) (gde ε > 0 dostatoqno malo), prilega¸wu¸ neposredstvenno k verxine ζ = δ razreza l_δ . Pri fftom opisanie podhoda k vyqisleni¸ integrala (3.21) udobnee davat~ v predpoloßenii, qto req~ idet o vyqislenii integrala po blißneæ qasti (3.24) puti integrirovaniØ.

V kaqestve toqek diskretizacii peremennoæ integrirovaniØ y na otrezke prØmoæ L_δ celesoobraznoæ vybrat~

y_k = Δ_0k; −N 6 k 6 N, (k ≠ 0), Δ_0 = √ ε N e^{−i π4} , (3.25)

gde N ≫ 1 dostatoqno bol~xoe qislo.

Vyqislenie ße integrala J sleduet proizvodit~ v dostatoqno plotnoæ setke znaqeniæ κ = κ_m qastotnogo parametra κ iz (2.17), otnositel~no kotoroæ pri vyqislenii integrala iz (3.21) pred-

214 V. V. REXETNIKOV polagaetsØ, qto 0 < κ_1 < κ_2 < . . . < κ_m < . . . , y_0(κ_m) < 0 pri m < m_0,

y_0(κ_m) > 0, esli m > m_0,

(3.26)

gde qislo m_0 dostatoqno veliko.

Pri ukazannom vybore toqek diskretizacii podintegral~naØ funkciØ integrala iz (3.21) ostaetsØ koneqnoæ vo vseh toqkah y = y_k i κ = κ_m seti iz (3.25) i (3.26). Pomimo fftogo pri znaqeniØh κ_m < κ_{m0} (znaqeniØh κ_m > κ_{m0} ) koren~ y = y_0(κ_m) dispersionnogo uravneniØ raspolagaetsØ na ploskosti (y) sprava (sleva) ot puti integrirovaniØ L_δ. Vsledstvie fftogo znaqenie J(κ_m, x, L_δ) integrala iz (3.21) pri vozrasta¸wih znaqeniØh m < m_0, m → m_0 (pri ubyva¸wih znaqeniØh m > m_0, m → m_0) dolßno stremitsØ k opredelennomu (suwestvu¸wemu!) “qislennomu” predelu

J^+(κ_{m0} , x, L_δ), (sprava),

i J^−(κ_{m0} , x, L_δ), (sleva).

(3.27)

Pri fftom takie predel~nye znaqeniØ dolßny udovletvorØt~ sootnoxeni¸ tipa (3.16), v kotorom a_{−1}(κ, x, λ_0) oboznaqaet vyqet v pol¸se 1-go porØdka podintegral~noæ funkcii iz (3.21), vyqislØemoæ v korne dispersionnogo uravneniØ y = y_0(κ_m), raspoloßennom v neposredstvennoæ blizosti toqki y = 0. Znaqenie ße takogo vyqeta moßet vyqislØt~sØ po formule

a_{−1} = lim y→y0(κ_m ) {2yγ[ζ(y)]Z_n[ζ(y), κ_m] e^{−κψ[ζ(y),x]}[y − y_0(κ_m)]}. (3.28) Zametim, qto upomØnutoe sootnoxenie (3.16) moßet slußit~ takße i podtverßdeniem pravil~nosti vyqisleniØ integralov iz (3.27). K izloßennomu ostaetsØ lix~ prisovokupit~, vo-pervyh, qto v predstavlenii (2.30) vse vyqety v kornØh ζ = ζ_n(κ) dispersionnogo uravneniØ oboznaqeny simvolami I(x, κ) nezavisimo ot togo, kakoæ kontur λ_0 ili Γ_δ koren~ ζ = ζ_n(κ) peresekaet. I, vo-vtoryh, qto pri podstanovke vo vnexniæ (useqennyæ) integral Fur~e iz (1.39) rezul~tatov vyqisleniØ vseh qasteæ stacionarnogo volnovogo polØ, stacionarnye mody (t.e. vyqety v kornØh ζ = ζ_p(–) uravneniØ (3.4), raspoloßennyh v oblastØh (B_k)) dolßny uqityvat~sØ sovmestno s integralami po stacionarnym

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 215 liniØm, peresekaemyh upomØnutymi kornØmi. Ved~ tol~ko ffto kompensiruet razryvy v integralah J^±(–, x, λ_0) tipa integralov iz (3.14) i (3.16) (naliqie kotoryh privodit k oscillØcionnym pogrexnostØm pri vyqislenii vnexnih integralov Fur~e).

8. ObrawaØs~ k poslednim slagaemym predstavleniæ (2.30)

dlØ spektral~nyh funkciæ U i W sostavlØ¸wih poleæ smeweniæ, sleduet podqerknut~, qto imi opredelØ¸tsØ predstavleniØ stacionarnyh i prostranstvenno-vremennyh interferencionnyh mod v rassmatrivaemyh volnovyh polØh. Sami takie slagaemye vyqislØ¸tsØ kak vyqety a_{−1}(x, κ) ≡ I(x, κ) podintegral~nyh funkciæ iz (2.30) v pol¸sah (pervogo porØdka), sovpada¸wih s kornØmi ζ = ζ_p(κ) dispersionnogo uravneniØ zadaqi, peresekaemyh kontuorom λ pri ego deformacii v stacionarnye linii λ_0, l_γ i l_δ iz (2.30).

V p. 8 §5 iz [1] priveden algoritm vyqisleniØ takih vyqetov a_{−1}(x, κ) = lim_{ζ→ζp (κ)}{(ζ − ζ_p(κ))γ)Z_n(ζ, κ) e^{−κψ(ζ,z)}}, (3.29) v kotorom stremlenie ζ k ζ_p(κ) proizvoditsØ, naprimer, vdol~ kasatel~noæ k linii l_p kornØ v toqke ζ = ζ_p(κ), gde vyqet vyqislØetsØ. Takoæ algoritm okazalsØ dostatoqno ffffektivnym v naxih priloßeniØh.

Kak upominalos~ v p. 5, v rassmatrivaemyh “trehsloænoæ” i “dvuhsloænoæ” sredah, soderßawih nizkoskorostnoæ tonkiæ sloæ, obnarußiva¸tsØ “neobyqnye” popereqnye volny poverhnostnogo i nepoverhnostnogo tipa. Pofftomu predstavlØet interes privesti zdes~ predvaritel~nye (poka ewe nepolnye) dannye, vyØsnØ¸wie qastiqno ih prirodu i pozvolØ¸wie luqxe vosprinØt~ privodimyæ v §4 ill¸strativnyæ material.

Predpoloßim, naprimer, qto rassmatriva¸tsØ volny tipa S_0S−_0 i S_0S_2 v “trehsloænoæ” srede s parametrami iz (3.5^′), predstavlennye povtornymi integralami vida (2.21) i (2.22), harakterizuemymi sootvetstvenno fazovymi funkciØmi ψ = ψ_1(ζ, x, z) = ixζ + H_1 √ ζ^2 − δ^2_0 + (H_1 − z) √ ζ^2 − δ^2_0 ≡ ≡ ixζ + (2H_1 − z) √ ζ^2 − δ^2_0 , (z < H_1) (3.30)

216 V. V. REXETNIKOV i ψ = ψ_2(ζ, x, z) = ixζ + H_1 √ ζ^2 − δ^2_0 + (z − H_1 − 1) √ ζ^2 − δ^2_1 (3.31)

(pri z > H_1 + 1), gde H_1 oboznaqaet rasstoØnie istoqnika 0 ot krovli z = H_1 tonkogo (volnovodnogo) sloØ.

V sootvetstvii s primenØemoæ metodikoæ, pri deformacii ishodnogo puti integrirovaniØ λ iz (2.22) v stacionarnye kontury λ_0, l_γ i l_δ fazovoæ funkcii ψ(ζ, x, z) (naprimer, iz (3.30) i (3.31)) pereseka¸tsØ korni ζ = ζ_p(–) dispersionnogo uravneniØ (3.4), raspolaga¸wiesØ v krivolineænyh qastiqnyh oblastØh (B_k), tipa oblasteæ (B_k) iz p. 2.

Napomnim, qto korni ζ = ζ_p(–) dispersionnogo uravneniØ (3.4) pri vewestvennyh parametrah iz (3.5^′) izobraßeny na serii ris. 8. A na ris. 5–7 dlØ nekotoryh fazovyh funkciæ postroeny stacionarnye linii λ_0, l_γ , l_δ , prohodØwie qerez (osnovnu¸) sedlovu¸ toqku ζ = ζ_0(x) (monotonno vozrasta¸wu¸ pri uveliqenii x > 0), a takße – qerez toqki vetvleniØ radikalov, raspoloßennyh na vewestvennoæ osi i ne ohvatyvaemyh sverhu konturom λ_0.

V dopolnenie k fftomu na ris. 12 zdes~ postroeny shematiqeski naqal~nye uqastki liniæ λ_0, l_γ i l_δ fazovoæ funkcii ψ_1(ζ, x, z) iz (3.30), ime¸weæ sedlovu¸ toqku

ζ = ζ_0(x) = δ_0 x √ x^2 + H^2

, (H = 2H_1 − z),

otveqa¸wie pØti posledovatel~no-vozrasta¸wim znaqeniØm rasstoØniØ x > 0. (Koncevye uqastki stacionarnyh liniæ λ_0, l_γ i l_δ na risunke ne ukazany.) Ris. 12 daet predstavlenie o tom, v kakoæ posledovatel~nosti “otkryva¸tsØ” oblasti (B_k) iz p. 2, soderßawie korni dispersionnogo uravneniØ (3.4)^{∗)}, vyqety v kotoryh sleduet uqityvat~ pri postroenii polØ interferencionnyh mod pri znaqenii x, otveqa¸wem rassmatrivaemoæ sheme k iz ris 12. Na ris. 13 privedeny podobnye ße postroeniØ dlØ fazovoæ funkcii ψ_2(ζ, x, z) iz (3.31).

Pust~ ζ = ζ_0 – odin iz korneæ uravneniØ (3.4), popada¸wiæ v nekotoru¸ oblast~ (B_k), a

⃗I_0(ζ_0, x, z) = ⃗A_0(ζ_0, –) exp[−–ψ(ζ_0, x, z)] (3.32)

�)Raspoloßennye na ploskosti_{(ζ)} v oblastØh_{(Bk)} v sootvetstvii s dannymi iz ris. 8.

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 217

Ris. 12, 13.

oboznaqaet vyqet, vyqislØemyæ po (3.29) v toqke ζ = ζ_0 podintegral~noæ funkcii iz spektral~nogo predstavleniØ (2.22) issleduemogo polØ smeweniæ iz (2.21). Togda dlØ polØ smeweniæ ⃗u_0, otveqa¸wego takomu vyqetu (obrazu¸wemu pole nestacioranrnoæ mody v korne ζ = ζ_0) poluqaetsØ kaqestvenno predstavlenie vida

⃗u_0 = const –0∫ 0 ⃗A_0(ζ_0, –)F ( i–^{vs1}_h^) e^{i–τ−–ψ(ζ0 ,x,z)}d–, (3.33) kotoroe i sleduet neskol~ko utoqnit~.

PredstavlØØ fazovye funkcii iz (3.30), (3.31) v kompleksnoæ forme

ψ_q (ζ_0, x, z) = Re ψ_q(ζ, x, z) + i Im ψ_q(ζ_0, x, z), (3.34)

218 V. V. REXETNIKOV gde Re ψ_1 = xη + (2H_1 − z) Re √ ζ^2_0 − δ^2_0 ,

Im ψ_1 = xξ + (2H_1 − z) Im √ ζ^2_0 − δ^2_0,

Re ψ_2 = xη + H_1 Re √ ζ^2_0 − δ^2_0 + (z − H_1 − 1) Re √ ζ^2_0 − δ^2 ,

Im ψ_2 = xξ + H_1 Im √ ζ^2_0 − δ^2_0 + (z − H_1 − 1) Im √ ζ^2_0 − δ^2 ,

(3.35)

dlØ ffksponencial~nogo mnoßitelØ iz (3.33) budem imet~ e^i–^{τ−}–^{ψ(ζ0 ,x,z)} = = e^−–^{Re ψq (ζ0,x,z)} exp i–[τ − Im ψ_q (ζ_0, x, z)]. (3.36)

Takoe vyraßenie otveqaet korn¸ ζ_0 = ξ − iη dispersionnogo uravneniØ (3.4) (ne zavisØwego ot toqek (x, z) nabl¸deniØ polØ), popada¸wemu pri rassmatrivaemyh (fiksirovannyh) znaqeniØh x i z v kaku¸-to qastiqnu¸ oblast~ (B_k), vse bokovye granicy kotoroæ obrazovany stacionarnymi lini- Ømi fazovoæ funkcii ψ_q(ζ, x, z) iz (3.36)

Im ψ_q(ζ, x, z) = I_{qκ}(x, z) = const (3.37)

s razliqnymi postoØnnymi v pravyh qastØh. Pri fftom toqki c_κ(x, z) i d_κ(x, z) vyhoda na vewestvennu¸ os~ (osnovnogo lista kompleksnoæ ploskosti (ζ)) bokovyh liniæ (3.37) kaßdoæ qastiqnoæ oblasti (B_κ) obrazu¸t nabor nepereseka¸wihsØ (vewestvennyh) promeßutkov (c_κ, d_κ), nahodØwihsØ s oblastØmi (B_κ) vo vzaimno-odnaznaqnom sootvetstvii.

9. I vot, esli teper~ vospol~zovat~sØ fflementranym svoæ-

stvom stacionarnyh liniæ mnimoæ qasti regulØrnoæ funkcii ψ_q(ζ, x, z) (soderßaweæ v kaqestve parametrov x i z), to okaßetsØ, qto pri l¸bom raspoloßenii kornØ ζ = ζ_0 uravneniØ (3.4) vnutri fiksirovannoæ qastiqnoæ oblasti (B_κ), v promeßutke (c_κ, d_κ) s tem ße indeksom κ naædetsØ takaØ toqka ζ = ξ_0, qto pri rassmatrivaemyh znaqeniØh x i z okaßetsØ spravedlivym ravenstvo Im ψ_q(ζ_0, x, z) = Im ψ_q(ξ_0, x, z). (3.38)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 219 PravaØ qast~ takogo ravenstva legko ocenivaetsØ kaqestvenno i privodit k prostoæ priblißennoæ ocenke struktury oscillØcionnogo qlena iz vyraßeniØ (3.36), soderßawego vremØ τ i vhodØwego v predstavlenie (3.33) rassmatrivaemoæ mody.

Otnositel~no ße amplitudnogo mnoßitelØ

exp[−– Re ψ_q (ζ_0, x, z)] (3.39)

iz (3.36), zavisØwego ot x i z i otveqa¸wego rassmatrivaemomu korn¸ ζ = ζ_0 dispersionnogo uravneniØ, v obwem sluqae ne udaetsØ vyskazat~ prostyh ocenoqnyh sußdeniæ. (Krome prikidoqnyh koliqestvennyh ocenok, proizvodimyh na osnove repernyh otmetok na stacionarnyh liniØh (3.37), ograniqiva¸wih oblast~ (B_κ), v kotoroæ koren~ ζ = ζ_0 raspoloßen.)

Odnako v osobyh sluqaØh, kogda v nekotoryh iz qastiqnyh oblasteæ (B_κ) obnarußiva¸tsØ korni (ili gruppy korneæ), raspoloßennye kuqno v ves~ma tesnoæ okrestnosti toqek vewestvennyh promeßutkov (c_κ, d_κ), v kaqestve priblißennoæ (kaqestvennoæ) ocenki veliqiny (3.39) moßno vzØt~ ee znaqenie v nekotoroæ “sredneæ toqke” ζ = ~ζ_0 = ~ξ_0 − i~η upomØnutoæ gruppy, v kotoroæ ~η > 0 malo.

Pust~, naprimer, rassmatrivaetsØ moda s fazovoæ funkcieæ ψ_2(ζ, x, z) iz (3.34), (3.35) pri parametrah γ i δ iz (3.5^′), u kotoryh δ_2 < δ_0.

PolagaØ ~ζ_0 ≈ ξ_0 i prenebregaØ, radi prostoty, pogrexnostØmi porØdka O(η̃), snaqala dopustim, qto

c_κ < ξ_0 < d_κ < δ_2. (3.40)

Togda, esli poloßit~

y = z − H_1 − 1, ξ_0 = a_0, √ δ^2 − ξ^2_0 = b_0

H_1 √ δ^2_0 − ξ^2_0 = χ_0, (3.41)

i vvesti oboznaqeniØ ⃗r = x⃗i + y⃗κ, ⃗n = n_x⃗i + n_z⃗κ, n_x = a_0 δ_2

, n_z = b_0 δ_2

220 V. V. REXETNIKOV dlØ radius-vektora ⃗r toqki nabl¸deniØ i orta ⃗n normali k frontu volny, to dlØ podintegral~noæ funkcii iz (3.33) poluqitsØ priblißennoe vyraßenie

⃗u(–, x, z) =^⃗A0(ζ0, –)F^(i–^{vs1}_h^) e^{−–}e^{ηx} exp i– [ τ − ⃗n⃗r v_{s2} v_{s1} − χ_0 ] (3.42) tipa ploskoæ volny s fazovoæ funkcieæ, opredelennoæ po (3.38) dostatoqno toqno.

Qto ße kasaetsØ amplitudnogo mnoßitelØ exp(−–~ηx), to emu moßno pridavat~ izvestnyæ koliqestvennyæ smysl v sluqaØh raspoloßeniØ kornØ (ili gruppy korneæ) uravneniØ (3.4) v tesnoæ okrestnosti promeßutka (c_κ, d_κ) (kak ffto nabl¸daetsØ, naprimer, na ris. 8_3 i 8_4). V celom, moda (3.33), (3.42) imeet vid zatuha¸weæ (po napravleni¸ osi ox) ploskoæ volny, rasprostranØ¸weæsØ v napravlenii orta ⃗n iz (3.41) pod uglom φ k osi ox, gde

tgφ = 1 ξ_0 √ δ^2 − ξ^2_0 . (3.43)

Ill¸straciØ suwestvovaniØ v rassmatrivaemyh sredah voln takogo tipa dana v §4 v p. 7 i 8.

Esli ße vmesto (3.40) okazyvaetsØ

ξ̃_0 ≈ ξ_0 i δ_2 . ~ξ_0 . δ_0, (3.44)

to dlØ Re ψ_2 i Im ψ_2 iz (3.35) poluqa¸tsØ priblißennye vyraßeniØ Re ψ_2 ≈ ~η + y √ ~ξ2_0 − δ2, Im ψ_2 = xξ_0 + χ_0,

v kotoryh ispol~zovany oboznaqeniØ iz (3.44). Vsledstvie fftogo dlØ podintegral~noæ funkcii iz predstavleniØ mody (3.33), vmesto (3.42) budem imet~

Ū(–, x, z) =^⃗A0(ξ0, –)F^(i–^{vs1}_h^) e^{−–[}e^{ηx+y√}e^{ξ20−δ2 ]}×

× exp i–[τ − ξ_0 − χ_0]. (3.45)

�to sootvetstvuet tipiqnoæ poverhnostnoæ volne, rasprostranØ¸weæsØ so skorost~¸ v iz promeßutka v_{s2} < v < v_{s0}^{∗)} i zatuha¸weæ ffksponencial~no pri uglublenii toqki nabl¸deniØ v �)V fftom prowe ubedit~sØ posle perehoda ot bezrazmernyh peremennyh

τ, x i dr. k sootvetstvennym razmernym veliqinam t = τ hv_s1 , ex = xh i dr.

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 221 poluprostranstvo z > H_1 + 1. Nakonec, v sluqae ξ_0 > δ_0, delo obstoit primerno tak ße.

Ne zaderßivaØs~ na obsußdenii analogiqnogo (i bolee prostogo) sluqaØ polØ tipa S_0S_0 s fazovoæ funkcieæ ψ_1(ζ, x, z) iz (3.30), lix~ otmetim, qto znaqeniØ amplitudnyh ffksponencial~- nyh mnoßiteleæ iz (3.42) i (3.45) netrudno bylo by suwestvenno utoqnit~ na osnove primeneniØ qislennyh metodov ocenki znaqeniæ radikalov iz (3.30) i (3.31).

10. Vsledstvie oqevidnoæ osoboæ roli v rassmatrivaemyh za-

daqah korneæ ζ = ζ_p(–) dispersionnyh uravneniæ, v zakl¸qenie razdela umestno ewe raz vernut~sØ k voprosu o qislennom opredelenii takih korneæ ζ = ζ_p(–) i o naibolee racional~nyh algoritmah postroeniØ ih liniæ l_p.

DlØ postroeniØ korneæ ζ = ζ_p(κ) dispersionnyh uravneniæ byla razrabotana logiqeski razvetvlennaØ bystro rabota¸- waØ programma (dlØ personal~nogo komp~¸tera), opisanie kotoroæ v detalØh potrebovalo by slixkom bol~xogo mesta. Pofftomu zdes~ prihoditsØ ograniqit~sØ lix~ samym neobhodimym, a imenno: izloßeniem ishodnyh poloßeniæ, na kotoryh postroena programma, a takße – obweæ shemoæ ee raboty. Qto ße kasaetsØ ishodnyh poloßeniæ, to k nim moßno otnesti sledu¸wie izvestnye fakty:

1) Korni ζ = ζ_p(κ) dispersionnogo uravneniØ raspolaga¸tsØ na mnogolistnoæ rimanovoæ poverhnosti (ζ) diskretno i poqti vsegda okazyva¸tsØ prostymi.

2) Pri κ = 0 koneqnoe ih qislo (6 64 v sluqae “trehsloænoæ” sredy) raspolagaetsØ (na razliqnyh listah rimanovoæ poverhnosti) v oblastØh |ζ| < R_0 < ∞, a ostal~noe (neograniqennoe) ih mnoßestvo nahoditsØ na beskoneqnosti. Pri vozrastanii κ > 0 korni posledovatel~no mogut prihodit~ v vybiraemu¸ koneqnu¸ oblast~ (B), v kotoroæ proizvodØtsØ ocenki poleæ.

3) V upomØnutoæ oblasti (B) (vybrannoæ, naprimer, v forme prØmougol~nika), ograniqennoæ prostym konturom l, obwee qislo korneæ N i summa ih koordinat ∑ ζ_κ (pri κ = const)

N = Δ | |_{(l)}arg Δ(ζ); ∑ k ζ_k = 1 2πi ∮ (l) ζ Δ_ζ(ζ, κ) Δ(ζ, κ) dζ (3.46)

222 V. V. REXETNIKOV mogut byt~ opredeleny pri pomowi dvuh teorem Koxi, sformulirovannyh v p. 14, §4, [1]. Pri fftom proizvodnu¸ po ζ ot levoæ qasti dispersionnogo uravneniØ

Δ(ζ, κ) = 0 (3.47)

dopustimo vyqislØt~ metodom qislennogo differencirovaniØ.

4) Znaqenie l¸bogo kornØ ζ = ζ_p(κ) dispersionnogo uravneniØ (3.47), opredelennogo v toqke (ζ_0, κ_0), moßet byt~ prodolßeno v (l¸bu¸) oblast~ κ > κ_0 na osnovanii koneqno-raznostnoæ realizacii rexeniØ zadaqi Koxi iz p. 6, §4, [1] dlØ uravneniØ (4.30) iz [1], t.e. dζ dκ = − Δ–(ζ, κ) Δ_ζ (ζ, κ) , pri naqal~nyh dannyh ζ = ζ_0 pri κ = κ_0.

Qtoby poØsnit~ princip raboty programmy, dopustim, qto trebuetsØ opredelit~ korni ζ = ζ_p(κ) uravneniØ (3.47) v zadannoæ oblasti (B) kak funkcii ot qastotnogo parametra κ > 0. DlØ opredeleniØ korneæ vybiraetsØ nekotoryæ (dostatoqno malyæ) xag Δκ > 0 i rassmatrivaetsØ posledovatel~nost~ znaqeniæ

κ_l = (l − 1)Δκ, (l = 1, 2, 3, . . .). (3.48)

Na 1-om xage processa pri κ = 0 primeneniem teorem Koxi iz (3.46) k takim qastØm oblasti (B), v kotoryh nahoditsØ ne bo-

lee odnogo kornØ uravnenØ (3.47) opredelØetsØ znaqenie ζ =^∘ζ_n vseh (osobyh) korneæ, nahodØwihsØ v oblasti (B). Naædennye

pri κ = 0 znaqeniØ^∘ζ_n korneæ utoqnØ¸tsØ po N~¸tonu, a zatem prodolßa¸tsØ v trebuemu¸ qastotnu¸ polosu

0 6 κ < κ0. (3.49)

Na 2-om xage processa 1-aØ teorema Koxi primenØetsØ pri vozrasta¸wih znaqeniØh l > 1 i κ iz (3.48) do vstreqi s takimi znaqeniØmi l = l_1 > 1 i κ_1 = (l_1 − 1)Δκ, (3.50)

pri kotoryh qislo korneæ N_2 v oblasti (B) izmenØetsØ na edinicu (N_2 = N_1 ± 1).

Esli okazalos~ N_2 = N_1 − 1, (3.51)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 223

qto otveqaet prihodu iz oblasti (B) odnogo iz korneæ ζ =^∘ζ_n(κ), kotorye uße byli opredeleny v polose (3.49) na 1-om xage processa, to procedura 2-go xaga processa zakanqivaetsØ.

Esli ße pri κ = κ_1 > 0 okazalos~

N_2 = N_1 + 1,

qto otveqaet prihodu v oblast~ (B) novogo kornØ, to primenØetsØ ewe i 2-aØ teorema Koxi iz (3.46), privodØwaØ k summe vseh korneæ iz oblasti (B) v moment κ = κ_1 iz (3.50) v vide ∑ (2) ζ^{(2)}_k (κ_1) = ∑ (1) ζ^{(1)}_k (κ_1) + ζ(κ_1). (3.52)

Pervoe slagaemoe iz pravoæ qasti zdes~ oboznaqaet izvestnu¸ uße summu (vseh) korneæ iz oblasti (B), obnarußennyh na pervom xage processa pri κ = 0 i prodolßennyh v oblast~ (3.49). Vtoroe ße slagaemoe ζ(κ_1) iz (3.52) otveqaet novomu korn¸, voxedxemu v oblast~ (B) pri izmenenii κ v promeßutke (0, κ_1). Ego priblißennoe znaqenie opredelØetsØ iz (3.52), kak raznost~ summ, znaqeniØ kotoryh izvestny. �to znaqenie utoqnØetsØ po N~¸tonu, a zatem ono prodolßaetsØ (analitiqeski) v polosu iz (3.49).

Na 3-em xage processa 1-aØ teorema Koxi iz (3.36) primenØetsØ pri vozrasta¸wih znaqeniØh l > l_1 i κ > κ_1 do vstreqi s takimi znaqeniØmi

l = l_2 > l_1 i κ_2 = (l_2 − 1)Δκ, (3.53)

pri kotoryh qislo korneæ N_3 v oblasti (B) izmenØetsØ na edinicu i t.d.

Ne kasaØs~ zdes~ mnogoqislennyh detaleæ i “tonkosteæ”, ostaetsØ otmetit~, qto programma, osnovannaØ na ukazannom algoritme, rabotaet vpolne nadeßno i dostatoqno bystro.

§4. O qislennyh issledovaniØh interferencionnyh volnovyh poleæ v sredah, soderßawih lix~ odin tonkiæ sloæ

1. Iz rezul~tatov §1 i 2 sleduet, qto v kaqestvennom otnoxe-

nii struktury matematiqeskih predstavleniæ volnovyh poleæ

224 V. V. REXETNIKOV v zadaqah dlØ proizvol~noæ paqki tonkih sloev, nahodØweæsØ v (ßestkom) kontakte s poluprostranstvami, ne otliqaetsØ ot struktury poleæ, otveqa¸wih sluqa¸ odnosloænoæ paqki, rassmotrennoæ v stat~e [1]. V takih zadaqah (pri vybrannyh fiksirovannyh znaqeniØh parametrov poluprostranstv, okaæmlØ¸wih paqku) toßdestvennymi okazyva¸tsØ fazovye funkcii spektral~nyh (vnutrennih) integralov – predstavleniæ poleæ v forme metoda Lffmba. Vsledstvie fftogo toßdestvennymi okazyva¸tsØ i sistemy stacionarnyh konturov λ_0 i l_{γ,δ} fazovyh funkciæ, v kotorye deformiruetsØ ishodnyæ put~ integrirovaniØ λ ukazannyh integralov. RazliqiØ ße v predstavleniØh poleæ proisteka¸t lix~ iz-za suwestvennogo usloßneniØ struktury medlenno-izmenØ¸wihsØ qasteæ podintegral~nyh vyraßeniæ vnutrennih spektral~nyh integralov, v tom qisle i levyh qasteæ dispersionnyh uravneniæ sredy. Poslednee ße moßet privodit~ k nekotoromu usloßneni¸ struktury i logiki algoritma opredeleniØ korneæ dispersionnogo uravneniØ na osnove ispol~- zovaniØ teoremy Koxi o kornØh analitiqeskih funkciæ. Sledstviem ße vsego fftogo, po-vidimomu, okaßetsØ izvestnoe uveliqenie vremeni rasqetov, trebu¸wihsØ na vyØsnenie raspoloßeniØ na kompleksnoæ ploskosti (ζ) korneæ dispersionnogo uravneniØ, na rexenie sistem uravneniæ tipa (1.26)–(1.28) dlØ funkcional~nyh kofffficientov X^±_n i Y^±_n podintegral~nyh funkciæ iz (1.40)–(1.43) i dr. Odnako ffto ne moßet otrazit~sØ na kaqestvennoæ storone podhodov k izuqeni¸ volnovyh poleæ. Pofftomu predlagaemye i ispol~zuemye zdes~ metody koliqestvennogo izuqeniØ volnovyh poleæ v “trehsloænoæ” i “dvuhsloænoæ” sredah okazyva¸tsØ prigodnymi poqti bukval~no i v sluqaØh zadaq dlØ mnogosloænyh tonkosloistyh paqek.

2. PrimenØemye podhody k koliqestvennym issledovaniØm vol-

novyh interferencionnyh poleæ izloßeny v algoritmiqeskoæ forme v §5 iz [1], a takße zdes~ v §3. Pri fftom znaqitel~noe vnimanie udeleno izuqeni¸ raspoloßeniØ na kompleksnoæ ploskosti (ζ) korneæ ζ = ζ_p(κ) dispersionnyh uravneniæ zadaq, problemam vyqisleniØ vnutrennih (spektral~nyh) integralov, rasprostranennyh po stacionarnym konturam λ_0, l_γ i l_δ , a takße vyqisleni¸ vyqetov podintegral~nyh funkciæ v sootvetstvennyh kornØh ζ = ζ_p(κ) dispersionnyh uravneniæ. Qto kasaetsØ vyqislitel~nyh algoritmov rexeniØ podobnyh problem i qislennoæ

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 225 ih realizacii, to ih vybor proizvodilsØ pri xirokom predvaritel~nom oprobovanii razliqnyh podhodov, obsußdavxihsØ v §3, a takße v §5 stat~i [1].

V rezul~tate dlØ rasqeta interferencionnyh volnovyh poleæ tipa SV byl razrabotan dostatoqno sloßnyæ v qislennom i logiqeskom otnoxenii vyqislitel~nyæ algoritm na Øzyke “Si”, soderßawiæ svyxe 10^4 operatorov. On ewe prohodit vsestoronnee testirovanie, pri provedenii kotorogo my poka ograniqivaemsØ sluqaem odnogo tonkogo SV sloØ. �tap testirovaniØ okazalsØ kraæne trudoemkim, qto svØzano, preßde vsego, so sloßnost~¸ struktury liniæ korneæ l_p i stacionarnyh konturov λ_0 pri qislennom vyqislenii spektral~nyh funkciæ, soqetanie kotoryh privodit qasto k “nestandartnym situaciØm”. Trudoemkost~ qislennyh issledovaniæ obuslovlena takße naliqiem v vyqislitel~nom komplekse bol~xogo qisla original~nyh programm, rexa¸wih qastnye zadaqi i realizu¸wih special~nye (ne vsegda standartnye) matematiqeskie metody, nußda¸wiesØ kak v otdel~nom testirovanii, tak i v testirovanii sovmestno s drugimi fflementami (funkciØmi) programmy. Pri fftom v processe serii oprobovaniæ vyØsnilos~, qto dlØ ffffektivnogo primeneniØ vyqislitel~nogo kompleksa v usloviØh praktiki bylo by kraæne ßelatel~no imet~ vozmoßnost~ primenØt~ algoritmy kak v interaktivnom reßime, tak i v avtomatiqeskom (ili v lokal~no-avtomatiqeskom reßime). Poslednee ße predpolagaet vozmoßnost~ vyqisleniØ kak polnogo volnovogo polØ, tak i fiziqeski nezavisimyh ego qasteæ, na kotorye pole rasweplØetsØ v naxem metode estestvennym putem.

Odnako v nastoØwee vremØ vyqislenie stacionarnyh integralov po konturam tipa λ_0 i – interferencionnyh mod udalos~ avtomatizirovat~ polnost~¸ v (naibolee qasto vstreqa¸wihsØ) sluqaØh, kogda predvaritel~noe vyØsnenie raspoloßeniØ liniæ korneæ l_ζ otnositel~no konturov λ okazyvaetsØ “normal~nym” (t.e. dostatoqno prostym). Sluqaæ troæstvennoæ blizosti toqki vetvleniØ i kornØ ζ = ζ_p(κ) dispersionnogo uravneniØ kak drug k drugu, tak i k toqkam ζ kontura λ_0, ravno kak i sluqaæ korneæ ζ = ζ_p(κ), peremewa¸wihsØ na koneqnom intervale Δκ v tesnoæ okrestnosti puti integrirovaniØ λ_0 (i nekotorye drugie) trubu¸t ewe vmexatel~stva issledovatelØ.

Podobnym ße obrazom, vyqislenie korneæ ζ = ζ_p(κ) dispe-

226 V. V. REXETNIKOV rsionnogo uravneniØ, proizvodØweesØ v otdel~nom programmnom bloke, inogda trebuet ewe vmexatel~stva issledovatelØ v “nepredvidennyh” sluqaØh (kogda, naprimer, koren~ raspolagaetsØ v tesnoæ okrestnosti toqki vetvleniØ dispersionnogo uravneniØ). Pofftomu naxu razrabotku polnoæ, logiqeski-zamknutoæ programmy rasqetov i izuqeniØ interferencionnyh volnovyh poleæ my ne sqitaem zaverxennoæ; i raboty po ee soverxenstvovani¸ budut prodolßeny. (Zametim tol~ko, qto podobnyæ period “obkatki-stanovleniØ” sloßnyh programm sleduet sqitat~ obyqnym udelom vseh programm rasqeta mnogoparametriqeskih sistem s bol~xim qislom algoritmov i razvetvlennoæ logikoæ.)

3. Izloßenie obstoØtel~stva, v sovokupnosti s trudoemkost~¸

l¸boæ obstoØtel~noæ interpretacieæ rassqityvaemyh volnovyh poleæ, pobudili nas otkazat~sØ ot popytok provesti razvernutu¸ ill¸straci¸ vyqislitel~nyh materialov, poluqennyh, v osnovnom, v processe rassmotreniØ razroznennyh zadaq pri “obkatke” programmy. Pofftomu bylo rexeno ograniqit~sØ zdes~ skupym naborom sluqaev rasqeta poleæ, ne pretendu¸wih na sistematiqnost~, no demonstriru¸wih vse ße dostatoqno otqetlivo, vo-pervyh, vyqislitel~nye vozmoßnosti primenØemyh metodov, vo-vtoryh, znaqitel~nye ih vozmoßnosti v otnoxenii fiziqeskoæ interpretacii rassqityvaemyh volnovyh poleæ i, nakonec, – vozmoßnosti v interpretacii volnovyh poleæ v smysle seæsmorazvedki.

My privodim zdes~ snaqala neskol~ko grupp teoretiqeskih seæsmogramm, otveqa¸wih profil~nym nabl¸deniØm pri fiksirovannyh znaqeniØh z = const i x = x_k, gde x_k – bezrazmernye ffpicentral~nye rasstoØniØ toqek nabl¸deniØ polØ. Pri fftom v sluqae “trehsloænoæ” modeli sred rassmatrivaem neskol~ko znaqeniæ fazovyh funkciæ (iz qisla upomØnutyh v p. 8 §3 i delaem akcent na predstavlenii interferencionnyh volnovyh poleæ v vide summy neskol~kih slagaemyh, ime¸wih dostatoqno qetko razliqnyæ fiziqeskiæ smysl. Poslednee svoæstvo harakterno dlØ primenØemogo metoda, tak kak v nem obwee interferencionnoe pole vyqislØetsØ poqlenno v forme slagaemyh upomØnutyh tipov, ob¨edinØemyh v summu, predstavlØ¸wu¸ polnoe volnovoe pole v srede. Takoe razbienie polØ na slagaemye voshodit k formule (2.30) iz p. 5 §2 i ko vsemu, qto s ne¸ svØzano...

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 227 Qto ße kasaetsØ formy izloßeniØ, to predstavlØetsØ celesoobraznym snaqala privodit~ teoretiqeskie seæsmogrammy, otveqa¸wie konkretnym shemam nabl¸deniØ i izuqeniØ polØ, a zatem obrawat~sØ k ih kommentariØm i dopolneniØm.

4. Gruppa 1 (teoretiqeskih seæsmogramm).

RassmatrivaetsØ “trehsloænaØ” sreda iz p. 1 §3, pri tom ße istoqnike Õ, (1.5), (1.4) s funkcieæ f(t) iz ris. 3 i 4 (s maksimumom spektra ~–_0 = 5) pri oboznaqeniØh iz (3.1), (3.2) i pri parametrah sredy iz (3.2^′), nakonec pri sheme nabl¸deniæ (3.3), vyraßennoæ v bezrazmernyh peremennyh. RasstoØnie H_0 istoqnika ot krovli tonkogo sloØ ν = 1 i rasstoØnie H_2 podoxvy tonkogo sloØ ot profilØ (3.3) ravny

H_0 = H_2 = 10.

V piketah κ, t.e. z = x_κ profilØ

x = x_κ = (0, 5, 10, 15, 20, 25) (4.1)

(κ = 0, 1, 2, 3, 4, 5) stroitsØ polnoe pole ⃗u ≡ ⃗U (x) = 4∑ q=1 ⃗U_q(x), (4.2)

vozbußdaemoe v srede istoqnikom Õ. V ramkah formul~noæ terminologii iz p. 6 §1 polnoe pole prelomlennoæ (v poluprostranstvo ν = 2) volny slagaetsØ v piketah x = x_κ profilØ iz qetyreh nezavisimyh (sostavnyh) grupp voln, opredelØemyh simvolami

(p_0, p_2), (p_0, s_2), (s_0, p_2), (s_0, s_2) (4.3) ili ⃗U_1((p_0, p_2); x) ≡ ⃗U_1(x), ⃗U_2((p_0, s_2); x) ≡ ⃗U_2(x),

⃗U_3((s_0, p_2); x) ≡ ⃗U_3(x), ⃗U_4(s_0, s_2); x) ≡ ⃗U_4(x).

(4.4)

Na ris. 14 predstavleny seæsmogrammy sostavlØ¸wih u_x i u_z poleæ polnyh summarnyh voln iz (4.2), vyqislennyh dlØ kaßdogo piketa κ profilØ (4.1). Sploxnye (xtrihovye) linii, postroennye v odnom masxtabe, otveqa¸t gorizontal~nym u_x (vertikal~nym u_z) sostavlØ¸wim summarnogo polØ smeweniæ. Pri

228 V. V. REXETNIKOV

Ris. 14, 15.

fftom, s cel~¸ ffkonomii mesta seæsmogrammy u_x i u_z privedeny na odnom ris. 14 v vide xesti par trass, otveqa¸wih vsem piketam κ.

Na ris. 15 v takoæ ße forme privedeny seæsmogrammy polnyh (sostavnyh) prelomlennyh voln tipov iz (4.3), vyqislennyh

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 229 dlØ odnogo i togo ße piketa x_4 = 20. Oni izobraßeny na verhnih qetyreh parah trass, sprava ot kotoryh privedeny sootvetstvu¸wie simvoly iz (4.3). A na posledneæ (pØtoæ) pare trass privedeny seæsmogrammy summ vseh voln iz (4.3), vyqislennyh v toqkah (x, τ ) trassy 4. S toqnost~¸ do postroeniØ krivyh oni sovpada¸t s seæsmogrammami, izobraßennymi na trassah 4 iz ris. 14.

Ris. 16, 17.

230 V. V. REXETNIKOV

Nakonec na ris. 16 privedeny v preßnih predpoloßeniØh na dvuh nißnih (qetvertyh) trassah seæsmogrammy u_x i u_z (sostavnogo) polØ S_0S_2 iz ris. 15, otveqa¸wie piketu x_4 = 20, t.e. piketu 4. A na verhnih treh parah (teoretiqeskih) trass privedeny polØ u_x i u_z, iz kotoryh ukazannoe pole sostavlØetsØ.

V rassmatrivaemom sluqae k nim otnosØtsØ polØ iz trass tr = 4, vyqislØemye po spektral~nym integralam iz (2.30), rasprostranennym sootvetstvenno po stacionarnomu konturu λ_0(tr = 1), po petle Γ_2, ohvatyva¸weæ razrez s verxinoæ v toqke ζ = γ_2 (tr = 2) i, nakonec, po petle Γ_0, ohvatyva¸weæ razrez s verxinoæ v toqke vetvleniØ ζ = γ_0 (tr = 3). Po svoim fiziqeskim svoæstvam takie polØ rodstvenny obyqnym neinterferencionnym polØm: 1) ob¨emnoæ prelomlennoæ volny S_0S_2; 2) golovnoæ volny Γ_2 i golovnoæ volny Γ_0. Pofftomu ih estestvenno nazyvat~ interferencionnymi upomØnutymi volnami, a ih svoæstva sleduet vyØsnØt~ obyqnymi korrelØcionnymi sposobami, primenØemymi k sootvetstvu¸wim teoretiqeskim (profil~nym) seæsmogrammam.

V qisle sostavnyh qasteæ polØ S_0S_2 iz ris. 16 zdes~ otsutstvuet slagaemoe, otveqa¸wee modam vo vseh kornØh dispersionnogo uravneniØ (3.4), peresekaemyh perviqnym putem integrirovaniØ λ iz (1.43) pri ego deformacii v stacionarnye linii λ_0, Γ_2 i Γ_0. Otsutstvie na ris. 14–16 takogo polØ ØvlØetsØ sledstviem prinØtoæ pri rasqetah toqnosti vyqisleniæ, v ramkah kotoroæ upomØnutoe slagaemoe okazalos~ prenebreßimo malym. Poslednee ße obuslovilos~ bol~ximi znaqeniØmi parametrov x, H_0 i H_2 fazovoæ funkcii ψ = ixζ + 10 √ ζ^2 − δ^2_0 + 10 √ ζ^2 − δ^2

iz (1.43), otveqa¸weæ rassmatrivaemoæ volne S_0S_2.

V zakl¸qenie umestno otmetit~, qto rasqety vseh voln, vhodØwih v sostav voln tipov iz (4.3), trebu¸t v srednem porØdka 10 minut raboty Pentiuma 300.

5. Gruppa 2 (teoretiqeskih seæsmogramm).

V seæsmogrammah gruppy 1 ne proØvilis~ (vsledstvie ih malosti) interferencionnye mody v kornØh ζ = ζ_p(κ) dispersionnogo uravneniØ (3.4), peresekaemyh ishodnymi putØmi integrirovaniØ λ integralov, opredelØemyh simvolami (4.3), pri ih

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 231 deformacii v stacionarnye linii λ_0, l_γ i l_δ iz (3.20) sootvetstvu¸wih fazovyh funkciæ iz (4.2). Kak legko videt~ ffto proizoxlo iz-za ves~ma bol~xih H_0 = H_2 = 10 znaqeniæ rasstoØniØ istoqnika ot tonkogo sloØ i tonkogo sloØ ot profilØ.

Qtoby ubedit~sØ v fftom, byl osuwestvlen perehod k dannym iz (3.2), v kotoryh proizvedena zamena parametrov v_{p1} = 3.6 i v_{s1} = 1.8 na znaqeniØ

v_{p1} → 3.0; v_{s1} → 1.5,

(vtorogo varianta sredy), usiliva¸waØ neskol~ko volnovodnye svoæstva tonkogo sloØ. �to privodilo k sledu¸wim znaqeniØm otnositel~nyh parametrov sred

γ_0 = 0.38, δ_0 = 0.75, γ_1 = 0.5, δ_1 = 1, γ_2 = 0.27, δ_2 = 0.54, (4.5) pri kotoryh kak raz i proizvodilis~ sledu¸wie rasqety poleæ v sluqae “trehsloænoæ” sredy.

V pervoæ gruppe takih rasqetov, ill¸striruemyh na ris. 17– 19 (gde po ideænomu smyslu ffti risunki sleduet rassmatrivat~ v izmenennom porØdke: 18, 19, 17), privodØtsØ seæsmogrammy sostavlØ¸wih polØ smeweniæ, otveqa¸wie znaqeniØm H_0 = H_2 = 0.5 rasstoØniæ istoqnika Õ i toqki nabl¸deniØ A polØ ot granic tonkogo sloØ. Pri fftom rassqityva¸tsØ summarnye polØ smeweniæ (vseh voln) v pikete 3 (t.e. x_κ = 15) v sluqae istoqnika Õ, harakterizuemogo maksimumami spektra signala v istoqnike ~–_0 = 5 i ~–_0 = 10 (sm. ris. 3, 4), vosproizvedennye sootvetstvenno na ris. 18 i ris. 19. (Risunku ße 17 pridaetsØ “zakl¸qa¸wiæ smysl” v konce p. 5.)

Na ris. 18 privedeny (v takoæ ße forme ill¸straciæ, kak na ris. 14, 15) dlØ piketa 3 (t.e. x_κ = 15) seæsmogrammy razliqnyh voln, predstavlennyh v sostavlØ¸wie u_x (sploxnye linii) i v sostavlØ¸wih u_z (xtrihovye linii). V forme summarnogo polØ vseh voln oni vosproizvedeny na trassah tr 9. Na kaßdoæ ße pare trass iz tr 5–8 privedeny seæsmogrammy-slagaemye, otveqa¸wie otdel~nym vkladam v summarnoe pole iz tr 9 spektral~- nyh integralov (t.e. integralov, rasprostranennyh po stacionarnym konturam tipa λ_0 + l_γ + l_δ iz (2.30)), sootvetstvu¸wih kaßdoæ volne-slagaemomu iz (4.3). A na kaßdoæ pare trass tr 1– 4 privedeny seæsmogrammy-slagaemye, opredelØ¸wie vklady v summarnoe pole ot vseh mod, postroennyh po kornØm ζ = ζ_p(κ)

232 V. V. REXETNIKOV

Ris. 18, 19.

dispersionnogo uravneniØ, peresekaemyh ishodnym konturom λ kaßdoæ volny iz (4.3) pri ego deformacii v sootvetstvu¸wie

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 233 linii tipa λ_0, l_γ i l_δ. Pri fftom estestvenno, qto summa vseh seæsmogramm iz tr 1–8 kak raz i sostavlØet seæsmogrammy iz tr 9.

Podobnym ße obrazom delo obstoit i na drugih piketah x = x_κ profilØ, kotorye ne privodØtsØ zdes~ lix~ iz-za nedostatka mesta. Obwiæ ße obzor trass iz ris. 18 ukazyvaet na suwestvennoe preobladanie (na stol~ malyh rasstoØniØh istoqnika i toqki registracii polØ ot granic tonkogo sloØ) poleæ smeweniæ interferencionnyh mod. Poslednie izluqa¸t ffnergi¸ voln iz tonkogo sloØ (pod uglami φ > 0 k osi OX) v kontaktiru¸wie s nim poluprostranstva i, kak vyØsnØetsØ na osnovanii “profil~nyh po H_2” rasqetov poleæ v sluqae voln tipa S_0S_2, – mogut rasprostranØt~sØ ot sloØ (bez zametnogo pogloweniØ) na znaqitel~nye rasstoØniØ, vyraßaemye v tolwinah tonkogo sloØ.

Qto ße kasaetsØ ris. 19, to on imeet takoæ ße smysl, i otliqaetsØ ot ris. 18 lix~ maksimumom (~–_0 = 10) spektra signala v istoqnike. Nakonec, na ris. 17 (v takoæ ße forme) privedeny summarnye seæsmogrammy poleæ, vozbußdennyh istoqnikom s maksimumom spektra signala ~–_0 = 5 v sluqae otsutstviØ v srede tonkogo sloØ ν = 1. Na pervyh qetyreh trassah zdes~ takße dany (po otdel~nosti) seæsmogrammy neinterferencionnyh voln kaßdogo iz tipov iz (4.2). A na pØtoæ trasse privedeny summy poleæ smeweniæ voln vseh tipov iz (4.2). Po svoeæ strukture trassa 5 okazalas~ interferencionnoæ i dostatoqno sloßnoæ, qto ob¨ØsnØetsØ v bol~xoæ stepeni nizkoqastotnost~¸ signala vozbußda¸wego pole. Koliqestvennoe izuqenie takogo roda poleæ pozvolØet opredelØt~ priblißenno uqastki seæsmogramm (“zaslonennye” interferencionnymi modami, kak “pomehami”), na kotoryh v sluqae ris. 18 i 19 dolßny byli by registrirovat~sØ interferencionnye ob¨emnye i golovnye volny. �to – pervyæ xag k obweæ rasxifrovke (interpretacii) sloßnogo polnogo volnovogo polØ v srede.

6. Privedennye na ris. 18 i 19 seæsmogrammy, sostoØwie,

v osnovnom, iz naloßeniØ interferencionnyh mod, nastol~ko sloßny i zaputany (haotiqny), qto razobrat~sØ v nih edva li vozmoßno, esli ne operat~sØ na nekotorye (poka lix~ fflementarnye) obwie ih svoæstva. Poslednie ße, po-vidimomu, mogut byt~ ustanovleny na baze oqevidnogo fakta, qto l¸baØ perviqnaØ moda kak vyqet podintegral~noæ funkcii vnutrennego

234 V. V. REXETNIKOV integrala (iz predstavleniØ poleæ smeweniæ povtornymi integralami vida (1.39), (1.41), ili ße vida (2.21) i (2.22)), v nekotorom korne ζ = ζ_0(–) dispersionnogo uravneniØ, predstavlØetsØ vyraßeniem vida (3.33). V nekotoryh sluqaØh, kak, naprimer, pri ocenke polØ mod volny S_0S_2 s fazovoæ funkcieæ iz (3.31)) (pri znaqeniØh vewestvennyh parametrov sredy iz (4.5)) sredi korneæ ζ = ζ_p(–) dispersionnogo uravneniØ okazyva¸tsØ skopleniØ-gruppy korneæ, raspolaga¸wiesØ v tesnoæ okrestnosti vewestvennoæ osi. DlØ takih korneæ predstavleni¸ mody moßno pridat~ vid neodnorodnoæ ploskoæ volny (3.42) (sm. p. 8 i 9 §3), rasprostranØ¸weæsØ pod uglami φ > 0 bez qrezmernogo zatuhaniØ na znaqitel~nye rasstoØniØ.

PoØvlenie takih mod v naibolee qistoæ forme vozmoßno lix~ v sluqaØh, kogda dispersionnye uravneniØ sredy ime¸t (v oblastØh (B_κ) iz p. 2 §3) korni ζ = ζ_p(–), obrazu¸wie dostatoqno nizkoqastotnye skopleniØ-gruppy (podobnye gruppe 2 korneæ iz ris. 8_4), raspolaga¸wiesØ v tesnoæ blizosti vewestvennoæ osi kompleksnoæ ploskosti (ζ). Takie mody my obnarußivali v rØde sluqaev znaqeniæ vewestvennyh parametrov γ i δ “trehsloænoæ” sredy. V sluqae parametrov (4.5) rassmatrivaemoæ sredy oni obnarußiva¸tsØ (pravda, ne v naibolee “Ørkoæ” forme) pri nabl¸denii seæsmogramm voln tipa S_0S_2 i S_0S_0. Odnako my ne zaderßivaemsØ zdes~ na izloßenii poluqa¸wihsØ rezul~tatov, vo-pervyh, potomu qto k ukazannomu voprosu predpolagaetsØ obratit~sØ special~no i obsudit~ ego na dostatoqno predstavitel~nom mnoßestve modeleæ “trehsloænyh” sred. A, vo-vtoryh, ße po toæ priqine, qto pri rassmotrenii obØzatel~nyh ill¸- straciæ dlØ “dvuhsloænoæ” sredy analogiqnyæ vopros vstaet sam soboæ, priqem on dopuskaet izloßenie suwestva dela v naibolee prostoæ i naglØdnoæ forme.

7. ObrawaØs~ k ill¸straciØm volnovfyh poleæ, vozbußdaemyh

poverhnostnym normal~nym vozdeæstviem (1.3), (1.4) v “dvuhsloænyh” sredah iz p. 7 §1, my ograniqimsØ rassmotreniem lix~ znaqeniæ otnositel~nyh parametrov sred

γ_1 = 0.33, δ_1 = 1.0, γ_2 = 0.6, δ_2 = 1.2 (4.9)

v sluqae vysokoskorostnogo tonkogo sloØ, i znaqeniæ

γ_1 = 0.5, δ_1 = 1.0, γ_2 = 0.33, δ_2 = 0.65 (4.10)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 235

Ris. 20, 20 a.

v sluqae nizkoskorostnogo (volnovodnogo) sloØ.

V kaqestve ße primerov privedem zdes~ neskol~ko seæsmogramm (ris. 20–24), kotorye, povidimomu, moßno sqitat~ tipiqnymi. Pri fftom dlØ podqerkivaniØ vliØniØ na pole seæsmogramm interferencionnyh voln, poroßdennyh tonkim sloem, v nekotoryh sluqaØh interferencionnye seæsmogrammy budem soprovoßdat~ seæsmogrammami, poluqennymi v toæ ße srede pri otsutstvii tonkogo sloØ (kogda znaqeniØ ego parametrov γ_1, δ_1, ρ_1

236 V. V. REXETNIKOV

Ris. 21, 21a.

otoßdestvlØ¸tsØ so znaqeniØmi parametrov γ_2, δ_2, ρ_2 podstila- ¸wego poluprostranstva). TakaØ seæsmogramma v sluqae otsutstviØ sloØ oboznaqaetsØ tem ße nomerom, qto i ishodnaØ interferencionnaØ seæsmogramma, no ime¸wim indeks a sprava.

Pri ill¸straciØh zdes~ takße rassmatriva¸tsØ profili ffpicentral~nyh rasstoØniæ

z = H_2, x = x_κ = (5, 10, 15, 20, 25, 30), (4.11)

pikety kotoryh oboznaqa¸tsØ simvolami κ, pri neskol~kih znaqeniØh H_2 > 1, ukazyvaemyh na risunkah. Pri fftom vezde pri-

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 237

Ris. 22, 22a.

nimaetsØ sluqaæ zavisimosti vozdeæstviØ ot vremeni iz (1.4), modul~ spektra kotorogo imeet maksimum pri

~–0 = 5 (4.12)

(sm. ris. 3 i 4).

DlØ kaßdogo piketa nabl¸deniæ polØ stroØtsØ seæsmogrammy summarnyh volnovyh poleæ (sostoØwih iz prodol~noæ P - i popereqnoæ S-qasteæ), soderßawih v sebe kak vklady ot integralov,

238 V. V. REXETNIKOV

Ris. 23, 24.

rasprostranennyh po stacionarnym konturam λ_0, l_γ i l_δ , (poroßda¸wim interferencionnye ob¨emnu¸ i golovnye volny), tak i vklady ot vyqetov vo vseh kornØh ζ = ζ_p(–) dispersionnogo uravneniØ (3.7), peresekaemyh ishodnym konturom λ pri ego deformacii v stacionarnye linii λ_0, l_γ i l_δ. Pri fftom osnovnoæ interes zdes~ dolßno vyzyvat~ (po-vidimomu) kaqestvennoe predstavlenie ob osobennostØh rasprostraneniØ interferencionnyh mod otnositel~no tonkogo sloØ s ego sredinnoæ linieæ

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 239

OX. Qto ße kasaetsØ privodimyh seæsmogramm, to oni strada¸t nekotoroæ nebreßnost~¸ formy. Na nih, v qastnosti, ne vsegda prisutstvu¸t ukazateli oseæ sostavlØ¸wih poleæ smeweniæ u_x i u_z, a takße – povtornye vosproizvedeniØ oseæ vremeni τ . Odnako po suwestvu vse postroeniØ vypolneny odnotipno i v odnom masxtabe.

Ris. 20 otnositsØ k sluqa¸ vysokoskorostnogo tonkogo sloØ 0 < z < 1 v “dvuhsloænoæ” srede s vewestvennymi parametrami iz (4.9) i s profilem registracii polØ, raspoloßennym v poluprostranstve z > 1 na rasstoØnii H_2 = 1 ego ot granicy z = 1 sloØ. A ris. 21 otliqaetsØ ot ris. 20 tol~ko znaqeniem H_2 = 10 rasstoØniØ profilØ registracii polØ ot granicy razdela z = 1 poluprostranstva so sloem. V pare ße s ris. 19 i 21 (s tem ße nomerom, snabßennym indeksom a) privedeny (dlØ sopostavleniØ) polnye polØ smeweniæ v poluprostranstve z > 0, poluqennom opisannoæ vyxe proceduroæ zameny znaqeniæ parametrov γ_1, δ_1, ρ_1 sloØ na znaqeniØ parametrov γ_2, δ_2, ρ_2 poluprostranstva.

Na ris. 20 i 21 obrawaet na sebØ vnimanie otnositel~no malaØ rol~ interferencionnyh processov v vysokoskorostnom tonkom sloe pri formirovanii summarnogo polØ smeweniæ. Pravda, pri perehode k bolee nizkoqastotnym vnexnim vozdeæstviØm ffto vliØnie, koneqno, vozrastaet.

Ris. 22, otveqa¸wiæ uße sluqa¸ nizkoskorostnogo (volnovodnogo) tonkogo sloØ pri parametrah sred iz (4.10) i znaqenii H_2 = 10, otliqaetsØ ot sluqaØ ris. 21 naliqiem nastol~ko mownyh interferencionnyh mod, qto oni praktiqeski “zaslonØ¸t” (kak fonom pomeh) vse ob¨emnye i golovnye interferencionnye P i S volny. O raspoloßenii zapiseæ takih voln na seæsmogrammah priblißenno udaetsØ sudit~ lix~ po seæsmogrammam iz ris. 22a, otveqa¸wim sluqa¸ otsutstviØ tonkogo sloØ.

Esli pri pomowi popereqnoæ fazovoæ funkcii ψ̃_δ (ζ, x) iz (3.11) postroit~ stacionarnye linii λ_0 i l_γ fftoæ funkcii dlØ vseh piketov x = x_κ iz ris. 20, to pri sopostavlenii fftih liniæ s liniØmi korneæ iz oblasti (B_2) (γ_2 < Re ζ < δ_2) na ris. 9_2 (v kotoroæ nahoditsØ gruppa-(skoplenie) korneæ uravneniØ (3.7), raspolaga¸wihsØ v tesnoæ okrestnosti vewestvennoæ osi) netrudno ob¨Øsnit~ (kaqestvenno) vid intensivnyh mod, pomeqennyh na trassah par seæsmogramm na ris. 20 simvolami m_1 − m_4.

240 V. V. REXETNIKOV Takie kompleksnye mody intensivny i oqen~ medlenno zatuha¸t s uveliqeniem rasstoØniæ x i H do veliqin v neskol~ko desØtkov (tolwin tonkogo sloØ). Pofftomu v ffksperimentah oni dolßny otqetlivo nabl¸dat~sØ. Oni predstavlØ¸t soboæ qisto popereqnye volny i imenno vsledstvie fftogo oni, veroØtno, i byli ostavleny bez vnimaniØ pri izuqenii v sloe vewestvennyh poverhnostnyh voln volnovodnogo tipa. Ukazannye volny moßno nazvat~ kvazi-poverhnostnymi popereqnymi tipa SV interferencionnymi modami, vozbußda¸wimisØ v tonkom 0 < z < 1 nizkoskorostnom (volnovodnom) sloe, kontaktiru¸wim ßestko s uprugim poluprostranstvom z > 1.

8. Nakonec, ris. 23 i 24 ill¸striru¸t rasprostranenie kvazi-

poverhnostnyh popereqnyh (tipa SV ) interferencionnyh mod v tonkom volnovodnom sloe s parametrami iz (4.8) pri nabl¸denii voln na profilØh x > 0, udalennyh ot granicy sloØ na rasstoØniØ H_2 = 20 i H_2 = 30 v napravlenii osi OZ. Na ris. 22–24 vybrany tri parallel~nyh profilØ O_νX (ν = 1, 2, 3) toqek nabl¸deniØ (registracii) polØ, otstoØwih ot podoxvy sloØ sootvetstvenno na rasstoØniØh H_2 = 10, H_2 = 20 i H_2 = 30. Pri fftom pikety κ nabl¸deniØ polØ na profilØh iz ris. 23 i ris. 24 sdvinuty (“vniz”) na odin xag po sravneni¸ s piketami iz ris. 22.

KorrelØcionnoe obozrenie seæsmogramm na ris. 22–24 otqetlivo pokazyvaet, qto volnovaØ kartina polØ vne sloØ svØzana s rasprostraneniem intensivnoæ interferencionnoæ modal~noæ volny ot tonkogo sloØ v storonu podstila¸wego poluprostranstva.

Izuqenie detaleæ takogo rasprostraneniØ trebuet special~- nogo issledovaniØ. V nem, po-vidimomu, pridetsØ otkazat~sØ (na vremØ) ot rassmotreniØ vsego mnoßestva korneæ ζ = ζ_p(–), obrazu¸wih pripoverhnostnoe skoplenie-gruppu, a izuqat~ snaqala mody, otveqa¸wie odnomu iz takih korneæ, vybiraemomu kak naibolee harakternomu. Pri fftom sleduet vyØsnit~ povedenie polØ mody v zavisimosti ot qastotnogo parametra – kornØ ζ = ζ_p(–), a takße ot detaleæ pereseqeniØ fftogo kornØ ishodnym putem integrirovaniØ λ pri ego deformacii v stacionarnye kontury λ_0, l_γ i l_δ .

K takim issledovaniØm my rasqityvaem obratit~sØ uße v sledu¸weæ naxeæ stat~e, gde dolßny byt~ zatronuty i obwie voprosy fiziqeskoæ interpretacii rasqityvaemyh poleæ. �to

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 241 dolßno poloßit~ deæstvitel~noe naqalo processu poluqeniØ fiziqeskih sledstviæ iz naxih issledovaniæ. Pofftomu ot prikladnyh kaqestvennyh ocenok zdes~ umestno poka vozderßat~sØ.

§5. Vmesto zakl¸qeniØ

V sootvetstvii s zameqaniØmi iz p. 2 §4 o nepolnote podbora privedennyh v stat~e ill¸straciæ, predstavlØetsØ preßdevremennym obrawat~sØ k polnocennym zakl¸qeniØm otnositel~no glavneæxih aspektov obsußdaemoæ stat~i. Mnogie iz nih, ne poluqili ewe dolßnogo osveweniØ v vypolnennyh qislennyh issledovaniØh (otnosØwihsØ k sistemam soderßawim lix~ odin tonkiæ sloæ) vsledstvie otsutstviØ (pri vyqisleniØh) dostatoqno predstavitel~noæ seti vewestvennyh parametrov izuqaemyh sred. Nekotorye ße iz nih ne rassmatrivalis~ vovse vsledstvie uzosti ramok stat~i, kak naprimer l¸bopytnyæ sluqaæ generacii voln tipa SH (qerez posredstvo voln tipa SV ) v zadaqe iz §2 stat~i [1] pri vozbußdenii “trehsloænoæ” sredy sosredotoqennym kasatel~nym vozdeæstviem. Pofftomu vseob¨eml¸wie zakl¸qeniØ delat~ zdes~ ewe rano. Odnako na nekotorye vyskazyvaniØ obwego plana vse ße moßno rexit~sØ.

1. Preßde vsego moßno utverßdat~, qto primenØemyæ metod

rasqeta interferencionnyh volnovyh poleæ, osnovannyæ na metodah konturnogo integrirovaniØ i privodØwiæ k raswepleni¸ poleæ smeweniæ na slagaemye, ime¸wie samostoØtel~nyæ (ne polnost~¸ ewe vyØsnennyæ) fiziqeskiæ smysl, uße rabotaet dostatoqno nadeßno i bystro na baze personal~nyh komp~¸terov sredneæ mownosti.

SudØ po povtorØemosti rezul~tatov nezavisimyh rasqetov odnih i teh ße interferencionnyh poleæ, a takße – po sopostavleni¸ s rezul~tatami rasqetov neinterferencionnyh volnovyh poleæ v sredah, poluqaemyh otoßdestvleniem parametrov tonkogo sloØ v “trehsloænoæ” srede s parametrami odnogo iz poluprostranstv, primenØemaØ programma rabotaet stabil~no i nadeßno “poqti vsegda”. Odnako prØmye koliqestvennye ocenki toqnosti ee raboty ewe ne proizvodilis~.

Fakt predstavleniØ rassqityvaemyh volnovyh poleæ summoæ slagaemyh, ime¸wih otqetlivo-razliqnyæ fiziqeskiæ smysl, suwestvenno oblegqaet seæsmiqeskoe tolkovanie rezul~tatov

242 V. V. REXETNIKOV rasqetov. I ffto otkryvaet znaqitel~nye perspektivy v zadaqah interpretacionnogo tipa pri seæsmiqeskih issledovaniØh.

Rassmotrenie raspredeleniØ liniæ korneæ ζ = ζ_p(κ) na kompleksnoæ ploskosti (ζ) privodit k zakl¸qeni¸ o suwestvovanii grupp korneæ ζ = ζ_p(–) dispersionnyh uravneniæ, ime¸wih malu¸ mnimu¸ qast~ (0 < Im ζ_p ≪ 1) i takih, qto v fftih gruppah odin iz radikalov √ ζ^2_p − δ^2_κ (κ = 1, 2), ili oba takih radikala

ime¸t malu¸ vewestvennu¸ qast~ (0 < Re √ ζ^2_p − δ^2_κ ≪ 1), t.e. – okazyva¸tsØ praktiqeski qisto mnimymi.

Takie korni poroßda¸t mody, obrazu¸wie neobyqnye interferencionnye gruppy, rasprostranØ¸wiesØ s malym zatuhaniem na bol~xie rasstoØniØ (vyraßennye v edinicah h tonkogo sloØ) i pritom ne tol~ko vdol~ sloØ, no i pod znaqitel~nym uglom k ego sredinnoæ ploskosti. Podobnye mody, ime¸wie malo obwego s izvestnymi nezatuha¸wimi modami, otveqa¸wimi gruppe vewestvennyh korneæ dispersionnogo uravneniØ, povidimomu, ewe ne osvewalis~ v literature, nesmotrØ na oqevidnoe ih prikladnoe znaqenie. Pofftomu priroda i svoæstva takih mod nesomnenno nußda¸tsØ v special~nom obsußdenii i, preßde vsego, – v vyØsnenii qetkih usloviæ ih suwestvovaniØ, vyraßennyh v sootnoxeniØh meßdu vewestvennymi parametrami γ_κ, δ_κ i ρ_κ “dvuhsloænoæ” i “trehsloænoæ” sred. Posle ße provedeniØ issledovaniæ v takom napravlenii, estestvenno, potrebuetsØ i vyhod v oblast~ sloistyh paqek, sostoØwih (snaqala) iz dvuh i treh razliqnyh tonkih sloev.

2. V zakl¸qitel~nom razdele stat~i predstavlØetsØ umestnym

zaderßat~sØ korotko na obwem voprose, kasa¸wemsØ smysla ishodnyh poloßeniæ i ideæ razrabatyvaemogo metoda izuqeniØ interferencionnyh processov v sloistyh sredah. Neobhodimost~ podobnyh obsußdeniæ nazrevaet potomu, qto pri proniknovenii vglub~ issledovaniæ prihoditsØ inogda pokidat~ (v toæ ili inoæ stepeni) ishodnyæ fundament vybrannogo nami iznaqal~no podhoda, v kotorom igralo bol~xu¸ rol~ naliqie v zadaqe bol~xih parametrov H ≫ 1, x ≫ 1, – > 1 i dr. Ono otkryvalo, v qastnosti estestvennye puti v bor~be s oscillØcionnymi zatrudneniØmi pri vyqislenii integralov dlØ spektral~nyh funkciæ, a takße privodilo k predstavleni¸ stacionarnyh poleæ summami slagaemyh, kaßdomu iz kotoryh udavalos~ prida-

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV II 243 vat~ svoæ obosoblennyæ fiziqeskiæ smysl. Poslednee ße okazyvalos~ vozmoßnym, v osnovnom, vsledstvie togo obstoØtel~stva, qto upomØnutye slagaemye udavalos~ predstavlØt~ dostatoqno gladkimi funkciØmi (zapisØmi kolebaniæ), so shodØwimisØ “na net” amplitudami ih naqal~nyh i koneqnyh qasteæ. Imenno podobnye funkcii i trebu¸tsØ dlØ udovletvoritel~nogo perehoda ot stacionarnyh predstavleniæ poleæ – k ih nestacionarnym analogam posredstvom integralov Fur~e, rasprostrannymi po uzkim qastotnym polosam.

Po mere ße umen~xeniØ znaqeniæ “bol~xih” parametrov naqina¸t proØvlØt~sØ razliqnye zatrudneniØ vyqislitel~nogo haraktera. Preßde vsego prixlos~ uveliqivat~ otrezki puteæ integrirovaniØ po stacionarnym liniØm naibystreæxego vozrastaniØ fazovyh funkciæ pri ocenke spektral~nyh integralov. Odnovremenno s fftim umen~xilas~ i kontrastnost~ samih takih funkciæ na obwem fone issleduemyh poleæ. A ffto stavilo vopros i ob uveliqenii obweæ toqnosti vyqisleniæ, priqem osobenno v toæ ee qasti, kotoraØ okazalas~ svØzannoæ s uqetom vkladov v volnovoe pole vyqetov podintegral~nyh funkciæ v kornØh ζ = ζ_p(–) dispersionnyh uravneniæ, peresekaemyh ishodnym putem integrirovaniØ λ, pri deformacii ego v stacionarnye linii λ_0, l_γ i l_δ fazovoæ funkcii. Pri fftom procedura opredeleniØ takih korneæ ζ = ζ_p(–) (s cel~¸ poluqeniØ iz nih interferencionnyh mod), polnost~¸ opravdannaØ v sluqae bol~xih znaqeniæ H, x i –, naqinaet terØt~ Øsnost~ svoego fiziqeskogo i vyqislitel~nogo smysla, odnovremenno s potereæ Øsnosti vyqislitel~nogo smysla i samih liniæ λ_0, l_γ i l_δ , ravno kak i smysla ograniqiva¸wih imi oblasteæ B_k tipa oblasteæ B_k iz ris. 12 i 13, v kotoryh raspolaga¸tsØ korni ζ = ζ_p(–), uße pereseqennye ishodnym konturom λ.

V takoæ situacii v fiksirovannyh oblastØh B_k (iz ris. 12, 13) raspolaga¸tsØ obyqno lix~ nebol~xie otrezki liniæ kornØ ζ = ζ_p(–), na koncevyh uqastkah kotoryh vyqet podintegral~noæ funkcii ne imeet ewe trebu¸wihsØ (otnositel~no) malyh znaqeniæ. Pofftomu moda, otveqa¸waØ takomu korn¸, ne moßet vyqislØt~sØ (s dostatoqnoæ toqnost~¸) prØmoæ podstanovkoæ upomØnutogo vyqeta pod znak integrala Fur~e vida (2.39). Dostatoqno toqnoe ee vyqislenie trebuet sovmestnoæ podstanovki pod znak integrala Fur~e ukazannogo vyqeta, a takße – rezul~tata

244 V. V. REXETNIKOV vyqisleniØ (sovmestno s vyqetom) i integrala po stacionarnym liniØm, ograniqiva¸wim oblast~ B_k s bokovyh ee storon. Ob fftom faktiqeski uße upominalos~ v §3. Odnako takoæ podhod k vyqisleniØm ne tak legko realizovat~ v programme, “osobenno”, pri avtomatiqeskom reßime ee raboty.

Pri obsußdenii voznika¸wih zdes~ situaciæ voznikla mysl~ polnost~¸ iskl¸qat~ iz rassmotreniØ nekotorye gruppy korneæ, popada¸wih v nebol~xie i uzkie oblasti tipa oblasteæ B_k iz ris. 13. �togo netrudno dobit~sØ, esli pri deformacii ishodnogo puti integrirovaniØ λ ne zahodit~ v “uzku¸” oblast~ B_k, a obhodit~ ee polnost~¸ (po vnexneæ qasti stacionarnyh liniæ) v napravlenii po qasovoæ strelke. Takoæ put~ sleduet oprobovat~. Odnako ffto ewe zadaqa blißaæxego buduwego.

Literatura

1. G. I. Petraxen~, V. V. Rexetnikov, Razrabotka inßenernyh podhodov k

izuqeni¸ interferencionnyh volnovyh poleæ, vozbußda¸wihsØ v paqkah tonkih uprugih sloev. (I). (Postroenie volnovyh poleæ tipa SV i obsußdenie racional~nyh metodov ih koliqestvennoæ ocenki). v nastoØwem

sbornike.

Reshetnikov V. V. The development of engineering approaches to the study of interference wave fields excited in packets of thin elastic layers. (II). (the construction of wave fields of the SV type and the discussion of rational methods of quantitative evaluation of them.).

The analytic-algorithmic approach to the quantitative study of wave fields in thin-layered elastic media is considered. The basic ideas of the numerical algorithm are stated. The examples of computation are presented.

Postupilo 16 dekabrØ 1998 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet