Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 254, 1998 g.

E. P. Golubeva

OB ISKLıQITEL^NYH QISLAH DL˚ BINARNYH KVADRATIQNYH FORM 1. Pust~ φ – primitivnaØ poloßitel~no opredelennaØ binarnaØ

kvadratiqnaØ forma nad Zdiskriminanta D. Pust~ C – klass form, kotoromu prinadleßit φ, i R – rod, kotoromu prinadleßit C.

Nazovem qislo m iskl¸qitel~nym dlØ φ (i dlØ klassa C), esli m predstavlØetsØ kakoæ-libo formoæ iz R, no ne predstavlØetsØ formoæ φ. Kak pokazano v rabotah [1, 2], mnoßestvo M_C imeet tu ße plotnost~, qto i M_R.

OsnovnaØ cel~ nastoØweæ raboty – opisat~ strukturu mnoßestva iskl¸qitel~nyh qisel i naæti asimptotiqesku¸ formulu dlØ qisla N (X, C) – koliqestva iskl¸qitel~nyh qisel dlØ klassa C, ne prevoshodØwih X. Do nastoØwego vremeni takie asimptotiqeskie formuly byli izvestny tol~ko v otdel~nyh sluqaØh (sm. [2]).

Pust~ H – gruppa klassov primitivnyh binarnyh form diskriminanta D i h – porØdok fftoæ gruppy.

Teorema. Pust~ H ØvlØetsØ cikliqeskoæ gruppoæ neqetnogo po-

rØdka h i C_0 – ee obrazu¸waØ. Pust~ p_0 – naimen~xiæ prostoæ delitel~ h i G ⊂ H – podgruppa, poroßdaemaØ fflementom C^{p0}_0 .

Togda, esli C ∈ G, to

N (X, C) = A_1X(log X)^{−1+1/2p0} ( log log X )_{p0 −2} (1 + o(1)), (1)

esli C ¯∈ G, to

N (X, C) = A_2X(log X)^{−1+1/2p0} ( log log X )_{p0 −3} (1 + o(1)), (2)

gde A_1, A_2 – poloßitel~nye postoØnnye.

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy budet privedeno niße. Zametim, qto ograniqeniØ, naloßennye na gruppu H, mogut byt~ snØty. V l¸bom sluqae pokazatel~ stepeni pri log X v formulah (1) i (2) opredelØetsØ naibol~xim iz porØdkov podgrupp glavnogo roda. 56

OB ISKLıQITEL^NYH QISLAH 57 V processe dokazatel~stva teoremy my pokazyvaem, qto mnoßestvo iskl¸qitel~nyh qisel imeet dostatoqno prostu¸ mul~- tiplikativnu¸ strukturu. �to vselØet nadeßdu na to, qto ono dostatoqno horoxo raspredeleno ne tol~ko vo mnoßestve vseh celyh qisel, no i i v drugih posledovatel~nostØh. Naprimer, bylo by interesno rassmotret~ binarnu¸ zadaqu n = P + m, gde P – prostoe, a m ØvlØetsØ iskl¸qitel~nym dlØ kakoæ-libo fiksirovannoæ formy, prinadleßaweæ neodnoklassnomu rodu. Vo mnogih aspektah ffta zadaqa analogiqna zadaqe o razreximosti poslednego uravneniØ v qislah P (prostoe) i m, u kotoryh kaßdyæ prostoæ delitel~ prinadleßit fiksirovannoæ arifmetiqeskoæ progressii. Obe ffti zadaqi trudnee, qem uravnenie Hardi–Littlvuda, no, po kraæneæ mere na pervyæ vzglØd, prowe, qem klassiqeskaØ binarnaØ zadaqa n = P_1 + P_2.

2. Preßde qem pristupit~ k neposredstvennomu izloßeni¸ do-

kazatel~stva ostanovimsØ na obwih soobraßeniØh, na kotoryh ono osnovano.

Pust~ prostoe qislo P ne delit 2D i predstavimo klassom C. Togda P predstavimo i obratnym klassom C^{−1}. Pust~ C = C^k_0 , togda P otveqaet para qisel k i −k, opredelennyh po modul¸ h. Pri peremnoßenii razliqnyh prostyh qisel sootvetstvu¸wie im klassy takße peremnoßa¸tsØ. Takim obrazom, beskvadratnomu qislu m = P_1 . . . P_r otveqaet 2^r qisel ±k_1 ± . . . ± k_r (mod h) s l¸boæ kombinacieæ znakov.

Pri roste r koliqestvo razliqnyh (mod h) sredi nih, voobwe govorØ, rastet. Iskl¸qeniØ voznika¸t v teh sluqaØh, kogda r malo ili kogda vse k_i, krome koneqnogo qisla, zavisØwego tol~ko ot h, delØtsØ na kakoæ-nibud~ fiksirovannyæ delitel~ h. Pervyæ sluqaæ sootvetstvuet redkim posledovatel~nostØm.

Vo vtorom sluqae pust~ g | (k_1, . . . , k_r) i g| h. Rassmotrim podgruppu G = {C^g_0 }. Vse qisla vida m_0 = P_1 . . . P_r, gde P_i ∈ M_G, budut iskl¸qitel~nymi dlØ vseh klassov C ¯∈ G. PorØdok gruppy G opredelØet stepen~ log X v sootvetstvu¸weæ asimptotiqeskoæ formule. Krome qisel m_0 iskl¸qitel~nymi dlØ kakih-libo klassov budut qisla vida m = m_0 Q_1 . . . Q_t, gde Q_i – razliqnye prostye, otveqa¸wie klassam C^{li}_0 , (l_i, g) = 1, takim, qto vyraßenie ±l_1 ± . . . ± l_t probegaet nepolnu¸ sistemu vyqetov (mod g).

58 E. P. GOLUBEVA Maksimal~naØ dlina takogo nabora opredelØet pokazatel~, s kotorym log log X vhodit v sootvetstvu¸wu¸ asimptotiqesku¸ formulu.

Do sih por my vse vremØ govorili tol~ko o beskvadratnyh qislah, vzaimno prostyh s 2D. �to opravdano v silu togo obstoØtel~stva, qto ih asimptotiqeskoe koliqestvo otliqaetsØ ot N (X, C) postoØnnym mnoßitelem, a my ne vyqislØem znaqeniØ A_1 i A_2.

3. DlØ realizacii izloßennyh soobraßeniæ dokaßem neskol~ko

lemm.

Lemma 1. Pust~ G – podgruppa H, h(G) < h – ee porØdok i pust~

klassy C_1, . . . , C_r ne prinadleßat G.

Oboznaqim qerez Σ_X koliqestvo beskvadratnyh qisel, ne prevoshodwØih X, vzaimno prostyh s 2D i ime¸wih vid mP_1 . . . P_r, gde kaßdyæ prostoæ delitel~ m prinadleßit M_G, a P_i ∈ M_{Ci} .

Togda

Σ_X = A X (log X)^{1− h(G)}2h ( log log X )_r ( 1 + o(1) ) , gde A > 0 – postoØnnaØ

Dokazatel~stvo. Vvedem funkci¸ ν(m), peresqityva¸wu¸ qi-

sla m takie, kak v formulirovke lemmy: ν(m) = 1, esli m beskvadratno, (m, 2D) = 1 i kaßdyæ prostoæ delitel~ m prinadleßit M_G, 0 v protivnom sluqae.

�ta funkciØ mul~tiplikativna i udovletvorØet vsem ostal~nym usloviØm, naloßennym na funkcii v rabote [3]. V silu rezul~- tata posledneæ raboty, ∑ m6Y^{ν(m) = A3} Y log Y exp ( ∑ m6Y ν(P ) P ) ( 1 + o(1) ) , (3)

gde A_3 > 0 – postoØnnaØ.

Kak izvestno, ∑ P 6Y_{P ∈}M_C 1 P = 1 h log log X + A_4(C) + o(1), esli C ≠ C^0_0 , 1 2h log log X + A_5(C) + o(1), esli C = C^0_0 , (4)

OB ISKLıQITEL^NYH QISLAH 59 gde A_4(C), A_5(C) – postoØnnye.

Poskol~ku dlØ C ≠ C^0_0 usloviØ P ∈ M_C i P ∈ M_C�1 vypolnØ- ¸tsØ odnovremenno, to my imeem ∑ P 6Y ν(P ) P = 1 2h ∑ P 6Y_{P ∈}M_{C0} 0 1 P + 1 2 ∑ C∈G C≠C^0_0 ∑ P 6Y_{P ∈}M_C 1 P

= 1 2h h(G) log log Y + A_6 + o(1), (5)

gde A_6 – postoØnnaØ.

VozvrawaØs~ k ravenstvu (3), poluqaem ots¸da ∑ m6Y^{ν(m) = A7} Y (log Y )^{1− h(G)}2h ( 1 + o(1) ) , (6)

gde postoØnnaØ A_7 > 0.

Summu Σ_X moßno zapisat~ v vide: Σ_X = ∑ P_1...P_r 6 √ X P_i∈M_{Ci} P_i ≠P_j

∑ m6X/P1...Pr ν(m)

+ ∑ m6^√X ν(m) ∑ √ X6P1 ...Pr 6X/m P_i ∈M_{Ci} P_i≠P_j 1 = Σ_1 + Σ_2.

Ocenim snaqala Σ_2:

Σ_2 = O ( X log X

(log log X)^{r−1} ∑ m6^√X ν(m) m ) . SummiruØ po qastØm i ispol~zuØ ravenstvo (6), dlØ posledneæ summy imeem ∑ m6^√X ν(m) m = O ( ∑ m6^√X 1 m log^α m ) = O ( log^{1−α} X ) , gde α = 1 − h(G)/2h. Takim obrazom,

Σ_2 = O ( X log^α X ( log log X)^{r−1} ) ) . (7)

60 E. P. GOLUBEVA

DlØ Σ_1 iz (6) imeem

Σ_1 = A_7X ( 1 + o(1) ) ∑ P_1...P_r 6 √ X P_i∈M_{Ci} P_i ≠P_j

1 P_1 . . . P_r ( log^X_{P1...Pr} )_α .

Razob~em, v svo¸ oqered~, Σ_1 na dve summy, Σ_1 = Σ_3 + Σ_4, sledu¸wim obrazom: k Σ_3 otnesem te slagaemye, dlØ kotoryh vse P_i udovletvorØ¸t uslovi¸ P_i 6 exp(log X/ log^2 log X), k Σ_4 – vse ostal~nye.

Ocenim snaqala Σ_4:

Σ_4 = O ( X log^α X ∑ P_2...P_r 6 √ X 1 P_2 . . . P_r ∑ exp (_{log X}

log2 log X ) 6P16^√X 1 P_1 )

= O ( X log^α X log log log X ∑ P_2...P_r 6 √ X 1 P_2 . . . P_r )

= O ( X log^α X log log log X (log log X)^{r−1} ) . DlØ Σ_3 imeem

Σ_3 = A_7

X(1 + o(1)) log^α X ( 1 + O

(_1

log2 log X )) ( ∏ 16i6r ∑ P_i∈M_{Ci} P_i6exp

(_{log X}

log2 log X ) 1 P_i

+O ( ∑ P_i6exp

(_{log X}

log2 log X ) P_i=P_j

1 P_1 . . . P_r )) .

V silu (4), pervoe slagaemoe v poslednem sootnoxenii ravno 1 h^r log^r log X ( 1 + O ( log log log X log log X )) . SobiraØ sootnoxeniØ dlØ Σ_3 i Σ_4, dlØ Σ_1 imeem

Σ_1 = A X log^α X

(log log X)^r ( 1 + o(1) ) ,

OB ISKLıQITEL^NYH QISLAH 61 gde A > 0. S uqetom ocenki (7), poluqaem ots¸da utverßdenie lemmy.

Zameqanie. V rabote [1] v ravenstve, analogiqnom (4), byla

dopuwena netoqnost~, kotoraØ ne povlekla za soboæ netoqnosteæ v ostal~nyh formulah.

Lemma 2. Pust~ m ∈ MC dlØ kakogo-to C, n ∈ MH = M i (n, m) =

1, togda mn ∈ M.

Dokazatel~stvo oqevidno, poskol~ku CH = H.

Lemma 3. Pust~ mi ∈ MC_0 dlØ 1 6 i 6 h i (mi, mj) = 1. Togda

m_1 . . . m_h ∈ M.

Dokazatel~stvo. Pust~ C^k_0 – proizvol~nyæ fflement H. Polo-

ßim k_1 = k(h + 1)/2 (mod h), 1 6 k_1 6 h, k_2 = h − k_1. Togda m_1 . . . m_{k1} ∈ M_Ck_{10} , m_{k1+1} . . . m_h ∈ M_C�k_{10} . Poskol~ku k_1 − k_2 = k (mod h), to m_1 . . . m_h ∈ M_Ck_1�k_{20} = M_Ck_0 .

Lemma 4. Pust~ mij ∈ M_Cki_0 (1 6 i 6 t, 1 6 j 6 h^{h+1}), 1 < t 6 h,

m_{ij} poparno vzaimno prosty i (k_1, . . . , k_t) = 1. Togda ∏ 16i6t 16j6h^{h+1} m_{ij} ∈ M.

Dokazatel~stvo. Pust~ qisla l1, . . . , lt takovy, qto k1l1 + . . .

+k_tl_t = 1 i |l_i| < h^t. Togda dlØ l¸bogo a ¿ 1 ∏ a6j6 6|li|+a−1 m_{ij} ∈ M_Ck_il_{i0} .

Sledovatel~no, ∏ a6i6t a6j6|li|+a−1 m_{ij} ∈ M_{C0} .

V silu rezul~tata lemmy 3, ots¸da vytekaet, qto ∏ a6i6t 16j6|li|h m_{ij} ∈ M,

62 E. P. GOLUBEVA a iz lemmy 2 poluqaem, qto togda i ∏ a6i6t 16j6h^{h+1} m_{ij} ∈ M. Lemma 5. Pust~ p – prostoe, p|h, p > 3 i gruppa G poroßdena

fflementom C^p_0 . Pust~ klassy C_1, . . . , C_{p−2} ne prinadleßat G i hotØ by dva iz nih takovy, qto C_i C^{±1}_j ¯∈ G. Pust~ P_i ∈ M_{Ci} (1 6 i 6 p − 2), Pi ≠ Pj i m ∈ MG. Togda mP1 . . . Pp−2 ∈ M. Dokazatel~stvo. Pust~ klassy Ci ime¸t vid Ci = C^{ki}_0 (1 6 i 6

p − 2). Togda (k_i, p) = 1 i suwestvuet para i, j takaØ, qto k_i ≠ ±k_j . Pokaßem, qto togda vyraßenie ±k_1 . . . ± k_{p−2}, gde znaki ± vybira¸tsØ nezavisimo drug ot druga, probegaet polnu¸ sistemu vyqetov (mod p).

Pust~ dlØ opredelennosti k_1 ≠ ±k_2. Togda kombinaciØ ±k_1 ± k_2 prinimaet qetyre razliqnyh znaqeniØ (mod p). Pokaßem, qto esli ±k_1 ± . . . ± k_r (2 6 r < p − 2) (8) prinimaet T_r < p razliqnyh znaqeniæ (mod p), to dlØ l¸bogo k_{r+1} vyraßenie ±k_1 ± . . . ± k_{r+1} prinimaet ne menee T_r + 1 razliqnyh znaqeniæ (mod p).

Deæstvitel~no, pust~ n_1, . . . , n_{Tr} – razliqnye znaqeniØ, prinimaemye kombinacieæ (8) (mod p). Togda qisla t_1 = n_1 + k_{r+1}, . . . , t_{Tr} = n_{Tr} + k_{r+1} razliqny (mod p). Esli rØd qisel t_i sovpadaet s rØdom qisel n_i − k_{r+1} = t_i − 2k_{r+1} (mod p), to dlØ kaßdogo t_i naædetsØ t_j (oqevidno, edinstvennoe) takoe, qto t_i = t_j − 2k_{r+1}. SkladyvaØ ffti ravenstva pri vseh i, imeem 2k_{r+1}T_r = 0 (mod p), qto nevozmoßno. Takim obrazom, T_r ¿ r + 2 i, znaqit, T_{p−2} = p.

Pust~ teper~ k – proizvol~noe qislo, togda P_1 . . . P_{p−2} ∈ M_Cn_0 dlØ nekotorogo n = k (mod p). Poskol~ku m ∈ M_Cpr_0 dlØ l¸bogo r, to mP_1 . . . P_{p−2} ∈ M_Ck_0 i lemma dokazana.

Lemma 6. Pust~ G – ta ße gruppa, qto i v lemme 5. Pust~ Pi ∈

MC1 , gde C1 ¯∈ G, 1 6 i 6 p − 2, Pi – razliqnye prostye.

Togda mP_1 . . . P_{p−2} ¯∈ M_G, mP_1 . . . P_{p−2} ∈ M_C, esli C ¯∈ G; mP_1 . . . P_{p−3} ¯∈ M_C v tom i tol~ko tom sluqae, kogda C ¯∈ C^{±1}_1 G.

Dokazatel~stvo. Pust~ C1 = C^k_0 , gde (k, p) = 1. RassußdaØ tak

ße, kak v dokazatel~stve predyduweæ lemmy, moßno pokazat~,

OB ISKLıQITEL^NYH QISLAH 63 qto mP_1 . . . P_{p−2} ∈ M_Cr_0 togda i tol~ko togda, kogda r = k(n_1 − n_2) (mod p), zdes~ n_1 + n_2 = p − 2, n_1, n_2 ¿ 0. Takim obrazom r = 2k(n_1 + 1) (mod p) i prinimaet vse znaqeniØ (mod p) krome 0.

Analogiqno, mP_1 . . . P_{p−3} ∈ M_Cr_0 togda i tol~ko togda, kogda r = k(n_1 − n_2) (mod p), zdes~ n_1 + n_2 = p − 3, n_1, n_2 ¿ 0. Takim obrazom, r = k(2n_1 + 3) (mod p). Poslednee vyraßenie prinimaet vse znaqeniØ (mod p) krome ±k.

4. Dokazatel~stvo teoremy. Pust~ m ∈ M, m – beskvadratno,

m = P_1 . . . P_r. Pust~ P_i ∈ M_Ck_{i0} i mnoßestvo qisel k_i soderßit l razliqnyh.

Vyberem te qisla k_i (1 6 i 6 r), kotorye vstreqa¸tsØ ne menee, qem h^{h+1} raz. Oboznaqim ih koliqestvo qerez t 6 l. Oboznaqim ffti qisla qerez k_1, . . . , k_t.

Poskol~ku m ¯∈ M, to, v silu rezul~tatov lemmy 4, libo t = 0, libo (k_1, . . . , k_t) = k > 1.

Oboznaqim qerez N_0(X, C) koliqestvo qisel m 6 X, dlØ kotoryh t = 0. Togda, oqevidno,

N_0(X, C) = O ( X log X

(log log X)^B ) , (9)

gde postoØnnaØ B zavisit tol~ko ot h.

Esli t = 1 i (k_1, h) = 1, to, v silu rezul~tata lemmy 3, m ∈ M, qto nevozmoßno. Takim obrazom, k_1 = k_0K, gde (K, h) = 1, a vse prostye deliteli k_0 delØt h. Oqevidno, my moßem sqitat~, qto K = 1, poskol~ku v protivnom sluqae v kaqestve obrazu¸weæ moßno vzØt~ C^K_0 .

Pust~ p – naimen~xiæ prostoæ delitel~ k_0. V silu vsego vyxeizloßennogo, qislo m moßno zapisat~ v vide

m = m_0 Q_1 . . . Q_w, (10)

gde m_0 ¯∈ M_C , esli C ¯∈ G, gruppa G poroßdaetsØ fflementom C^p_0 , qisla Q_i – razliqnye prostye, a w ograniqeno postoØnnoæ, zavisØweæ tol~ko ot h.

Esli t ¿ 2, to my imeem taku¸ ße situaci¸: k = h_0K, gde k_0 > 1, (K, h) = 1, moßno sqitat~, qto K = 1, i qislo m moßno zapisat~ v vide (10).

Oboznaqim qerez N_p(X) koliqestvo m 6 X takih, qto m ¯∈ M i oni zapisyva¸tsØ v vide (10). V silu rezul~tata lemmy 1, pri

64 E. P. GOLUBEVA p > p_0 N_p(X) = O ( X log^{1− 12p} x

(log log X)^w ) . (11)

Pust~ teper~ p = p_0. Esli t < h/p_0, to iz lemmy 1 vytekaet, qto koliqestvo takih m, kotoroe my oboznaqaem qerez N_{p0,t}(X), dopuskaet ocenku N_{p0,t}(X) = O ( X log^{1− t2h} x

(log log X)^w ) . (12)

Pri t = h/p_0 iz toæ ße lemmy imeem N_{p0,t}(X) = A X log^{1− 12p}0 x

(log log X)^w ( 1 + o(1) ) , gde A > 0 – postoØnnaØ.

SravnivaØ sootnoxeniØ (9), (11) i (12), my poluqaem dlØ N_1(X, C) – koliqestva beskvadratnyh qisel m ¯∈ M_C, (m, 2D) = 1, asimptotiqeskoe ravenstvo

N_1(X, C) = A X log^{1− 12p}0 x

(log log X)^w ( 1 + o(1) ) , gde A > 0.

Maksimal~noe znaqenie w opredeleno v lemmah 5 i 6. DlØ C ∈ G w = p_0 − 2, dlØ C ¯∈ G w = p_0 − 3.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy nam ostalos~ tol~- ko zametit~, qto veliqiny N_1(X, C) i N (X, C) asimptotiqeski otliqa¸tsØ lix~ postoØnnym mnoßitelem.

Literatura

1. E. P. Golubeva, O predstavlenii bol~xih qisel binarnymi kvadratiq-

nymi formami, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 60–64.

2. O. M. Fomenko, Raspredelenie znaqeniæ kofffficientov Fur~e modulØrnyh

form vesa 1, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 196–227. 3. E. Wirsing, Das asymptotische Verhalten von Summen über multiplicative Functionen. I, Math. Ann. 143, No. 1 (1961), 75–102.

Postupilo 18 noØbrØ 1998 g. Gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ im. M. A. Bonq-Brueviqa