Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 254, 1998 g.

E. G. Goluzina

O MNOȷESTVAH ZNAQENI` SISTEM {f(z1), f^0 (z1)} I {f(z1), f(z2)} V KLASSE TIPIQNO VEWESTVENNYH FUNKCI`

Vvedenie

Pust~ T – klass funkciæ f(z) = z + c_2z^2 + . . . , regulØrnyh i tipiqno vewestvennyh v kruge E = {z : |z| < 1}, t.e. udovletvorØ¸wih v nem uslovi¸ Im z · Im f(z) > 0 pri Im z ≠ 0.

DlØ klassa T_R M. Robertsonom [1] i G. M. Goluzinym [3] poluqeno integral~noe predstavlenie: f(z) ∈ T ⇐⇒ f(z) = 1∫ −1 z 1 − 2tz + z^2 dα(t), α(t) ∈ M, (1) gde M – klass neubyva¸wih na [−1, 1] funkciæ α(t),

∫_1 −1 dα(t) = 1.

�kstremal~nym zadaqam v klasse T posvØwen rØd izvestnyh rabot. O rezul~tatah V. Rogozinskogo, G. M. Goluzina, S. A. Gel~fera, ı. E. Alenicyna i Dß. Dßenkinsa, otnosØwihsØ k issledovani¸ mnoßestv znaqeniæ sistem teælorovskih kofffficientov i ocenkam fftih kofffficientov, govorilos~ v posledneæ rabote avtora [3]. V [4] na klasse T byla rassmotrena zadaqa o mnoßestve znaqeniæ sistemy Φ(f, T ) funkcionalov vida

Φ^{(n)}_0 = 1 (n − 1)!

f^{(n−1)}(0) (n = 3, 4, . . . , α_0),

Φ^{(n)}_k = 1 (n − 1)! f^{(n−1)}(z_k) (k = 1, 2, . . . , m; n = 1, 2, . . . , α_k), gde z_1, . . . , z_m – razliqnye fiksirovannye toqki iz oblasti 0 < |z| < 1, α_0, α_1, . . . , α_m – zadannye natural~nye qisla. Imenno, v [4] byla poluqena harakteristika mnoßestva Φ(f, T ) v terminah neotricatel~nyh i poloßitel~no opredelennyh ffrmitovyh form, a v sluqae m = 1, α_1 = 1 opisany graniqnye funkcii mnoßestva Φ(f, T ), t.e. funkcii, sootvetstvu¸wie toqkam na 65

66 E. G. GOLUZINA

∂Φ(f, T ). Dokazatel~stva osnovyvalis~ na integral~nom predstavlenii klassa T i nekotoryh teoremah iz teorii momentov v [5], obobwa¸wih rezul~taty Karateodori–Tëplica i F. Rissa dlØ C-funkciæ Karateodori. �tim ße sposobom v [6] byli rexeny analogiqnye zadaqi v klasse regulØrnyh funkciæ, obobwa¸wih C-funkcii.

V nastoØweæ rabote pri pomowi togo ße podhoda konkretiziru¸tsØ i dopolnØ¸tsØ nekotorye iz rezul~tatov v [4]. Imenno, v klasse T nahodØtsØ mnoßestvo D_1 znaqeniæ sistemy {f(z_1), f^′(z_1)} i mnoßestvo D_2 znaqeniæ sistemy {f(z_1), f(z_2)} pri fiksirovannyh z_1 i z_2 iz E \ {0}, z_1 ≠ z_2, Im z_1 ≠ 0, Im z_2 ≠ 0 (teoremy 1, 2 i ih sledstviØ). DlØ opisaniØ graniqnyh funkciæ zdes~ okazalos~ udobnym vospol~zovat~sØ sootvetstvu¸wimi rassußdeniØmi ı. E. Alenicyna pri dokazatel~stvah lemm 1 i 2 v [7].

Zametim, qto v sluqaØh 1) Im z_1 ≠ 0, Im z_2 = 0, 2) Im z_1 = Im z_2 = 0 mnoßestvo D_2 naædeno v [8].

§1. Formulirovki rezul~tatov

Poloßim

D_1 = {(w_1, w^′_1) ∈ C^2 : w_1 = f(z_1), w^′_1 = f^′(z_1), f ∈ T }

i oboznaqim

ζ_1 = z_1 + 1 z_1

, ρ_1 = Re ζ_1, w_2 = z^2_1 1 − z^2_1 w^′_1.

Teorema 1. V sluqae Im z1 ≠ 0 D1 – zamknutoe, vypukloe i

ograniqennoe mnoßestvo, opisyvaemoe sledu¸weæ sistemoæ neravenstv:

Im[(ζ^2_1 − 4)w_1] Im ζ_1 ¿

1, |w_1|^2 +

Im w_1 Im ζ_1 6

0, (2) | |2ζ_1w_1 + (4 − ζ^2_1 )w_2 − 1 | | 6^{Im[(ζ21 − 4)w1]}

Im ζ_1

− 1, (3)

|w_2|^2 − 2 Re(w^2_1w_2) 6 ( Im w_1 Im ζ_1

)_2 + 2|w_1|^2

Im w_1 Im ζ_1

. (4)

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEM ff (z_1); f^0(z_1)g 67 Toqkam na ∂D_1 sootvetstvu¸t funkcii vida f(z) = 2∑ k=1 λ_kz 1 − 2t_k z + z^2 + λ_3z (1 + z)^2 + λ_4z (1 − z)^2

, (5)

gde parametry λ_j ¿ 0 (j = 1, 2, 3, 4) i t_k ∈ (−1, 1) (k = 1, 2) udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ

w_1 = 2∑ k=1 λ_k ζ_1 − 2t_k + λ_3 ζ_1 + 2 + λ_4 ζ_1 − 2 ,

w_2 = 2∑ k=1 λ_k (ζ_1 − 2t_k)^2 + λ_3 (ζ_1 + 2)^2 + λ_4 (ζ_1 − 2)^2 , 4∑ k=1 λ_k = 1.

V sluqae Im z_1 = 0 pri x + iy = f(z_1) + if^′(z_1)^{z21}_{1−z21}

D_1 = { (x, y) ∈ C : y ¿ x^2, y 6

2ρ_1x − 1 ρ^2_1 − 4 } , toqkam na ∂D_1 sootvetstvu¸t funkcii f(z) = z 1 − 2tz + z^2

, −1 6 t 6 1 i f(z) = λz (1 − z)^2 + (1 − λ)z (1 + z)^2 , 0 < λ < 1. Izvesten sledu¸wiæ rezul~tat, prinadleßawiæ Rogozinskomu [9].

Pust~ D – mnoßestvo znaqeniæ f(z_1) na klasse T pri fiksirovannom z_1 ∈ E. V sluqae Im z_1 ≠ 0 D predstavlØet soboæ krugovoæ segment, ograniqennyæ dugoæ w = s(z_1, t), −1 6 t 6 1, gde s(z_1, t) =^{z1}_{1−2tz1+z21} , i hordoæ, soedinØ¸weæ toqki s(z_1, 1), s(z_1, −1).

Takim obrazom,

D ≡ {w ∈ C : w = f(z_1), f ∈ T } = {Δ_1 ∩ Δ_2},

68 E. G. GOLUZINA

gde Δ_1 – krug, Δ_2 – poluploskost~, i

Δ_1 = { w : | | | |w + i 2 Im(z_1 +^1_{z1} ) | | | | 6^1

2| Im(z_1 +^1_{z1} )| } ,

Δ_2 = { w : Im[w_1(z_1 −^1_{z1} )^2] Im(z_1 +^1_{z1} ) ¿ 1 } . Pust~ T_1 = {f(z) ∈ T : f(z_1) = w_1}, gde z_1 i w_1 fiksirovany, z_1 ∈ E, Im z_1 ≠ 0, w_1 ∈ Int D, t.e. w_1 udovletvorØet dvum strogim neravenstvam v (2).

Oboznaqim qerez D^′_1 mnoßestvo znaqeniæ f^′(z_1) na klasse T_1 pri fiksirovannom z_1, Im z_1 ≠ 0. Iz teoremy 1 nahoditsØ mnoßestvo D^′_1 i ffto mnoßestvo znaqeniæ okazyvaetsØ krugovoæ lunoqkoæ.

Sledstvie 1. D^′_1 = {Δ^′_1 ∩ Δ^′_2}, gde

Δ^′_j = { w ∈ C : | | | z^{21} 1 − z^2_1 w − O^′_j | | | 6 R^′_j^}, j = 1, 2; zdes~

O^′_1 =

2ζ_1 w_1 − 1 ζ^2_1 − 4

, R^′_1 = 1 |ζ^2_1 − 4| [ Im(w_1(ζ^2_1 − 4)) Im ζ_1 − 1 ] , O^′_2 = w^2_1, R^′_2 = | | | | Im w_1 Im ζ_1

+ |w_1|^2 | | | |. Poloßim

D_2 = {(w_1, w_2) ∈ C^2 : w_1 = f(z_1), w_2 = f(z_2), f ∈ T }.

Pust~ ζ_j = z_j +^1_{zj} , j = 1, 2.

Teorema 2. D2 – zamknutoe, vypukloe i ograniqennoe mnoße-

stvo, opisyvaemoe v sluqae Im z_1 ≠ 0, Im z_2 ≠ 0 sistemoæ (2) i neravenstvami

|w_2|^2 ( 1 |ζ_2 − ζ_1|^2

+ 2 Re w_1 ζ_2 − ζ_1 − Im w_1 Im ζ_1 )

+|w_1|^2 ( 1 |ζ_2 − ζ_1|^2

+ 2 Re w_2 ζ_1 − ζ_2 − Im w_2 Im ζ_2 )

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEM ff (z_1); f^0(z_1)g 69

6 2 Re^{w2^{[ −i Im w1}

2 Im ζ_1 Im ζ_2 + w_1 |ζ_2 − ζ_1|^2 ]} , (6) | | | | w_2(ζ^2_2 − 4) − w_1(ζ^2_1 − 4)

ζ_2 − ζ_1 − 1 | | | | 2 6^{2∏}_{k=1}^{[ Im(wk(ζ2k − 4))}

Im ζ_k − 1 ] . (7)

Toqkam na ∂D_2 sootvetstvu¸t funkcii vida (5) pri sledu¸wih usloviØh na parametry:

λ_j ¿ 0 (j = 1, 2, 3, 4), t_k ∈ (−1, 1) (k = 1, 2), 4∑ k=1 λ_k = 1,

w_j = 2∑ k=1 λ_k(ζ_j − 2t_k)^{−1} + λ_3(ζ_j + 2)^{−1} + λ_4(ζ_j − 2)^{−1}.

Oboznaqim qerez D_2(z_2) mnoßestvo znaqeniæ funkcionala f(z_2) na klasse T_1 pri fiksirovannom z_2, Im z_2 ≠ 0. Iz teoremy 2, putem preobrazovaniæ neravenstv (6), (7), nahodim, qto ffto mnoßestvo takße ØvlØetsØ krugovoæ lunoqkoæ.

Imenno, ispol~zuem sledu¸wie oboznaqeniØ:

O_1 = 1 4 − ζ^2_2 [ w_1(4 − ζ^2_1) + 1 ζ_2 − ζ_2 ( |ζ_1 − ζ_2|^2

Im((ζ^2_1 − 4)w_1) Im ζ_1

+(ζ_2 − ζ_1)(ζ_1 − ζ_2) )] , R_1 =

|(ζ_2 − ζ_1)(ζ_2 − ζ_1)| 2| Im ζ_2| |4 − ζ^2_2 | [ Im(w_1(ζ^2_1 − 4)) Im ζ_1 − 1 ] , O_2 = B A , R_2 = C A , gde A = |ζ_2 − ζ_1|^{−2} { 1 + Im [ (ζ_2 − ζ_1)(ζ_1 − ζ_2)w_1 ]/ Im ζ_1 } , B = i Im w_1 2 Im ζ_1 Im ζ_2 + w_1 |ζ_2 − ζ_1|^2 + i|w_1|^2(ζ_1 − ζ_2) 2(ζ_1 − ζ_2) Im ζ_2 , C = |ζ_1 − ζ_2| 2| Im ζ_2| |ζ_1 − ζ_2| | | | | |w^1|^2 +

Im w_1 Im ζ_1 | | | |. Togda spravedlivo

Sledstvie 2. D2(z2) = {Δ1 ∩ Δ2}, gde

Δ_j = { w ∈ C : |w − O_j| 6 R_j } , j = 1, 2.

70 E. G. GOLUZINA

§2. Dokazatel~stva

2.1. Dokazatel~stvo teoremy 1. Iz predstavleniØ (1) dlØ si-

stemy {f(z_1), f^′(z_1)} poluqaem predstavlenie

f(z_1) = 1∫ −1 (ζ_1 − 2t)^{−1} d α(t)

f^′(z_1) = 1∫ −1 (−ζ^′(z_1)) · (ζ_1 − 2t)^{−2} d α(t), α(t) ∈ M, (8)

gde ispl~zu¸tsØ oboznaqeniØ

ζ = ζ(z) = z + 1 z , ζ_1 = ζ(z_1).

Netrudno pokazat~, qto D_1 – vypukloe, ograniqennoe i zamknutoe mnoßestvo.

V silu teoremy 1.3 v [10, str. 86–87], imeem sledu¸wee utverßdenie.

DlØ spravedlivosti predstavleniØ (8), neobhodimo i dostatoqno, qtoby pri vypolnenii dlØ vseh t ∈ [−1, 1] neravenstva φ(t) ≡ Re [ α_0 + α_1 ζ_1 − 2t

+ α_2

(−ζ^′(z_1)) (ζ_1 − 2t)^2 ] ¿ 0, (9)

vypolnØlos~ by i neravenstvo H ≡ Re [ α_0 + α_1 f(z_1) + α_2 f^′(z_1)

] ¿ 0, (10)

gde α_0, α_1, α_2 – kompleksnye qisla.

V sluqae Im z_1 ≠ 0 zapixem φ(t) v vide

φ(t) = A_4(t) | |ζ_1 − 2t | |^{−4}, (11)

gde A_4(t) –neotricatel~nyæ mnogoqlen ot t ne vyxe 4-oæ stepeni. Po teoreme Markova–Lukaqa (sm. [10, str. 89]),

A_4(t) = (1 − t^2)(X_0 + X_1t)^2 +

(_2∑ k=0 Y_k t^k )_2 , (12)

gde X_0, X_1 i Y_0, Y_1, Y_2 – vewestvennye qisla.

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEM ff (z_1); f^0(z_1)g 71

Podstavim (12) v (11) i zapixem neravenstvo φ(t) ¿ 0 v vide

φ(t) = (1 − t^2) | | | | X_0 + X_1t (ζ_1 − 2t)(ζ_1 − 2t) | | | | 2 + | | | | Y_0 + Y_1t + Y_2t^2 (ζ_1 − 2t)(ζ_1 − 2t) | | | | 2

(13)

= (1 − t^2) | | | β_0 ζ_1 − 2t + β_1 ζ_1 − 2t | | | 2 + | | |γ^0 + γ_1 ζ_1 − 2t + γ_2 ζ_1 − 2t | | | 2 ¿ 0,

gde β_0, β_1 i γ_0, γ_1, γ_2 – nekotorye kompleksnye qisla, zavisØwie sootvetstvenno ot X_0, X_1 i Y_0, Y_1, Y_2.

Zametim, qto

1 − t^2 |ζ_1 − 2t|^2 = − 1 4 + β ζ_1 − 2t + β ζ_1 − 2t

, gde β =

4 − ζ^2_1 4(ζ_1 − ζ_1)

, (14)

1 − t^2 (ζ_1 − 2t)^2 = − 1 4 + ζ_1/2 ζ_1 − 2t + (4 − ζ^2_1 )/4 (ζ_1 − 2t)^2 . Pofftomu iz neravenstva (13) i usloviæ (9)–(10) poluqaem

H ≡ A_{00}|β_0|^2 + A_{11}|β_1|^2 + 2 Re(A_{00} β_0 β_1) + |γ_0|^2 + B_{11}|γ_1|^2

+B_{22}|γ_2|^2 + 2 Re(w_1 γ_0 γ_1) + 2 Re(w_1 γ_0 γ_2) + 2 Re(w_2 γ_1 γ_2) ¿ 0, (15) gde w_1 = f(z_1), w_2 = f^′(z_1) /( − ζ^′(z_1) ) , A_{00} = − 1 4 + 2 Re(β w_1), A_{11} = A_{00},

A_{01} = − 1 4 + ζ_1 2 w_1 +

4 − ζ^2_1 4 w_2, A_{10} = A_{01},

B_{11} = B_{22} = −

Im w_1 Im ζ_1 . Sledovatel~no, dlØ spravedlivosti predstavleniØ (8) neobhodima i dostatoqna neotricatel~nost~ ffrmitovoæ formy v (15). Poslednee ravnosil~no (sm. [11, str. 300]) neotricatel~nosti vseh glavnyh minorov dvuh matric

B^′_1 = ‖ ‖ ‖ A_{00} A_{10} A_{01} A_{11} ‖ ‖ ‖ , B^′2 = ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 1 w_1 w_1 w_1 B_{11} w_2 w_1 w_2 B_{22}

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ . Dalee nam potrebuetsØ

72 E. G. GOLUZINA

Lemma 1. NekotoraØ toqka (w1, w^′_1) ∈ C^2 ØvlØetsØ vnutrenneæ

toqkoæ mnoßestva D_1 togda i tol~ko togda, kogda ffrmitova forma H v (15) poloßitel~no opredelennaØ.

Dokazatel~stvo fftoæ lemmy analogiqno dokazatel~stvu lemmy 1 v [4] i my ego opuskaem.

Poloßitel~naØ opredelennost~ ffrmitovoæ formy v (15) ravnosil~na (sm. [11, str. 300]) vypolneni¸ strogih neravenstv

A_{00} > 0, A_{11} · A_{00} > |A_{10}|^2,

B_{11} > |w_1|^2, B^2_{11} + 2 Re(w^2_1 w_2) > |w_2|^2 + 2B_{11}|w_1|^2,

qto, vvidu zamknutosti mnoßestva D_1, dokazyvaet pervu¸ qast~ teoremy 1.

DlØ issledovaniØ graniqnyh funkciæ ispol~zuem lemmy 1 i 2 v [8]. Pust~ P – toqka (w_1, w^′_1) ∈ C^2 . Imeem

∂D_1 = { P ∈ D_1 : Re L(P ) = max w=(w1,w^01)∈D1 Re L(w) } , gde L(w) = α_0 + α_1 w_1 + α_2 w^′_1, α_0 ≠ 0, (α_1, α_2) ∈ C^2

– nenulevye vektory. V silu (8),

L(w) = α_0 + α_1 1∫ −1 d α(t) ζ_1 − 2t

+ α_2 1∫ −1 −ζ^′(z_1) (ζ_1 − 2t)^2 d α(t) = 1∫ −1 φ(t) d α(t) i max w∈D1 Re L(w) = max_{α∈M} 1∫ −1 φ(t) d α(t) = max_{−1}6_t6_1 φ(t).

FunkciØ φ(t) =^{A4(t)}_{|ζ1−2t|2} ≢ const, A_4(t) – mnogoqlen ot t ne vyxe 4-oæ stepeni. Pofftomu φ(t) dostigaet absol¸tnogo maksimuma na [−1, 1] na koneqnom qisle toqek t_j , j = 1, 2, . . . , q, q 6 2, i, vozmoßno, v toqkah −1, 1. Pofftomu mnoßestvu ∂D_1 sootvetstvu- ¸t tol~ko te funkcii klassa T , kotorye poluqa¸tsØ iz (1) pri kusoqno-postoØnnyh funkciØh α(t) ∈ M s vozmoßnymi toqkami razryva tol~ko t_1, t_2, −1, 1, t.e. funkcii (5). V sluqae Im z_1 ≠ 0 teorema 1 dokazana.

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEM ff (z_1); f^0(z_1)g 73

Pust~ teper~ Im z_1 = 0. Togda funkciØ

φ(t) = α_0 + α_1 ρ_1 − 2t + α_2(−ζ^′(z_1)) (ρ_1 − 2t)^2 , gde α_0, α_1, α_2 – vewestvennye qisla, i v silu (9) φ(t) = A_2(t) (ρ_1 − 2t)^2 ¿ 0, gde A_2(t) – neotricatel~nyæ mnogoqlen ot t ne vyxe 2-oæ stepeni. Po teoreme Markova–Lukaqa,

φ(t) = (1 − t^2)

X^2_0 (ρ_1 − 2t)^2 + (Y_0 + Y_1t)^2 (ρ_1 − 2t)^2

= (1 − t^2)

X^2_0 (ρ_1 − 2t)^2 + ( γ_0 + γ_1 ρ_1 − 2t

)_2 , gde X_0 i γ_0, γ_1 – nekotorye vewestvennye qisla.

Sootvetstvu¸waØ forma H imeet vid H = ( − 1 4 + ρ_1 w_1 2 + (4 − ρ^2_1)w_2 4 ) X^2_0 + γ^2_0 + γ^2_1 w_2 + 2γ_0 γ_1 w_1. (16)

Neotricatel~nost~ kvadratiqnoæ formy (16) ravnosil~na (sm. [11, str. 278]) vypolneni¸ dvuh neravenstv (ρ^2_1 − 4)w_2 6 2ρ_1 w_1 − 1, w_2 ¿ w^2_1.

Teorema 1 dokazana.

2.2. Dokazatel~stvo teoremy 2. DlØ sistemy funkcionalov

{f(z_1), f(z_2)} iz predstavleniØ (1) poluqaem predstavlenie

f(z_j ) = 1∫ −1 dα(t) ζ_j − 2t , α(t) ∈ M, j = 1, 2, ζ_j = z_j + z^{−1}_j . (17)

Dal~neæxie rassußdeniØ analogiqny ispol~zovannym pri dokazatel~stve teoremy 1. DlØ predstavleniØ (17) usloviØ (9)–(10) zamenØ¸tsØ na sledu¸wie: φ(t) ≡ Re [ α_0 + α_1 ζ_1 − 2t + α_2 ζ_2 − 2t ] ¿ 0, −1 6 t 6 1, (18)

74 E. G. GOLUZINA

H ≡ Re [α_0 + α_1 f(z_1) + α_2 f(z_2)] ¿ 0. (19)

Tak kak Im z_1 ≠ 0, Im z_2 ≠ 0, to funkci¸ φ(t) zapixem v vide φ(t) = A_4(t) |ζ_1 − 2t|^2 |ζ_2 − 2t|^2

. (20)

Ispol~zuØ predstavlenie (12), iz neravenstva (18) poluqaem

φ(t) = (1 − t^2) | | | | β_0 ζ_1 − 2t + β_1 ζ_2 − 2t | | | | 2 + | | | |γ^0 + γ_1 ζ_1 − 2t + γ_2 ζ_2 − 2t | | | | 2 ¿ 0,

otkuda v silu usloviæ (18)–(19) sleduet H ≡ [ Im(w_1(ζ^2_1 − 4)) Im ζ_1 − 1 ] |β_0|^2 + [ Im(w_2(ζ^2_2 − 4)) Im ζ_2 − 1 ] |β_1|^2

+2 Re [( (4 − ζ^2_1 )w_1 − (4 − ζ^2)w_2 ζ_2 − ζ_1 − 1 ) β_0 β_1 ]

+|γ_0|^2 + ( − Im w_1 Im ζ_1 ) |γ_1|^2 + ( − Im w_2 Im ζ_2 ) |γ_2|^2

+2 Re ( w_1 γ_0 γ_1 ) + 2 Re ( w_2 γ_0 γ_2 ) + 2 Re ( w_1 − w_2

ζ_2 − ζ_1 γ_1 γ_2 ) ¿ 0. (21)

Sledovatel~no, dlØ spravedlivosti predstavleniØ (17), neobhodima i dostatoqna neotricatel~nost~ ffrmitovoæ formy v (21).

Ispol~zuØ shemu dokazatel~stva lemmy 1 v [4], poluqim sledu¸wiæ analog lemmy 1.

Lemma 2. DlØ togo, qtoby nekotoraØ toqka (w1, w2) ∈ C^2 by-

la vnutrenneæ toqkoæ mnoßestva D_2, neobhodimo i dostatoqno, qtoby ffrmitova forma v (21) byla poloßitel~no opredelennoæ.

Poloßitel~naØ opredelennost~ formy H v (21) ravnosil~na vypolneni¸ strogih neravenstv v (2) i (6), (7). �tim, v silu zamknutosti mnoßestva D_2, dokazana pervaØ qast~ utverßdeniØ teoremy 2.

Tak kak funkciØ φ(t) zdes~ imeet vid (20), gde A_4(t) – mnogoqlen ot t ne vyxe 4-æ stepeni, to te ße rassußdeniØ, qto i pri dokazatel~stve teoremy 1, privodØt k utverßdeni¸ o graniqnyh funkciØh mnoßestva D_2. Teorema 2 dokazana.

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEM ff (z_1); f^0(z_1)g 75

Literatura

1. M. S. Robertson, On the coefficients of typically real functions, Bull. Amer. Math.

Soc. 41, No. 8 (1935), 565–572.

2. G. M. Goluzin, O tipiqno vewestvennyh funkciØh, Mat. sb. 27 (69), No. 2 (1950), 201–218.

3. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ f (z_0) v odnom klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 46–55.

4. E. G. Goluzina, Ob oblastØh znaqeniæ nekotoryh sistem funkcionalov v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Vestn. LGU No. 7, ser. mat., meh. i astr., vyp. 2 (1965), 45–62.

5. N. Ahiezer, M. Kreæn, O nekotoryh voprosah teorii momentov, Har~- kov, 1938.

6. V. A. Andreeva, N. A. Lebedev, A. V. Stovbun, Ob oblastØh znaqeniæ nekotoryh sistem funkcionalov v nekotoryh klassah regulØrnyh funkciæ, Vestn LGU No. 7, ser. mat., meh. i astr., vyp. 2 (1961), 8–22.

7. ı. E. Alenicyn, Ob oblastØh izmeneniØ sistem kofffficientov funkciæ, predstavimyh summoæ integralov Stilt~esa, Vestnik LGU No. 7, ser. mat., meh. i astr., vyp. 2 (1962), 25–41.

8. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ odnoæ sistemy funkcionalov v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 69–79.

9. W. Rogosinski, Über positive harmonische Entwicklungen und typisch-reelle Potenzreihen, Math. Z. 35, No. 1 (1932), 93–121.

10. M. G. Kreæn, A. A. Nudel~man, Problema momentov Markova i ffkstremal~nye zadaqi, M., 1973.

11. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric, 3-~e izd., M., 1967.

Postupilo 5 noØbrØ 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN