Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 254, 1998 g.

V. N. Dubinin, L. V. Kovalev

PRIVEDENNY` MODUL^ KOMPLEKSNO` SFERY

Vvedenie

NastoØwaØ rabota prodolßaet issledovaniØ v [1, 2], posvØwennye privedennym modulØm otkrytyh mnoßestv i ih priloßeniØm v teorii funkciæ. Pust~ B – otkrytoe mnoßestvo na kompleksnoæ sfere C_z. Pust~ z_l, l = 1, . . ., m, – razliqnye toqki mnoßestva B; δ_l, l = 1, . . . , m, – proizvol~nye vewestvennye qisla, ne vse ravnye nul¸, i pust~ μ_l, ν_l, l = 1, . . . , m, – proizvol~nye poloßitel~nye qisla. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: Z = {z_l}, Δ = {δ_l}, Ψ = {ψ_l} ψ_l = ψ_l(r) ≡ μ_lr^{νl} , l = 1, . . . , m; E(z_0, r) = { z : |z − z_0| 6 r } v sluqae koneqnoæ toqki z_0 i E(z_0, r) = { z : |z| ¿ 1/r } v sluqae z_0 = ∞, r > 0. Zdes~ i niße, esli ne ogovoreno protivnoe, simvoly { }, ∑ i ∏ oznaqa¸t sootvetstvenno sovokupnost~, summirovanie i proizvedenie po vsevozmoßnym indeksam, ukazannym v kontekste, za iskl¸qeniem teh, pri kotoryh slagaemoe v ∑ libo ravno ∞, libo neopredeleno, a somnoßitel~ v proizvedenii raven libo nul¸, libo ∞. Pri dostatoqno malom r > 0 opredelen kondensator C (r; B, Z, Δ, Ψ) = {C_z \ B, E(z_1, ψ_1(r)), . . . , E(z_m, ψ_m(r))} s predpisannymi znaqeniØmi sootvetstvenno 0, δ_1, . . . , δ_m. Modulem fftogo kondensatora nazyvaem veliqinu |C (r; B, Z, Δ, Ψ) | = sup { ∫ ∫ Cz |∇v|^2 dx dy }_{−1} , gde verhnØØ gran~ beretsØ po vsem vewestvennoznaqnym funkci- Øm v(z), nepreryvnym na C_z, udovletvorØ¸wim uslovi¸ Lipxica v nekotoroæ okrestnosti kaßdoæ koneqnoæ toqki i takim, qto

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 96-01-00007) i ISSEP (grant s97-336). 76

PRIVEDENNY` MODUL^ KOMPLEKSNO` SFERY 77 v(z) = 0 v okrestnosti mnoßestva C_z \ B i v(z) = δ_l na E(z_l, ψ_l(r)), l = 1, . . . , m (zdes~ 1/0 = +∞). V rabote [1] pokazano, qto esli C_z \ B imeet poloßitel~nu¸ garmoniqesku¸ meru, to spravedliva asimptotiqeskaØ formula |C (r; B, Z, Δ, Ψ) | = − ν 2π log r + M (B, Z, Δ, Ψ) + o(1) , r → 0, (1) gde M (B, Z, Δ, Ψ) = ν^2 2π {∑ δ^2_l ν^2_l log r(B_l , z_l) μ_l + ∑ δ_lδ_k ν_lν_k g_{Bl} (z_l, z_k) } , ν = (∑ δ^2_l ν^{−1}_l )_{−1} , B_l – svØznaØ komponenta mnoßestva B, soderßawaØ toqku z_l, r(B_l, z_l) – ee vnutrenniæ radius otnositel~no z_l i g_{Bl} (z, ζ) – funkciØ Grina oblasti B_l, l = 1, . . ., m. Veliqinu M (B, Z, Δ, Ψ) my nazyvaem privedennym modulem mnoßestva B otnositel~no sovokupnosteæ Z, Δ i Ψ. Zametim, qto v [1] formula (1) byla dokazana v predpoloßenii, qto vse δ_l ≠ 0, l = 1, . . . , m. Pri fftom predel~nym perehodom moßno ubedit~sØ v spravedlivosti ee dlØ vseh vewestvennyh δ_l, hotØ by odno iz kotoryh otliqno ot nulØ. Deæstvitel~no, pust~ δ_l ≠ 0 dlØ l = 1, . . . , n i δ_l = 0, l = n + 1, . . . , m. Oboznaqim B_ρ = B \ m⋃ l=n+1 E(z_l, ψ_l(ρ)), Z^′ = {z_l}^n_{l=1} , Δ^′ = {δ_l}^n_{l=1} Ψ^′ = {ψ_l}^n_{l=1}.

Iz opredeleniØ modulØ dlØ vseh r < ρ vypolnØetsØ |C (r; B, Z^′, Δ^′, Ψ^′) | ¿ |C (r; B, Z, Δ, Ψ) | ¿ |C (r; B_ρ, Z^′, Δ^′, Ψ^′) | Pri r → 0 poluqaem

M (B, Z^′, Δ^′, Ψ^′) ¿ M (B, Z, Δ, Ψ) ¿ M (B_ρ, Z^′, Δ^′, Ψ^′)

dlØ vseh dostatoqno malyh ρ. Takim obrazom, M (B, Z, Δ, Ψ) = M (B, Z^′, Δ^′, Ψ^′) . Odna iz zadaq nastoØweæ raboty – izuqit~ asimptotiku modulØ kondensatora C (r; B, Z, Δ, Ψ) dlØ mnoßestv B, dopolnenie kotoryh imeet garmoniqesku¸ meru nul~. Vvidu izvestnyh svoæstv rexeniØ obobwennoæ zadaqi Dirihle [3] ffta situaciØ

78 V. N. DUBININ, L. V. KOVALEV ravnosil~na sluqa¸ B = C_z, pofftomu v dal~neæxem my rassmatrivaem kondensatory

C (r; Z, Δ, Ψ)^{def}= {E(z_1, ψ_1(r)), . . . , E(z_m, ψ_m(r))}.

Vo vtorom paragrafe da¸tsØ nekotorye priloßeniØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ, svØzannye preßde vsego so svoæstvom monotonnosti privedennyh moduleæ i simmetrizacionnymi preobrazovaniØmi [4].

§1. Opredelenie i osnovnye svoæstva

Pust~ Z, Δ, Ψ i ν te ße kak i vyxe. Predpoloßim, qto suwestvuet koneqnyæ predel

M (Z, Δ, Ψ) = lim_{r→0} ( |C (r; Z, Δ, Ψ) | + ν 2π log r ) . Togda fftot predel nazovem privedennym modulem kompleksnoæ sfery C_z otnositel~no sovokupnosteæ Z, Δ i Ψ. Netrudno pokazat~, qto v opredelenii privedennogo modulØ krugi E(z_l, ψ_l(r)) moßno zamenit~ na “poqti krugi” s centrom v z_l togo ße radiusa (sm. lemmu 1 raboty [1]). PolagaØ v formule (1) B = { z : |z| < R } i perehodØ k predelu pri R → ∞, poluqim formulu dlØ privedennogo modulØ otnositel~no sovokupnosti koneqnyh toqek. Odnako obosnovanie usloviØ kommutirovaniØ dvuh predel~nyh perehodov trebuet ne men~xe usiliæ, qem prØmoe dokazatel~stvo formuly, k kotoromu my i pristupaem.

Teorema 1. DlØ l¸byh sovokupnosteæ Z = {zl}, Δ = {δl} i

Ψ = {μ_lr^{νl} }, udovletvorØ¸wih usloviØm ∑ (δ_l /ν_l) = 0, ∑ δ^2_l ≠ 0, privedennyæ modul~ kompleksnoæ sfery suwestvuet i spravedliva sledu¸waØ formula:

M (Z, Δ, Ψ) = ν^2 2π ( − ∑ δ2_l ν^2_l log μ_l − ∑ δ_lδ_k ν_lν_k log |z_l − z_k| ) , (2)

gde ν = (∑ δ^2_l ν^{−1}_l )_{−1} . Dokazatel~stvo. Privedem snaqala neskol~ko zameqaniæ. Vopervyh, moßno sqitat~, qto δ_1 ≠ 0. Vo-vtoryh, formulu (2) dostatoqno dokazat~ dlØ sluqaØ, kogda z_1 = ∞. Deæstvitel~no,

PRIVEDENNY` MODUL^ KOMPLEKSNO` SFERY 79 pri koneqnom z_1 otobraßenie z → (z − z_1)^{−1} perevodit kondensator C (r; Z, Δ, Ψ) v kondensator C (r; Z^′, Δ^′, Ψ^′), plastiny kotorogo predstavlØ¸t soboæ “poqti krugi” s parametrami z^′_1 = ∞, z^′_l = 1/(z_l − z_1), l = 2, . . . , m; δ^′_l = δ_l, ν^′_l = ν_l, l = 1, . . . , m; μ^′_1 = μ_1, μ^′_l = μ_l/|z_l − z_1|^2, l = 2, . . . , m; Z^′ = {z^′_l}, Δ^′ = {δ^′_l }, Ψ^′ = {μ^′_lr^{ν0l} }. Vvidu konformnoæ invariantnosti modulØ posle nesloßnyh vyqisleniæ s uqetom ravenstva ∑ (δ_l/ν_l) = 0 imeem M (Z, Δ, Ψ) = M (Z^′, Δ^′, Ψ^′) = = ν^2 2π ( − ∑ δ2_l ν^2_l log μ^′_l − ∑ δ_lδ_k ν_lν_k log |z^′_l − z^′_k| ) =

= ν^2 2π ( − ∑ δ2_l ν^2_l log μ_l − ∑ δ_lδ_k ν_lν_k log |z_l − z_k| ) . Dalee, pri ukazannyh predpoloßeniØh moßno sqitat~, qto vypolnØetsØ uslovie ∑ δ_l ν^2_l log μ_l + ∑ δ_l ν_lν_k log |z_l − z_k| = 0. (3)

V protivnom sluqae narØdu s kondensatorom C (r; Z, Δ, Ψ) rassmotrim ego obraz pri otobraßenii z → az, gde

a = exp {(∑ δ_l ν^2_l log μ_l + ∑ δ_l ν_lν_k log |z_l − z_k| ) / ( δ_1 ν_1 ∑ 1 ν_l )} . Poluqennyæ kondensator C (r; Z^′, Δ^′, Ψ^′) s parametrami z^′_l = az_l, δ^′_l = δ_l, ν^′_l = ν_l, l = 1, . . ., m; μ^′_1 = μ_1/a, μ^′_l = aμ_l, l = 2, . . . , m, udovletvorØet uslovi¸ (3), priqem M (Z, Δ, Ψ) = M (Z^′, Δ^′, Ψ^′) = = ν^2 2π ( − ∑ δ2_l ν^2_l log μ^′_l − ∑ δ_lδ_k ν_lν_k log |z^′_l − z^′_k| ) =

80 V. N. DUBININ, L. V. KOVALEV = ν^2 2π ( − ∑ δ2_l ν^2_l log μ_l − ∑ δ_lδ_k ν_lν_k log |z_l − z_k|− − ( ∑ l≠1 δ^2_l ν^2_l − δ^2_1 ν^2_1 + ∑ l≠k l,k≠1 δ_lδ_k ν_lν_k ) log a ) =

= − ν^2 2π ( − ∑ δ2_l ν^2_l log μ_l − ∑ δ_lδ_k ν_lν_k log |z_l − z_k| ) . Itak, vs¸du niße predpolagaetsØ, qto z_1 = ∞, δ_1 ≠ 0 i vypolnØetsØ uslovie (3). Zametim, qto pri dannyh predpoloßeniØh imeet mesto asimptotiqeskoe ravenstvo ∑ l≠1 δ_l log ψ_l − ∑ δ_l log |z_l − z_k| log ψ_l log ψ_k =

= − δ_1 ν_1

(log r)^{−1} + δ_1 ν^2_1 log μ_1(log r)^{−2} + o ( (log r)^{−2} ) . (4)

Pristupim teper~ k neposredstvennomu dokazatel~stvu formuly (2) (sr. [1, s. 59–61]). Pust~ δ_l ≠ 0 pri vseh l = 1, . . ., m. Vvedem vspomogatel~nu¸ funkci¸ g(z) = ∑ δ_l log |z − z_l| log ψ_l − ∑ δ_l log ψ_l log |z_l − z_k| log ψ_k log |z − z_k| i poloßim ~E(z_l, r) = { z ∈ E(z_l, ψ_l(2r)) : g(z)/δ_l ¿ 1 }, l = 1, . . . , m. DlØ toqek z mnoßestva ~E(z_l , r), v kotoryh g(z) = δ_l , v sluqae l > 1 imeem

δ_l = log |z − z_l| log ψ_l { δ_l − ∑ δ_k log |z_l − z_k| log ψ_k } + o(1) = = log |z − z_l| log ψ_l

(δ_l + o(1)) , r → 0,

otkuda log |z − z_l| log ψ_l

= 1+o(1). S uqetom poslednego ravenstva imeem

δ_l = δ_l log |z − z_l| log ψ_l + ∑ δ_k log |z_k − z_l| log ψ_k − − ∑ δ_k log |z_k − z_l| log ψ_k + o ( (log r)^{−1} ) = δ_l log |z − z_l| log ψ_l + o ( (log r)^{−1} ) .

PRIVEDENNY` MODUL^ KOMPLEKSNO` SFERY 81 Sledovatel~no, na granice mnoßestva ~E(z_l , r) vypolnØetsØ |z − z_l| ∼ ψ_l, r → 0. V sluqae l = 1 s uqetom (4) imeem

δ_1 = log |z| ∑ l≠1 δ_l log ψ_l − ∑ δ_l log ψ_l log |z_l − z_k| log ψ_k + o ( (log r)^{−1} ) =

= log |z| log r { − δ_1 ν_1 + δ_1 ν^2_1 log μ_1(log r)^{−1} + o ( (log r)^{−1} )} + o ( (log r)^{−1} ) . Ots¸da |z| ∼ 1/ψ_1, r → 0 na granice ~E(z_1, r). Takim obrazom, mnoßestva ~E(z_l, r) predstavlØ¸t soboæ “poqti krugi”, i my moßem v opredelenii privedennogo modulØ kondensator C (r; Z, Δ, Ψ) zamenit~ na kondensator ~C(r; Z, Δ, Ψ)^{def}= { ~E(z_1, r), . . ., ~E(z_m, r)}. FunkciØ g(z) sovpadaet v pole kondensatora ~C(r) s ego potencial~noæ funkcieæ. PrimenØØ princip Dirihle, formulu Grina i ravenstvo (4), posle nesloßnyh preobrazovaniæ poluqaem | ~C(r)|^{−1} = ∫ ∫

C_z \^m ⋃ 1 ~E(z_l, r) |∇g|^2 dx dy = − ∑ ∫ ∂ ~E(z_l, r) δ_l ∂g ∂n ds =

= −2π ∑ l≠1 δ_l ( δ_l log ψ_l − ∑ δ_k log ψ_k log |z_k − z_l| log ψ_l ) +

+2πδ_1 ( ∑ l≠1 δ_l log ψ_l − ∑ δ_l log |z_k − z_l| log ψ_l log ψ_k ) = − 2π log r ∑ δ2_l ν_l +

+ 2π (log r)^2 (∑ δ^2_l ν^2_l log μ_l + ∑ δ_lδ_k ν_lν_k log |z_l − z_k| ) + o ( (log r)^{−2} ) . Pofftomu | ~C(r)| = − ν 2π log r + ν^2 2π { − ∑ δ2_l ν^2_l log μ_l − ∑ δ_lδ_k ν_lν_k log |z_l − z_k| } + o(1),

i formula (2) dokazana.

Nakonec, rassmotrim obwiæ sluqaæ: δ_l ≠ 0 pri l = 1, . . ., n; δ_l = 0, l = n + 1, . . . , m (n 6 m). Poloßim Z_n = {z_1, . . . , z_n}, Δ_n = {δ_1, . . . , δ_n}, Ψ_n = {ψ_1, . . ., ψ_n}.

82 V. N. DUBININ, L. V. KOVALEV FunkciØ g(z), postroennaØ kak i vyxe, no po parametram Z_n, Δ_n, Ψ_n, sovpadaet s potencial~noæ funkcieæ kondensatora ~C_n(r)^{def}= { ~E(z_1, r), . . ., ~E(z_n, r)}. Ostalos~ pokazat~, qto

M (Z, Δ, Ψ) = M (Z_n, Δ_n, Ψ_n) .

Pri dostatoqno malom R > 0 mnoßestva E(z_k, R), k = 1, . . . , m ne pereseka¸tsØ. DlØ k = n + 1, . . ., m poloßim M_k = max{|g(z)| : z ∈ E(z_k, R)}. Iz opredeleniØ g(z) sleduet M_k = O ( (log r)^{−1} ) . Vvedem vspomogatel~nye funkcii

f_k(z) = M_k log | | | | z − z_k ψ_k | | | | / log ( R ψ_k ) , z ∈ E(z_k, R) \ E(z_k, ψ_k), k > n. Pri malyh r funkciØ h(z) = = g(z), z /∈ ⋃_m k=n+1 E(zk, R), max{min{g(z), f_k(z)}, −f_k(z)}, z ∈ E(z_k, R) \ E(z_k, ψ_k), k > n, 0, z ∈ E(z_k, ψ_k), k > n ØvlØetsØ dopustimoæ dlØ kondensatora ~C^′(r)^{def}= { ~E(z_1, r), . . ., ~E(z_n, r), E(z_{n+1}, ψ_{n+1}), . . . , E(z_m, ψ_m)}. Iz ocenki

| ~C_n(r)|^{−1} 6 | ~C^′(r)|^{−1} 6 ∫∫

C_z \^n ⋃ 1 ~E(z_l, r) |∇h|^2 dx dy 6

6^{∫∫} C_z \^n ⋃ 1 ~E(z_l, r) |∇g|^2 dx dy + m∑ l=n+1 ∫ ∫

E(z_l, R) \ E(z_l, ψ_l)^n ⋃ 1

|∇f_l|^2 dx dy =

= | ~C_n(r)|^{−1} + o ( (log r)^{−2} ) srazu sleduet trebuemyæ rezul~tat. Teorema dokazana.

Sledu¸wie teoremy ustanavliva¸t svØz~ meßdu privedennymi modulØmi kompleksnoæ sfery i ee podmnoßestv.

PRIVEDENNY` MODUL^ KOMPLEKSNO` SFERY 83

Teorema 2. Pust~ Bk, k = 1, . . . , n, – otkrytye, poparno ne-

pereseka¸wiesØ mnoßestva na sfere C_z, i pust~ z_{kl}, z_{kl} ∈ B_k, l = 1, . . ., m_k, – razliqnye toqki fftih mnoßestv, Z_k = {z_{kl}}^{mk}_{l=1}, k = 1, . . ., n. Predpoloßim, qto sovokupnosti Δ_k = {δ_{kl}}^{mk}_{l=1} i Ψ_k = {μ_{kl}r^{νkl} }^{mk}_{l=1} udovletvorØ¸t sledu¸wim usloviØm:^{mk} ∑ l=1 δ^2_{kl} ≠ 0, k = 1, . . . , n, ∑ (δ_{kl}/ν_{kl}) = 0. Togda n∑ k=1 (_{mk}∑ l=1 δ^2_{kl}/ν_{kl} )_2

M (B_k, Z_k, Δ_k, Ψ_k) 6 (∑ δ^2_{kl}/ν_{kl} )_2 M (Z, Δ, Ψ) , gde Z = {z_{kl}}, Δ = {δ_{kl}} i Ψ = {μ_{kl}r^{νkl} }. Dokazatel~stvo. Vvedem oboznaqeniØ

ν_k = (_{mk} ∑ l=1 δ^2_{kl}/ν_{kl} )_{−1} , k = 1, . . ., n, ν = (∑ δ^2_{kl}/ν_{kl} )_{−1} . V usloviØh teoremy 2 privedennye moduli suwestvu¸t i soglasno ih opredeleni¸ imeem |C (r; B_k, Z_k, Δ_k, Ψ_k) |^{−1} = = − ( 2π ν_k log r ) − M (B_k, Z_k, Δ_k, Ψ_k) ( 2π ν_k log r

)_2 + o (( 1 log r

)_2) , r → 0, k = 1, . . ., n, |C (r; Z, Δ, Ψ) |^{−1} = = − ( 2π ν log r ) − M (Z, Δ, Ψ) ( 2π ν log r

)_2 + o (( 1 log r

)_2) , r → 0. S drugoæ storony, iz opredeleniØ moduleæ legko sleduet neravenstvo n∑ k=1 |C (r; B_k, Z_k, Δ_k, Ψ_k) |^{−1} ¿ |C (r; Z, Δ, Ψ) |^{−1}.

Ostalos~ summirovat~ vypisannye sootnoxeniØ, sokratit~ osobennosti i pereæti k predelu pri r → 0. Teorema dokazana.

Otmetim qastnyæ sluqaæ fftoæ teoremy pri n = 1 : dlØ proizvol~nogo otkrytogo mnoßestva B i sovokupnosteæ Z = {z_l},

84 V. N. DUBININ, L. V. KOVALEV Δ = {δ_l} i Ψ = {μ_lr^{νl} }, udovletvorØ¸wih usloviØm ∑ δ^2_l ≠ 0, ∑ (δ_l/ν_l) = 0, spravedlivo neravenstvo M (B, Z, Δ, Ψ) 6 M (Z, Δ, Ψ) . (5) �to neravenstvo my budem rassmatrivat~ kak qastnyæ sluqaæ monotonnosti privedennogo modulØ (sm. [1, s. 58]). Teorema 3. Esli sovokupnosti Z = {zl}, Δ = {δl} i Ψ = {μlr^{νl} }

udovletvorØ¸t usloviØm ∑ (δ_l/ν_l) = 0, ∑ δ^2_l ≠ 0, to dlØ l¸bogo vewestvennogo qisla a vypolnØetsØ ravenstvo M (B(a), Z, Δ, Ψ) = M (Z, Δ, Ψ) , gde B(a) = { z : ∑ (δ_l /ν_l) log |z − z_l| ≠ a }. Dokazatel~stvo. Zafiksiruem vewestvennoe qislo a. Oboznaqim qerez B_l svØznu¸ komponentu mnoßestva B(a), soderßawu¸ toqku z_l (pri takoæ numeracii odna komponenta moßet imet~ neskol~ko oboznaqeniæ). PrimenØØ obobwennyæ princip maksimuma k funkcii a − ∑ (δ_l/ν_l) log |z − z_l| − ∑ (δ_l/ν_l)g_{Bl} (z, z_l) v kaßdoæ oblasti B_l , nahodim a − ∑ (δ_l/ν_l) log |z − z_l| ≡ ∑ (δ_l/ν_l)g_{Bl} (z, z_l) v B(a). PribavlØØ k obeim qastØm (δ_k/ν_k) log |z −z_k| i perehodØ k predelu pri z → z_k, poluqaem a − ∑ l δ_l ν_l log |z_k − z_l| = δ_k ν_k log r(B_k, z_k) + ∑ l δ_l ν_l g_{Bl} (z_k, z_l). Ots¸da − ∑ δ2_k ν^2_k log μ_k − ∑ δ_kδ_l ν_kν_l log |z_k − z_l| = = ∑ δ2_k ν^2_k log r(B_k, z_k) μ_k + ∑ δ_kδ_l ν_kν_l g_{Bl} (z_k, z_l). Ostalos~ vospol~zovat~sØ formulami (1) i (2). Teorema dokazana.

Privedem teper~ rezul~tat o povedenii privedennogo modulØ pri otobraßenii racional~noæ funkcieæ.

PRIVEDENNY` MODUL^ KOMPLEKSNO` SFERY 85

Teorema 4. Pust~ W = {wl}, Δ = {δl} i Ψ = {μlr^{νl} } – proiz-

vol~nye sovokupnosti, udovletvorØ¸wie usloviØm ∑ (δ_l/ν_l) = 0, ∑ δ^2_l ≠ 0. Pust~ w = R(z) – racional~naØ funkciØ stepeni p ¿ 1, i v okrestnostØh toqek z_{kl}, proobrazov w_l pri otobraßenii w = R(z), ime¸t mesto razloßeniØ R(z) − w_l = a_{kl}(z − z_{kl})^{pkl} + o ((z − z_{kl})^{pkl} ) , z → z_{kl}, k = 1, . . . , m_l, l = 1, . . . , m, gde^{ml} ∑ k=1 p_{kl} = p, l = 1, . . . , m (v sluqae z_{kl} = ∞ (w_l = ∞) veliqinu

z − z_{kl} (R(z) − w_l) neobhodimo zamenit~ na 1/z (1/R(z))). Togda

M (W, Δ, Ψ) = pM (Z_R, Δ_R, Ψ_R) ,

gde Z_R = {z_{kl}}, Δ_R = {δ_{kl}}, δ_{kl} = δ_l, k = 1, . . ., m_l; l = 1, . . ., m, Ψ_R = {μ_{kl}r^{νkl} }, μ_{kl} = (μ_l/|a_{kl}|)^{1/pkl} , ν_{kl} = ν_l/p_{kl}, k = 1, . . . , m_l; l = 1, . . ., m. Dokazatel~stvo. Otmetim preßde vsego, qto ∑ δ^2_{kl} ≠ 0, ∑ (δ_{kl}/ν_{kl}) = p ∑ (δ_l/ν_l) = 0,

tak qto privedennyæ modul~ M (Z_R, Δ_R, Ψ_R) suwestvuet. Oboznaqim qerez ~C(r) proobraz kondensatora C (r; W, Δ, Ψ) pri otobraßenii w = R(z). Netrudno videt~, qto plastiny kondensatora ~C(r) predstavlØ¸t soboæ “poqti krugi” s centrami v toqkah z_{kl} i radiusov sootvetstvenno μ_{kl}r^{νkl} , k = 1, . . . , m_l; l = 1, . . . , m. Tak kak otobraßenie w = R(z) osuwestvlØet polnoe p-kratnoe nakrytie sfery C_w, to p| ~C(r)| = |C (r; W, Δ, Ψ) |. Ots¸da p { 1 2π (∑ (δ^2_{kl}/ν_{kl}) )_{−1} log r + | ~C(r)| } = = 1 2π (∑ (δ^2_l /ν_l) )_{−1} log r + |C (r; W, Δ, Ψ) |, i trebuemoe ravenstvo poluqaetsØ predel~nym perehodom pri r → 0.

V zakl¸qenie otmetim, qto iz opredeleniØ privedennogo modulØ mnoßestva i sfery i izvestnyh svoæstv moduleæ kondensatorov vyteka¸t rezul~taty o povedenii privedennyh moduleæ

86 V. N. DUBININ, L. V. KOVALEV pri razliqnyh tipah simmetrizacionnyh preobrazovaniæ. Naprimer, teoremy 1.8 i 1.10 raboty [4] dlØ emkosteæ kondensatorov (t.e. dlØ veliqin, obratnyh modul¸) poqti doslovno perenosØtsØ na sluqaæ kondensatorov s neskol~kimi plastinami. Ots¸da standartnym putem poluqaem rezul~taty o povedenii privedennyh moduleæ pri razdelØ¸wem preobrazovanii i dissimmetrizacii [4].

§2. PriloßeniØ

Vvedenie privedennogo modulØ sfery pozvolØet izbeßat~ dopolnitel~nogo predel~nogo perehoda v rØde dokazatel~stv (sm., naprimer, [1, s. 64–68]). My ne budem zdes~ ostanavlivat~sØ na fftom i ograniqimsØ priloßeniØmi fflementarnogo haraktera. Naqnem s teorem, kotorye voshodØt po suwestvu k zadaqam ob ffkstremal~nom razbienii [5, §4.5 i §§5.9–5.11].

Teorema 5. Pust~ B ⊂ C z – otkrytoe mnoßestvo, dopolnenie

kotorogo imeet nenulevu¸ garmoniqesku¸ meru. Esli B soderßit nekotorye toqki z_k, k = 1, . . . , 2n, raspoloßennye na okrußnosti |z| = 1 v porØdke vozrastaniØ indeksa k, to vypolnØetsØ neravenstvo [∏ r(B, z_k) ] ∏ exp [ (−1)^{k+l}g_B(z_k, z_l)

] 6 (2/n)^{2n},

gde r(B, z) oznaqaet vnutrenniæ radius svØznoæ komponenty mnoßestva B, soderßaweæ toqku z, a g_B(z, ζ) – funkciØ Grina takoæ komponenty. Znak ravenstva dostigaetsØ, naprimer, dlØ toqek z^∗_k = exp (i(π/2n + π(k − 1)/n)) i mnoßestva B^∗ = { z : π(k − 1)/n < arg z < πk/n, k = 1, . . . , 2n }. Dokazatel~stvo. Vvedem oboznaqeniØ Z = {z_k}, Δ = {δ_k}, δ_{2l−1} = 1, δ_{2l} = −1, l = 1, . . . , n, Ψ = {μ_kr^{νk} }, μ_k = ν_k = 1, k = 1, . . . , 2n, i rassmotrim kondensator C (r; B, Z, Δ, Ψ), gde r > 0 dostatoqno malo. Pust~ funkciØ ζ = p_k(z) ≡ −i(z/z_k )^{π/φk} konformno i odnolistno otobraßaet ugol, obrazovannyæ luqami Oz_k i Oz_{k+1}, na pravu¸ poluploskost~, k = 1, . . ., 2n (z_{2n+1} = z_1). Pust~ {C_k(r)} – rezul~tat razdelØ¸wego preobrazovaniØ kondensatora C (r; B, Z, Δ, Ψ) otnositel~no semeæstva funkciæ {p_k} i pust~

PRIVEDENNY` MODUL^ KOMPLEKSNO` SFERY 87 ~C_k(r) – kondensator, poluqennyæ iz C_k(r) otbrasyvaniem pervoæ plastiny, k = 1, . . . , 2n. Teorema 1.8 raboty [4] daet |C (r; B, Z, Δ, Ψ) |^{−1} ¿ 1 2 ∑ |C_k(r)|^{−1} ¿ 1 2 ∑ | ~C_k(r)|^{−1}. (6) Legko videt~, qto plastiny kondensatora ~C_k(r) predstavlØ¸t soboæ “poqti krugi” s centrami v toqkah ±i radiusa (π/φ_k)r. Takim obrazom, kondensator ~C_k(r) opredelØet privedennyæ modul~

M_k^{def}= M ( {−i, i}, {(−1)^{k−1}, (−1)^k}, {(π/φ_k)r, (π/φ_k)r} ) , k =1, . . ., 2n. Po opredeleni¸ privedennyh moduleæ, | ~C_k(r)|^{−1} = − 4π log r −M_k ( 4π log r

)_2 +o (( 1 log r

)_2) , r → 0, k = 1, . . ., 2n,

|C (r; B, Z, Δ, Ψ) |^{−1} = = − 4πn log r − M (B, Z, Δ, Ψ) ( 4πn log r

)_2 + o (( 1 log r

)_2) , r → 0. PodstavlØØ ffti sootnoxeniØ v (6), poluqaem

(2n)^2M (B, Z, Δ, Ψ) 6 2 ∑ M_k. (7)

Perepixem teper~ neravenstvo (7) s uqetom formul (1)–(2) i vospol~zuemsØ neravenstvom meßdu srednim geometriqeskim i srednim arifmetiqeskim: ∑ log r(B, z_k) + ∑ (−1)^{k+l}g_B (z_k, z_l) 6 ∑ log 2φ_k π 6 log(2/n)^{2n}.

Ostalos~ zametit~, qto dlØ mnoßestva B^∗ i simmetriqnoæ sovokupnosti toqek {z^∗_k} v (6) i (7) imeet mesto znak ravenstva. Teorema dokazana.

PolagaØ v teoreme 5 B = ⋃ D_k, gde D_k, k = 1, . . ., n, – nenalega¸wie oblasti i z_{2k−1}, z_{2k} ∈ D_k, k = 1, . . ., n, poluqim teoremu 6 raboty [1]. Esli ße B est~ ob¨edinenie 2n poparno nepereseka- ¸wihsØ oblasteæ D_k, z_k ∈ D_k, k = 1, . . . , 2n, to my imeem qastnyæ sluqaæ neravenstva 2.9 [4] (sm. takße [6, s. 97]).

88 V. N. DUBININ, L. V. KOVALEV

Teorema 6. Pust~ funkcii w = f(z) i w = g(z) konformno i od-

nolistno otobraßa¸t krug U = { z : |z| < 1 } na nenalega¸wie oblasti. Pust~ δ_k, k = 1, . . ., n, – proizvol~nye vewestvennye qisla, ne vse ravnye nul¸, i pust~ z_k, k = 1, . . ., n, – proizvol~nye toqki kruga U , otliqnye ot pol¸sov funkciæ f(z) i g(z). Togda ∏ | |f^′(z_k)g^′(z_k) | |^{δ2k} ∏ | 1 − z̄_kz_l | |^{2δkδl} ∏ | z_k − z_l |_{2δkδl} 6 6^∏ | |f(z_k) − g(z_l ) | |^{2δkδl} ∏ | (f(z_k ) − f(z_l ))(g(z_k) − g(z_l )) | |^{δkδl} . Znak ravenstva dostigaetsØ dlØ funkciæ f(z) i g(z), otobraßa- ¸wih krug U na dopolnitel~nye poluploskosti tak, qto toqki z_k perehodØt v simmetriqnye toqki f(z_k ) i g(z_k) otnositel~no obweæ granicy fftih poluploskosteæ.

Dokazatel~stvo. Poloßim

B_1 = f(U ), B_2 = g(U ), w_{1k} = f(z_k ), w_{2k} = g(z_k), k = 1, . . ., n, W_1 = {w_{1k}}, W_2 = {w_{2k}}; Δ_1 = {δ_{1k}}, Δ_2 = {δ_{2k}}, δ_{1k} = δ_k, δ_{2k} = −δ_k, k = 1, . . ., n; Ψ_i = {μ_{ik}r^{νik} }, μ_{ik} = ν_{ik} = 1, k = 1, . . ., n, i = 1, 2. Iz teoremy 2 sleduet (∑ δ^2_k

)_2 ∑

M (B_i, W_i, Δ_i, Ψ_i) 6 ( 2 ∑ δ^2_k

)_2 M (W, Δ, Ψ) , gde W = {w_{ik}}, Δ = {δ_{ik}}, Ψ = {μ_{ik}r^{νik} }. VypisyvaØ znaqeniØ privedennyh moduleæ po formulam (1)–(2) i pol~zuØs~ izvestnymi sootnoxeniØmi:

r(B_1, w_{1k}) = (1 − |z_k|^2)|f^′(z_k)|, r(B_2, w_{2k}) = (1 − |z_k|^2)|g^′(z_k)|,

g_{B1} (w_{1k}, w_{1l}) = log | | | | 1 − z̄_kz_l z_k − z_l | | | | = g^B2(w^{2k}, w^{2l}), k = 1, . . . , n, poluqim v itoge trebuemoe neravenstvo. Teorema dokazana.

V sluqae n = 1 teorema 6 sovpadaet s klassiqeskim rezul~- tatom M. A. Lavrent~eva [7]. VybiraØ v teoreme 2 podhodØwim

PRIVEDENNY` MODUL^ KOMPLEKSNO` SFERY 89 obrazom mnoßestva B_k, a takße sovokupnosti toqek i qisel, moßno poluqit~ i drugie izvestnye teoremy o nenalega¸wih oblastØh. Naprimer, izvestnyæ rezul~tat P. P. Kufareva [8] srazu vytekaet iz teoremy 2, esli ee primenit~ k ob¨edineni¸ qetyreh nenalega¸wih oblasteæ, dve iz kotoryh leßat v kruge |z| < R, a dve drugie simmetriqny im otnositel~no okrußnosti |z| = R (n = 1). Pri fftom parametry μ_{1l}, ν_{1l} i |δ_{1l}| neobhodimo vzØt~ ravnymi edinice, a znak δ_{1l} qeredovat~ podhodØwim obrazom.

PrimenØØ teoremu 1, razdelØ¸wee preobrazovanie ili dissimmetrizaci¸ [4], moßno poluqit~ razliqnye neravenstva dlØ kompleksnyh qisel. Rassmotrim v kaqestve primera sledu¸wiæ rezul~tat (sm. takße [1, s. 64–67]).

Teorema 7. Esli toqki zk, k = 1, . . ., 2n, raspoloßeny na okruß-

nosti |z| = 1 v porØdke vozrastaniØ indeksa k, to spravedlivo neravenstvo ∏ |z_k − z_l|^{(−1)k+l} ¿ (n/2)^{2n}.

Znak ravenstva dostigaetsØ dlØ simmetriqno raspoloßennyh toqek z_k.

Dokazatel~stvo povtorØet slovo v slovo dokazatel~stvo teoremy 5 s toæ lix~ razniceæ, qto kondensator C (r; B, Z, Δ, Ψ) neobhodimo zamenit~ na kondensator C (r; Z, Δ, Ψ), a M (B, Z, Δ, Ψ) na M (Z, Δ, Ψ) i ~C_k(r) = C_k(r), k = 1, . . . , 2n. Poluqiv pri fftom neravenstvo (6), nam dostatoqno vospol~zovat~sØ v dal~neæxem lix~ formuloæ (2).

Nax podhod privodit takße k teoremam iskaßeniØ dlØ odnolistnyh funkciæ. V dopolnenie k izvestnym rezul~tatam privedem zdes~ dve grubye ocenki (sr. [9–10]).

Teorema 8. DlØ funkciæ F (z) klassa Σ pri l¸byh zk, k = 1, . . . , n,

na okrußnosti |z| = ρ, ρ > 1, imeem ocenku: | | | ∏ F^′(z_k) | | | ∏ |F (z_k) − F (z_l)| 6 ( nρ^{3n−1} ρ^{2n} − 1 )_n . Dokazatel~stvo. ȷelaØ primenit~ svoæstvo monotonnosti privedennogo modulØ (sm. neravenstvo (5)), poloßim B = F ( C_z \ U ) , W = {w_k}, w_k = F (z_k), k = 1, . . . , n, w_{n+1} = ∞;

90 V. N. DUBININ, L. V. KOVALEV Δ = {δ_k}, δ_k = 1, k = 1, . . ., n, δ_{n+1} = −n; Ψ = {μ_kr^{νk} }, μ_k = ν_k = 1, k = 1, . . ., n + 1. Iz monotonnosti sleduet M (B, W, Δ, Ψ) 6 M (W, Δ, Ψ) . Pol~zuØs~ formulami (1)–(2), perepixem ffto neravenstvo v vide

ρ^{−2n2} (ρ^2 − 1)^n ∏ | | | 1 − z̄_kz_l z_k − z_l | | | | 6^|^∏ F^′(zk)^|^{−1 ∏} |F (zk) − F (zl)|^{−1}. Ostalos~ vospol~zovat~sØ tem faktom, qto proizvedenie v levoæ qasti neravenstva dostigaet svoego minimuma v sluqae simmetriqno raspoloßennyh toqek z_k [11, s. 785]. Teorema dokazana.

Oboznaqim qerez Σ(r) klass funkciæ iz Σ, oblada¸wih sledu¸wim svoæstvom: oblast~ F (C_z \ U ) ne soderßit nekotoroæ odnosvØznoæ oblasti, soderßaweæ naqalo koordinat i ime¸weæ vnutrenniæ radius ¿ r, 0 < r < 1, otnositel~no fftoæ toqki [10, 12].

Teorema 9. V klasse Σ(r) dlØ l¸byh koneqnyh toqek zk, |zk| > 1,

k = 1, 2 i l¸bogo vewestvennogo α spravedlivo neravenstvo ( |z_1|^2 − 1 ) ( |z_2|^2 − 1 ) |z_1 − z_2|^2|z_1|^{2α} |1 − z̄_1z_2|^2|z_2|^{2α} r^{α2} 6

|F (z_1) − F (z_2)|^2 |F (z_1)|^{2α} |F^′(z_1 )F^′(z_2)| |F (z_2)|^{2α} . Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez B1 oblast~, ukazannu¸ v opredelenii klassa Σ(r). Poloßim W_1 = {w_{11}}, w_{11} =0, Δ_1 = {δ_{11}}, δ_{11} = −α, Ψ_1 = {μ_{11}r^{ν11} }, μ_{11} = ν_{11} =1;

B_2 = F (C_z \ U), W_2 = {w_{2k}}, w_{21} = F (z_1), w_{22} = F (z_2), w_{23} = ∞,

Δ_2 = {δ_{2k}}, δ_{21} = −δ_{22} = 1, δ_{23} = α,

Ψ_2 = {μ_{2k}r^{ν2k} }, μ_{2k} = ν_{2k} = 1, k = 1, 2, 3. Teorema 2 daet

α^4M (B_1, W_1, Δ_1, Ψ_1) + ( 2 + α^2

)_2 M (B_2, W_2, Δ_2, Ψ_2) 6

6^(2 + 2α^{2)2} M (W, Δ, Ψ) ,

PRIVEDENNY` MODUL^ KOMPLEKSNO` SFERY 91 gde W = {w_{ik}}, Δ = {δ_{ik}} i Ψ = {μ_{ik}r^{νik} }. Dokazatel~stvo zaverxaetsØ primeneniem formul (1) i (2).

Rassmotrim teper~ ocenki kofffficientov, vyteka¸wie iz svoæstv privedennyh moduleæ. Oboznaqim qerez S_f (z) xvarcian funkcii f(z).

Teorema 10. Esli funkciØ w = f(z) meromorfna i odnolistna v

kruge U , to |S^{′′}_f (0) − S^2_f (0)| 6 60.

Ravenstvo dostigaetsØ dlØ funkcii Kebe.

Dokazatel~stvo. V silu drobno-lineænoæ invariantnosti xvarciana moßem sqitat~, qto f ∈ S; pust~ f(z) = z +^∞ ∑ n=2 c_nz^n.

Iz monotonnosti privedennogo modulØ sleduet, qto dlØ l¸byh toqek w_1, . . . , w_n oblasti f(U ) i l¸byh vewestvennyh δ_1, . . . , δ_n, ∑ δ_k = 0, imeet mesto neravenstvo ∑ δ_kδ_l h(w_k, w_l) 6 0, (8)

gde h(w, ζ) = g_{f (U )}(w, ζ) + log |w − ζ|. Poloßim

w_1 = 0, w_2 = f(re^{iφ}), w_3 = f(−re^{iφ}); δ_1 = 2, δ_2 = δ_3 = −1. Togda h(w_1, w_1) = 0;

h(w_2, w_2) = Re { 2c_2re^{iφ} +(3c_3 − 2c^2)r^2e^{2iφ} + ( 4c_4 − 6c_2c_3 + 8 3 c^3_2 ) r^3e^{3iφ}

+ ( 5c_5 − 8c_2c_4 − 9 2 c^2_3 + 12c^2c_3 − 4c^4_2 ) r^4e^{4iφ} } − r^2 − r^4 2 + o(r^4);

h(w_3, w_3)=Re { − 2c_2re^{iφ}+(3c_3 − 2c^2)r^2e^{2iφ}− ( 4c_4 − 6c_2c_3 + 8 3 c^3_2 ) r^3e^{3iφ}

+ ( 5c_5 − 8c_2c_4 − 9 2 c^2_3 + 12c^2c_3 − 4c^4_2 ) r^4e^{4iφ} } − r^2 − r^4 2 + o(r^4);

h(w_1, w_2) = Re { c_2re^{iφ} + ( c_3 − c^2 2 ) r^2e^{2iφ} + ( c_4 − c_2c_3 + c^3_2 3 ) r^3e^{3iφ}+

92 V. N. DUBININ, L. V. KOVALEV + ( c_5 − c_2c_4 − c^2_3 2 + c^2c_3 − c^4_2 4 ) r^4e^{4iφ} } + o(r^4);

h(w_1, w_3) = Re { −c_2 re^{iφ}+ ( c_3 − c^2 2 ) r^2e^{2iφ}− ( c_4 − c_2c_3 + c^3_2 3 ) r^3e^{3iφ}+ + ( c_5 − c_2c_4 − c^2_3 2 + c^2c_3 − c^4_2 4 ) r^4e^{4iφ} } + o(r^4);

h(w_2, w_3) = Re { c_3r^2e^{2iφ} + ( c_5 − c^2_3 2 ) r^4e^{4iφ} } + r^2 − r^4 2 + o(r^4).

Neravenstvo (8) prinimaet vid Re {( 4c_5 − 8c_2c_4 − 6c^2_3 + 16c^2c_3 − 6c^4_2 ) e^{4iφ} } 6 2. Sledovatel~no, |2c_5 −4c_2c_4 −3c^2_3 +8c^2c_3 −3c^4_2| 6 1. Legko proverit~, qto levaØ qast~ poslednego neravenstva ravna^1_{60} |S^{′′}_f (0) − S^2_f (0)|. Teorema dokazana.

Teorema 11. Pust~ funkcii f(z) i g(z) meromorfno i odnolistno

otobraßa¸t krug U na nenalega¸wie oblasti, priqem Im f(0) = Im g(0), f^′(0) > 0, g^′(0) > 0. Togda f^′(0)g^′(0) (f(0) − g(0))^2 6 1 − 1 12 |S_f (0) + S_g (0)|.

Ravenstvo dostigaetsØ dlØ f(z)=(1+z)/(1−z), g(z)=(z−1)/(z+1).

Dokazatel~stvo. �tot rezul~tat moßno poluqit~ predel~nym perehodom iz teoremy 6. Odnako nam udobnee vospol~zovat~sØ gotovymi vyqisleniØmi v [1]. Predpoloßim, qto v okrestnosti nulØ ime¸t mesto razloßeniØ f(z) = ∞∑ n=0 a_nz^n, g(z) = ∞∑ n=0 b_nz^n. Vvedem vspomogatel~nu¸ funkci¸ φ(z) = (1 + γ)z − (a_0γ + b_0) (1 − γ)z + (a_0γ + b_0) , gde γ ≠ 0, i poloßim f_1(z) = φ(f(z)), f_2(z) = φ(g(z)); togda

f_1(0) = 1, f_2(0) = −1, f^′_1(0) = 2γ a_0 − b_0 a_1, f^′_2(0) = 2 γ(a_0 − b_0) b_1.

PRIVEDENNY` MODUL^ KOMPLEKSNO` SFERY 93 PrimenØØ teoremu 8 raboty [1], poluqim | | | | a_0 − b_0 2γa_1 | | | | 2 + | | | | γ(a_0 − b_0) 2b_1 | | | | 2 − 1 6 Re { S_f (0) ( a_0 − b_0 2γa_1 )_2} −

− 1 6 Re { S_g (0) ( γ(a_0 − b_0) 2b_1

)_2}

¿^1_2 .

Pri γ = √ b_1/a_1e^{iφ} imeem

(a_0 − b_0)^2 2a_1b_1 { 1 − 1 12 Re ( (S_f (0) + S_g (0))e^{−2iφ} )} ¿^1_2 ,

a_1b_1 (a_0 − b_0)^2 6 1 − 1 12 |S_f (0) + S_g(0)|.

Teorema dokazana.

V zakl¸qenie privedem rezul~tat dlØ racional~nyh funkciæ. Pust~ R(z) – racional~naØ funkciØ, otliqnaØ ot konstanty. DlØ l¸boæ toqki z_0 ∈ C_z vvedem oboznaqeniØ c(z_0) i k(z_0) sootnoxeniem ρ(R(z), R(z_0 )) ∼ c(z_0)(ρ(z, z_0 ))^{k(z0)}, z → z_0, gde ρ(a, b) = |a−b|, esli b ≠ ∞, i ρ(a, ∞) = |a|^{−1}. Oboznaqim takße

Π(u)^{def}= ∏ R(z)=u c(z)^{k(z)}, Π(u, v)^{def}= ∏ R(z1)=u R(z2)=v |z_1 − z_2|^{k(z1)k(z2)}, u, v ∈ C_w. Teorema 12. Pust~ R(z) – racional~naØ funkciØ stepeni p ¿ 1;

w_1, w_2 ∈ C_w, w_1 ≠ w_2. Togda

Π(w_1)Π(w_2) Π(w_1, w_1)Π(w_2, w_2)

(Π(w_1, w_2))^2 = { |w_1 − w_2|^{2p}, ∞ /∈ {w_i}, 1, ∞ ∈ {w_i}. Dokazatel~stvo. Poloßim

W = {w_i}, Δ = {δ_i}, δ_1 = −δ_2 = 1, Ψ = {μ_ir^{νi} }, μ_i = ν_i = 1, i = 1, 2;

Z_R = {z_{ij} }, z_{ij} – razliqnye korni uravneniØ R(z) = w_i, Δ_R = {δ_{ij} }, δ_{ij} = δ_i, Ψ_R = {μ_{ij}r^{νij} }, μ_{ij} = c(z_{ij} )^{−1/k(zij)}, ν_{ij} = 1/k(z_{ij}).

94 V. N. DUBININ, L. V. KOVALEV

Po teoreme 4,

M (W, Δ, Ψ) = pM (Z_R, Δ_R, Ψ_R) .

PrimenØØ formulu (2), poluqim 1 8π ∑ log |w_i − w_j| = = 1 8πp {∑ k(z_{ij} ) log c(z_{ij} )− ∑ (−1)^{i+k}k(z_{ij})k(z_{kl}) log |z_{ij} −z_{kl}| } ,

p ∑ log |w_i − w_j| =

= log (Π(w_1)Π(w_2)) − log (Π(w_1, w_1)Π(w_2, w_2)) + 2 log (Π(w_1, w_2)) .

Teorema dokazana.

Literatura

1. V. N. Dubinin, Asimptotika modulØ vyroßda¸wegosØ kondensatora i nekotorye ee primeneniØ, Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 56–73.

2. V. N. Dubinin, Privedennye moduli otkrytyh mnoßestv v teorii analitiqeskih funkciæ, Dokl. RAN (prinØto k peqati).

3. N. S. Landkof, Osnovy sovremennoæ teorii potenciala, Nauka, M.

(1966).

4. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49, No. 1 (1994), 3–76.

5. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ. I, II, Algebra i analiz, No. 9, vyp. 3 (1997), 41–103, vyp. 5 (1997), 1–50.

6. E. G. Emel~Ønov, O svØzi dvuh zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, Zap.

nauqn. semin. LOMI 160 (1987), 91–98.

7. M. A. Lavrent~ev, K teorii konformnyh otobraßeniæ, Tr. fiz. mat.

in-ta im. V. A. Steklova 5 (1934), 159–245.

8. P. P. Kufarev, K voprosu o konformnyh otobraßeniØh dopolnitel~nyh oblasteæ, Dokl. AN SSSR 73 (1950), 881–884.

9. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, Nauka, M. (1966).

10. G. V. Kuz~mina, Zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii i ocenki kofffficientov v klasse Σ(r), Zap. nauqn. semin. POMI 196 (1991), 101–116.

11. V. N. Dubinin, Nekotorye svoæstva vnutrennego privedennogo modulØ, Sib. mat. ßurn. 35, No. 4 (1994), 774–792.

12. A. ı. Solynin, Nekotorye ffkstremal~nye zadaqi v klasse Σ(r), Zap.

nauqn. semin. POMI 196 (1991), 138–153.

Postupilo 5 maØ 1998 g.

Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok