Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 254, 1998 g.

V. N. Dubinin, E. G. Prilepkina

OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII PROSTRANSTVENNYH OBLASTE`

Zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii ploskih oblasteæ voshodØt k izvestnoæ teoreme M. A. Lavrent~eva o proizvedenii konformnyh radiusov dvuh nenalega¸wih oblasteæ i ime¸t bogatu¸ istori¸. Znaqitel~nyh uspehov v rexenii takih zadaq dostigli uqastniki seminara po geometriqeskoæ teorii funkciæ v POMI (sm., naprimer, [1, §4.5 i §§5.9–5.11]). Cel~ nasto- Øweæ raboty – rasprostranit~ klassiqeskie rezul~taty takogo roda na sluqaæ oblasteæ proizvol~nogo n-mernogo evklidova prostranstva. My poluqaem analogi teorem M. A. Lavrent~eva, Z. Nehari, ı. E. Alenicyna i drugih avtorov, pri fftom ponØtie konformnogo radiusa oblasti zamenØetsØ na ponØtie garmoniqeskogo radiusa [2, 3]. Osnovnym instrumentom pri dokazatel~- stve teorem ØvlØetsØ tehnika obobwennyh privedennyh moduleæ [4], kotoraØ rasprostranØetsØ zdes~ na sluqaæ prostranstvennyh oblasteæ. My primenØem takße metod ffkstremal~noæ metriki i dissimmetrizaci¸ [5].

§1. Predvaritel~nye svedeniØ

Vs¸du niße R^n oznaqaet n-mernoe evklidovo prostranstvo toqek x = (x^1, ..., x^n), n ≥ 3, |x| = √ (x1)2 + ... + (x^n)2 – dlina vek-

tora x ∈ R^n. Vvedem oboznaqeniØ: B(a, r) = {x ∈ R^n : |a − x| < r}, E(a, r) = {x ∈ R^n : |a − x| ≤ r}, S(a, r) = {x ∈ R^n : |a − x| = r}, a ∈ R^n; ω_{n−1} = 2π^{n/2}/Γ(n/2) – plowad~ ediniqnoæ sfery S(0, 1); λ_n = ((n − 2)ω_{n−1})^{−1}.

Oblast~ B prostranstva R^n nazovem dopustimoæ, esli ona imeet funkci¸ Grina dlØ operatora Laplasa, obrawa¸wu¸sØ

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 96-01-00007) i ISSEP (grant a97-2120). 95

96 V. N. DUBININ, E. G. PRILEPKINA v nul~ na granice ∂B fftoæ oblasti. My rassmatrivaem R^n kak podmnoßestvo prostranstva^¯R^n = R^n ∪{∞}. Takim obrazom, toqka ∞ moßet prinadleßat~ granice oblasti B. Ukazannu¸ funkci¸ Grina s pol¸som v toqke x_0 ∈ B oboznaqim qerez g_B(x, x_0). V okrestnosti toqki x_0 imeet mesto razloßenie

g_B(x, x_0) = λ_n(|x − x_0|^{2−n} − (r(B, x_0))^{2−n} + o(1)), x → x_0.

Veliqinu r(B, x_0) nazyva¸t garmoniqeskim radiusom oblasti B v toqke x_0. Podrobnee o garmoniqeskom radiuse moßno proqest~ v rabotah [2, 3, 6]. OstanovimsØ lix~ na nekotoryh neobhodimyh nam svoæstvah. Tak, garmoniqeskiæ radius poloßitelen, neubyvaet pri rasxirenii oblasti i obladaet svoæstvom nepreryvnosti. Poslednee oznaqaet, qto dlØ l¸boæ isqerpyva¸weæ posledovatel~nosti dopustimyh oblasteæ B_k, k = 1, 2, ...;^¯B_k ⊂ B_{k+1}, ∪^∞_{k=1}B_k = B, spravedlivo ravenstvo lim_{k→∞} r(B_k, x_0) = r(B, x_0). V svØzi s fftim garmoniqeskiæ radius proizvol~noæ oblasti

B ⊂ R^n v toqke x0 ∈ B opredelØ¸t kak verhn¸¸ gran~ mnoßestva

vseh garmoniqeskih radiusov v toqke x_0 dopustimyh ograniqennyh oblasteæ, leßawih v B. Zametim, qto esli funkciØ y = f(x) konformno otobraßaet oblast~ B prostranstva R^n na oblast~

B̃ ⊂ Rn i y0 = f(x0), x0 ∈ B, to

g_{B̃}(y, y_0) = |f^′(x)|^2

�n_2 |f^′(x_0)|^2

�n_2 g_B(x, x_0), r(B̃, y_0) = |f^′(x_0)|r(B, x_0),

gde |f^′(x)| := |detDf(x)|^{1/n} [6, s. 196]. Pol~zuØs~ principom simmetrii dlØ garmoniqeskih funkciæ, netrudno ustanovit~, qto funkciØ Grina xara B(0, ρ) s pol¸som v toqke x_0 ∈ B(0, ρ) imeet vid λ_n ( |x − x_0|^{2−n} − ||x_0|x/ρ − ρx_0/|x_0||^{2−n} ) . (1)

Ots¸da r(B(0, ρ), x_0) = ρ − |x_0|^2/ρ. Analogiqno, funkciØ Grina dvugrannogo ugla D^∗_{2k} := {x = (ρ cos θ, ρ sin θ, x^3, ..., x^n) : |θ| < π/2k} s pol¸som v toqke x_0 = (t, 0, x^3, ..., x^n) ravna

g_D�_{2k} (x, x_0) = λ_n 2k∑ l=1 (−1)^l|x − x_l|2^{−n},

OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 97 gde x_l = (t cos πl/k, t sin πl/k, 0, ..., 0), l = 1, ..., 2k (x_{2k} = x_0), k = 1, 2, .... Pofftomu dlØ garmoniqeskogo radiusa spravedliva for-

mula

r(D^∗_{2k}, x_0) = (_{2k−1} ∑ l=1 (−1)^l+1|x0 − x_l|2^{−n} )1/(2−n) . (2)

Privedem teper~ netrivial~nye svoæstva garmoniqeskogo radiusa, ustanavliva¸wie ego svØz~ s emkost~¸ i ffkstremal~noæ dlinoæ. Pust~ B – dopustimaØ oblast~ prostranstva R^n i x_0 – toqka fftoæ oblasti. Pri dostatoqno malom r > 0 rassmotrim kondensator C(r; B) = (^¯R^n \ B, E(x_0, r)). Modulem kondensatora C(r; B) nazovem veliqinu |C(r; B)|, obratnu¸ ego 2-emkosti [7]. B. E. Levickiæ [3] ustanovil asimptotiqesku¸ formulu

|C(r; B)| = λ_nr^{2−n} − λ_n(r(B, x_0))^{2−n} + o(1), r → 0 (3)

Veliqina −λ_n(r(B, x_0))^{2−n} nazyvaetsØ privedennym modulem oblasti B otnositel~no toqki x_0. PonØtie privedennogo modulØ v prostranstve vvedeno B. E. Levickim i I. P. Mit¸kom (sm. [3, 8]). Zametim, qto naxi oboznaqeniØ neskol~ko otliqny ot [3]. Izvestno, qto 2-emkost~ kondensatora sovpadaet s 2-modulem semeæstva krivyh, soedinØ¸wih ego plastiny [9, 10]. Privedem toqnoe opredelenie. Pust~ Γ(r; B) – semeæstvo krivyh, soedinØ¸wih granicu ∂B so sferoæ S(x_0, r) v oblasti B \ E(x_0, r). 2-modulem semeæstva Γ(r; B) nazyvaetsØ veliqina

M_2(Γ(r; B)) = inf ∫ R^n ρ^2dx, gde nißnØØ gran~ beretsØ po vsem borelevskim funkciØm ρ :

R^n → [0, ∞] takim, qto dlØ l¸boæ lokal~no sprØmlØemoæ kri-

voæ γ ∈ Γ(r; B) vypolnØetsØ ∫ γ ρds ≥ 1. Iz raboty [10] vytekaet, qto levu¸ qast~ v formule (3) moßno zamenit~ na M^{−1}_2 (Γ(r; B)).

§2. Privedennyæ modul~ otnositel~no sovokupnosti toqek

SleduØ rabote [4], opredelim zdes~ privedennyæ modul~ otnositel~no sovokupnosti toqek, no uße dlØ prostranstvennyh otkrytyh mnoßestv. Pust~ B – otkrytoe mnoßestvo prostranstva

R^n, xl, l = 1, ..., m, – razliqnye toqki fftogo mnoßestva. Pust~

98 V. N. DUBININ, E. G. PRILEPKINA

δ_l, l = 1, ..., m, – proizvol~nye vewestvennye qisla, otliqnye ot nulØ, i pust~ μ_l, l = 1, .., m, – proizvol~nye poloßitel~nye qisla. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: X = {x_l}, △ = {δ_l}, Ψ = {μ_l}. Zdes~ i niße, esli ne ogovoreno protivnoe, simvoly { } i ∑ oznaqa¸t sootvetstvenno sovokupnost~ i summirovanie po vsevozmoßnym indeksam, ukazannym v kontekste, za iskl¸qeniem teh, pri kotoryh slagaemoe v ∑ libo ravno ∞, libo neopredeleno. Pri dostatoqno malom r > 0 vvedem obobwennyæ kondensator kak uporØdoqennu¸ sovokupnost~ C(r; B, X, △, Ψ) = {R̄^n \ B, E(x_1, μ_1r), ..., E(x_m, μ_m(r)} s predpisannymi znaqeniØmi sootvetstvenno 0, δ_1, ..., δ_m. Po analogii s obyqnymi kondensatorami, emkost~¸ kondensatora C(r; B, X, △, Ψ) nazovem veliqinu

cap C(r; B, X, △, Ψ) = inf ∫ R^n |∇v|^2dx, gde nißnØØ gran~ beretsØ po vsem funkciØm v :^¯R^n → R klassa C^∞(R^n), ravnym nul¸ v okrestnosti mnoßestva^¯R^n \ B i δ_l v okrestnosti E(x_l, μ_lr), l = 1, ..., m. Modul~ kondensatora |C(r; B, X, △, Ψ)| est~ veliqina, obratnaØ emkosti

cap C(r; B, X, △, Ψ). Privedennym modulem mnoßestva B otnosi-

tel~no sovokupnosteæ X, △ i Ψ nazovem predel M (B, X, △, Ψ) = lim_{r→0}(|C(r; B, X, △, Ψ)| − νλ_nr^{2−n}), (4) gde ν = ( ∑ δ^2_l μ^{n−2}_l )^{−1}. Niße budet pokazano, qto ukazannyæ predel vsegda suwestvuet i koneqen, a poka zametim, qto neposredstvenno iz opredeleniØ privedennogo modulØ vytekaet svoæstvo monotonnosti: M (B, X, △, Ψ) ≤ M (B^′, X, △, Ψ) dlØ l¸byh X = {x_l}, x_l ∈ B ⊂ B^′, l = 1, ..., m i l¸byh △, Ψ.

Lemma 1. Pust~^~E(xl, r), l = 1, ..., m, – proizvol~nye zamknutye

mnoßestva v R^n, udovletvorØ¸wie uslovi¸ E(x_l, μ_lr_1) ⊂ Ẽ(x_l, r) ⊂ E(x_l, μ_lr_2), l = 1, ..., m, pri nekotoryh nepreryvnyh poloßitel~nyh funkciØh r_j = r_j(r) takih, qto r^{2−n}_j −r^{2−n} = o(1), r → 0, j = 1, 2. Pust~ C̃(r; B, X, △, Ψ)

OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 99 – kondensator, opredelennyæ kak i vyxe, no s zamenoæ E(x_l, μ_lr) na

Ẽ(x_l, r). Predpoloßim, qto suwestvuet koneqnyæ predel

lim_{r→} 0 (|C̃(r; B, X, △, Ψ)| − νλ_nr2^{−n}). (5) Togda suwestvuet ravnyæ emu predel (4). Naoborot, esli suwestvuet predel (4), to suwestvuet ravnyæ emu predel (5) dlØ l¸- byh takih Ẽ(x_l, r), l = 1, ..., m. Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ poqti doslovno povtorØet dokazatel~stvo lemmy 1 raboty [4].

Teorema 1. Pust~ B – otkrytoe mnoßestvo prostranstva R^n

i pust~ x_l, l = 1, ..., m, – razliqnye toqki fftogo mnoßestva. Predpoloßim, qto kaßdaØ svØznaØ komponenta mnoßestva B, soderßawaØ hotØ by odnu toqku x_l, dopustima. Pust~ g_l(x) – funkciØ Grina takoæ komponenty s pol¸som v toqke x_l, doopredelennaØ nulem vo vnexnosti komponenty, i pust~ R_l – garmoniqeskiæ radius svØznoæ komponenty mnoßestva B v toqke x_l. Togda spravedliva formula M (B, X, △, Ψ) = −λ_n ∑ ν^2_l R^{2−n}_l + ∑ ν_lν_pg_l(x_p), gde ν_l = νδ_lμ^{n−2}_l , l = 1, ..., m. Dokazatel~stvo. Vvedem vspomogatel~nu¸ funkci¸ g(x) = m∑ p=1 δ_p m∑ k=1 β_{kp}g_k(x), gde β_{kp} = { −λ^{−2}_n (μ_kμ_p)^{n−2}r^{2(n−2)}g_k(x_p), k ≠ p; λ^{−1}_n (μ_pr)^{n−2}(1 + (μ_pr)^{n−2}R^{2−n}_p ), k = p. . FunkciØ g(x) ravna nul¸ v^¯R^n \ B i garmoniqeskaØ v B \ {x_l}.

Poloßim^~E(x_l, r) = {x ∈ E(x_l, 2μ_lr) : g(x)/δ_l ≥ 1}, l = 1, ..., m. DlØ toqek x ∈ E(x_l, 2μ_lr) pri r → 0 imeem

g(x) = δ_l(β_{ll} g_l(x) + m∑ k=1 k≠l β_{kl}g_k(x))+

100 V. N. DUBININ, E. G. PRILEPKINA + m∑ p=1 p≠l δ_p[β_{lp}g_l(x) + β_{pp}g_p(x) + m∑ k=1 k≠l,p β_{kp}g_k(x)] =

= δ_l[(1 + (μ_lr)^{n−}2R2^{−n}_l ) ( (|x − x_l|/(μ_lr))2^{−n} − − (μ_lr)^{n−2}R^{2−n}_l ) ) + o(r^{n−}2)]+ + m∑ p=1 p≠l δ_p[λ^{−1}_n (μ_pr)^{n−2}(g_p(x_l) + o(1))−

−λ^{−1}_n (μ_pr)^{n−2}g_p(x_l) (|x − x_l|/(μ_lr))^{2−n} + o(r^{n−2})]. (6) Ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto pri dostatoqno malom r na sfere |x − x_l| = 2μ_lr vypolnØetsØ g(x) = 2^{2−n}δ_l + o(1), a na sfere |x − x_l| =^1_2 μ_lr imeem g(x) = 2^{n−2}δ_l + o(1), r → 0. Pofftomu vvidu garmoniqnosti g(x) granica mnoßestva^~E(x_l, r) sostoit iz toqek x, leßawih v kol~ce^1_2 μ_lr ≤ |x − x_l| ≤ 2μ_lr i udovletvorØ¸wih uravneni¸ g(x) = δ_l. PriravnivaØ k δ_l pravu¸ qast~ ravenstva (6), dlØ takih toqek poluqim (|x − x_l|/(μ_lr))2^{−n} = 1 + o(1), r → 0. Ispol~zuØ poslednee sootnoxenie i ravenstvo (6), netrudno pokazat~, qto na granice ∂^~E(x_l, r) vypolnØetsØ bolee sil~noe sootnoxenie (|x − x_l|/(μ_lr))2^{−n} = 1 + o(r^{n−}2), r → 0. Sledovatel~no, mnoßestva^~E(x_l, r), l = 1, .., m, udovletvorØ¸t usloviØm lemmy 1 i vvidu fftoæ lemmy dostatoqno naæti predel (5).

Po principu Dirihle, cap C̃(r; B, X, △, Ψ) = ∫ B\S_{ml=1 Ẽ(xl,r)}^{|∇g|} 2dx. Pust~ ρ > 0 nastol~ko malo, qto mnoßestva E(x_l, ρ) prinadleßat

Ẽ(x_l, r) sootvetstvenno, l = 1, ..., m. PrimenØØ formulu Grina i

teoremu Gaussa, posledovatel~no imeem ∫ B\S_{ml=1 Ẽ(xl,r)}^{|∇g|} 2dx = − ∑ δ_l ∫ S(x_l,ρ) ∂g ∂n dσ =

OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 101 = − ∑ δ_lδ_pβ_{lp} ∫ S(x_l,ρ) ∂g_l ∂n dσ = ∑ δ_l δ_pβ_{lp} . Zdes~ differencirovanie provoditsØ po vnutrenneæ normali k pol¸ kondensatora^~C(r; B, X, △, Ψ). Podstaviv s¸da znaqeniØ β_{lp} , poluqaem cap C̃(r; B, X, △, Ψ) = λ_n^−1 ∑ δ^2_l (μ_lr)^{n−2}(1 + (μ_lr)^{n−2}R^{2−n}_l )− −λ^{−2}_n ∑ δ_lδ_p(μ_lμ_p)^{n−2}r^{2(n−2)}g_l(x_p).

Ots¸da |C̃(r; B, X, △, Ψ)| = λ_nνr^{2−n} − λ_nν^2 ∑ δ^2_l μ^{2(n−2)} l R^{2−n}_l + + ∑ ν^2δ_lδ_pμ^{n−2}_l μ^{n−2}_p g_l(x_p) + o(1), r → 0,

gde ν = ( ∑ δ^2_l μ^{n−2}_l )^{−1}. Ostalos~ primenit~ lemmu 1. Teorema dokazana.

§3. Teoremy ob ffkstremal~nom razbienii

Rassmotrim snaqala analog neravenstva Alenicyna–Nehari v sluqae prostranstvennyh oblasteæ [11, s. 551].

Teorema 2. DlØ l¸byh poparno nepereseka¸wihsØ oblasteæ Dl, l =

1, ..., m, prostranstva R^n, n ≥ 3, toqek x_l ∈ D_l , l = 1, ..., m, m ≥ 2,

i vewestvennyh qisel δ_l, l = 1, 2, ..., m, spravedlivo neravenstvo − ∑ δ^2_l (r(D_l, x_l))^{2−n} ≤ ∑ δ_l δ_p|x_l − x_p|^{2−n}. (7) Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ ograniqennye dopu-

stimye oblasti D_l , l = 1, ..., m. Moßno sqitat~ takße, qto vse δ_l ≠ 0, l = 1, ..., m. Pust~ ρ > 0 nastol~ko veliko, qto xar B(0, ρ) soderßit vse oblasti D_l, l = 1, ..., m. PrimenØØ teoremu 1 k mnoßestvu B = ∪^m_{l=1}D_l i sovokupnostØm X = {x_l}, △ = {δ_l}, Ψ = {1, ..., 1}, poluqaem M (B, X, △, Ψ) = −λ_nν^2 ∑ δ^2_l r(D_l, x_l)^{2−n}.

V silu monotonnosti modulØ, M (B, X, △, Ψ) ≤ M (B(0, ρ), X, △, Ψ).

102 V. N. DUBININ, E. G. PRILEPKINA Posledniæ modul~ vyqislØem po teoreme 1 s uqetom ravenstva (1): M (B(0, ρ), X, △, Ψ) = −λ_nν^2 ∑ δ^2_l (ρ − |x_l|^2/ρ)^{2−n}+

+λ_nν2 ∑ δ_lδ_p ( |x_l − x_p|^{2−n} − | ||x^p| ρ x_l − ρ |x_p| x_p | |^{2−n} ) . Ostalos~ pereæti k predelu pri ρ → ∞. Teorema dokazana.

Zametim, qto v otliqie ot ploskogo sluqaØ ne trebuetsØ dopolnitel~nogo ograniqeniØ na qisla δ_l, l = 1, ..., m. Takim obrazom, neravenstvo (7) oznaqaet neotricatel~nost~ nekotoroæ kvadratiqnoæ formy. V qastnosti, pri m = 2 imeem

δ^2_1r(D_1, x_1)^{2−n} + δ^2 r(D_2, x_2)^{2−n} + 2δ_1δ_2|x_1 − x_2|^{2−n} ≥ 0

dlØ l¸byh vewestvennyh δ_1, δ_2 i l¸byh nenalega¸wih oblasteæ D_1, D_2 prostranstva R^n. Ots¸da

r(D_1, x_1) · r(D_2, x_2) ≤ |x_1 − x_2|^2.

Znak ravenstva dostigaetsØ dlØ poluprostranstv D_1 i D_2 s obweæ graniceæ i dlØ toqek x_1, x_2, simmetriqnyh otnositel~- no fftoæ granicy. Itak, neravenstvo Lavrent~eva dlØ ploskih oblasteæ ostaetsØ vernym v R^n, esli konformnyæ radius zamenit~ na garmoniqeskiæ (sr. [3, 8]). Predel~nyæ perehod v konce dokazatel~stva teoremy 2 privodit k predpoloßeni¸, qto pravaØ qast~ neravenstva (7) ravna, po-vidimomu, privedennomu modul¸ prostranstva R^n otnositel~no sovokupnosteæ X, △ i Ψ (sr. [12]). Sledu¸wiæ rezul~tat ØvlØetsØ analogom teoremy P. P. Kufareva [13] dlØ konformnyh radiusov nenalega¸wih ploskih oblasteæ v kruge. Otmetim, qto izvestnye sposoby dokazatel~stva fftoæ teoremy s pomow~¸ libo parametriqeskogo metoda, libo konformnogo otobraßeniØ i primeneniØ neravenstva Lavrent~eva v prostranstve R^n, n ≥ 3, ne primenimy.

Teorema 3. Esli oblasti D1 i D2 ne pereseka¸tsØ i leßat v

xare B(0, R), to dlØ l¸byh toqek x_l ∈ D_l, l = 1, 2 vypolnØetsØ

r(D_1, x_1)^{2−n} + r(D_2, x_2)^{2−n} ≥ 2|x_1 − x_2|^{2−n} + (R − |x_1|^2/R)^{2−n}+ +(R − |x2|2/R)2^{−n} − 2||x1|x2/R − Rx1/|x1||2^{−n}. (8)

OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 103 Znak ravenstva dostigaetsØ dlØ proizvol~nyh toqek x_1, x_2, prinadleßawih xaru B(0, R), i oblasteæ D_l = {x ∈ B(0, R) : 2∑ k=1 (−1)^k+^l ( |x − x_k|^{2−n}− − ||x_k|x/R − Rx_k/|x_k||^{2−n} ) > 0}, Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ dopustimye oblasti

D_l, l = 1, 2. Poloßim X = {x_1, x_2}, △ = {1, −1}, Ψ = {1, 1}. Soglasno svoæstvu monotonnosti privedennogo modulØ imeem M (D_1 ∪ D_2, X, △, Ψ) ≤ M (B(0, R), X, △, Ψ). Vospol~zovavxis~ teoremoæ 1, poluqim

−λ_nν^2(r(D_1, x_1)^{2−n} + r(D_2, x_2)^{2−n}) ≤ −λ_nν^2r(B(0, R), x_1)^{2−n}−

−λ_nν^2r(B(0, R), x_2)^{2−n} − 2ν^2g_{B(0,R)}(x_1, x_2). Trebuemoe neravenstvo teper~ sleduet iz (1).

Issleduem vopros o znake ravenstva. Vvedem funkci¸ g(x) = g_{B(0,R)}(x, x_1) − g_{B(0,R)}(x, x_2).

Legko videt~, qto mnoßestva D_l := {x ∈ B(0, R) : (−1)^{l+1}g(x) > 0}, l = 1, 2, ØvlØ¸tsØ oblastØmi. Krome togo, funkciØ Grina oblasti D_l sovpadaet s funkcieæ (−1)^{l+1}g(x), l = 1, 2. Ispol~zuØ (1), poluqim r(D_1, x_1)^{2−n} = |x_1−x_2|^{2−n}+(R−|x_1|^2/R)^{2−n}−||x_2|x_1/R−Rx_2/|x_2||^{2−n}; r(D_2, x_2)^{2−n} = |x_1−x_2|^{2−n}+(R−|x_2|^2/R)^{2−n}−||x_1|x_2/R−Rx_1/|x_1||^{2−n}. Takim obrazom, dlØ toqek x_1, x_2 i oblasteæ D_1, D_2 vypolnØetsØ znak ravenstva v (8). Teorema dokazana.

Privedem teper~ rezul~tat dlØ nenalega¸wih oblasteæ so svobodnymi pol¸sami (sr. [5, s. 53]). Nam ponadobØtsØ cilindriqeskie koordinaty (ρ, θ, x^′) toqki x = (x^1, ..., x^n) v R^n, n ≥ 3, svØzannye s ishodnymi koordinatami sootnoxeniØmi x^1 = ρ cos θ, x^2 = ρ sin θ, x^′ = (x^3, x^4, ..., x^n). Vvedem sledu¸- wie oboznaqeniØ: J = {(ρ, θ, x^′) : ρ = 0}; G – libo kol~co {x : ρ_1 < |x| < ρ_2}, libo cilindr {(ρ, θ, x^′) : ρ_1 < ρ < ρ_2}, 0 ≤ ρ1 < ρ2 ≤ ∞, D^∗_l = {(ρ, θ, x^′) ∈ G : |θ − 2πl/m| < π/m}, x^∗_l = (t, 2πl/m, 0), ρ_1 < t < ρ_2, l = 1, ..., m.

104 V. N. DUBININ, E. G. PRILEPKINA

Teorema 4. DlØ l¸byh razliqnyh toqek xl, l = 1, ..., m (m ≥ 2),

leßawih na okrußnosti {(ρ, θ, x^′) : ρ = t, x^′ = 0}, i l¸byh poparno nepereseka¸wihsØ oblasteæ D_l prostranstva R^n takih, qto x_l ∈ D_l ⊂ Ḡ, l = 1, ..., m, spravedlivo neravenstvo ∑ r(D_l, x_l)^{2−n} ≥ ∑ r(D^∗_l , x^∗_l )^{2−n} = mr(D^∗_m, x^∗_m)^{2−n}.

V qastnosti, pri m = 2k, ρ_1 = 0 i ρ_2 = ∞ imeem 2k∑ l=1 r(D_l, x_l)^{2−n} ≥ m 2k−1∑ l=1 (−1)^l+1|x^∗2_k − x^∗_l |2^{−n}.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto oblasti Dl, l = 1, ..., m,

dopustimy. My predpolagaem vospol~zovat~sØ formuloæ (3), gde |C(r; B)| = M^{−1}_2 (Γ(r; B)) = λ(Γ(r; B)). Osnovnye neobhodimye nam fakty, kasa¸wiesØ 2-ffkstremal~noæ dliny λ(Γ) semeæstva krivyh Γ sovpada¸t s takovymi dlØ ploskogo sluqaØ [14]. Bolee obwee izloßenie moßno naæti v rabote [15]. Nam ponadobitsØ takße procedura dissimmetrizacii [5, s. 33], kotoraØ primenitel~no k naxemu sluqa¸ vyglØdit sledu¸wim obrazom. Oboznaqim qerez Φ gruppu simmetriæ v R^n, sostoØwu¸ iz superpoziciæ otraßeniæ otnositel~no ploskosteæ, prohodØwih qerez poluploskosti L^∗_l = {(ρ, θ, x^′) : θ = 2πl/m}, a takße poluploskosti {(ρ, θ, x^′) : θ = π/m + 2πl/m}, l = 1, ..., m (zdes~ i niße ploskost~ oznaqaet giperploskost~). V prostranstve^¯R^n vvedem simmetriqnu¸ strukturu {P_l}^N_{l=1} kak sovokupnost~ zamknutyh uglov P_l = {(ρ, θ, x^′) : θ_{l1} ≤ θ ≤ θ_{l2} }, l = 1, ..., N , udovletvorØ¸wih usloviØm:

aP ) N⋃ l=1 P_l = R̄^n, N∑ l=1 (θ_l2 − θ_l1) = 2π,

bP ) {ϕ(P_l)}^N_{l=1} = {P_l}^N_{l=1} dlØ l¸boæ izometrii ϕ ∈ Φ.

Sovokupnost~ {α_l}^N_{l=1} povorotov vokrug osi J nazovem dissimmetrizacieæ simmetriqnoæ struktury {P_l}^N_{l=1}, esli dlØ obrazov S_l = α_l(P_l) vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ: aS) ⋃_N l=1 S_l = R̄^n,

OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 105 bS) dlØ l¸bogo nepustogo pereseqeniØ S_l ∩ S_p, l, p = 1, . . . , N , suwestvuet izometriØ ϕ ∈ Φ takaØ, qto ϕ(α^{−1}_l (S_l ∩ S_p)) = (α^{−1}_p (S_l ∩ S_p).

DlØ proizvol~nogo podmnoßestva A prostranstva^¯R^n vvedem oboznaqenie

Dis A = N⋃ l=1 α_l(A ∩ P_l). Pust~ L_l, l = 1, . . . , m – poluploskosti s kraem J, prohodØwie qerez toqki sootvetstvenno x_l, i pust~ r > 0 dostatoqno malo. Iz lemmy 1.4 raboty [5] sleduet suwestvovanie simmetriqnoæ struktury {P_l}^N_{l=1}, N ≥ m i dissimmetrizacii {α_l}^N_{l=1} takih, qto Dis L^∗_l = L_l, Dis E(x^∗_l , r) = E(x_l, r), l = 1, . . . , m. Oboznaqim qerez Γ^∗_m semeæstvo krivyh v {(ρ, θ, x^′) ∈ D^∗_m :^π_m ≤ θ ≤ 0} \ B(x^∗_m, r), soedinØ¸wih granicu D^∗_m so sferoæ S(x^∗_m, r) i pust~ Γ(r; D^∗_m) – semeæstvo krivyh iz §1 dlØ B = D^∗_m, x_0 = x^∗_m. Princip simmetrii [14, s. 21] daet

λ(Γ(r; D^∗_m)) = 1 2 λ(Γ^∗_m). (9)

DlØ kaßdoæ krivoæ γ^∗_m ∈ Γ^∗_m postroim krivu¸ γ^∗, ØvlØ¸wu¸sØ summoæ vseh razliqnyh krivyh, poluqa¸wihsØ iz γ^∗_m pri otobraßenii ϕ ∈ Φ. KrivaØ γ^∗ sostoit iz m nepreryvnyh krivyh v G, soedinØ¸wih sfery S(x^∗_l , r), l = 1, . . . , m. Semeæstvo krivyh γ^∗ oboznaqim qerez Γ^∗. Iz principa kompozicii i simmetrii semeæstva Γ^∗ sleduet

λ(Γ^∗) = 2mλ(Γ^∗_m) (10)

[14, s .21; 15, s. 178, 179]. Tak kak dissimmetrizaciØ {α_l}^N_{l=1} induciruet metriku v obe storony s sohraneniem dliny i plowadi, to λ(Γ^∗) = λ(Γ), (11)

gde Γ = {γ : γ = Disγ^∗ , γ^∗ ∈ Γ^∗}. Vvidu svoæstva bS) pereseqenie kaßdoæ “krivoæ” γ iz semeæstva Γ s uglom, obrazovannym dvumØ sosednimi poluploskostØmi L_l, soderßit nekotoryæ kontinuum, soedinØ¸wiæ sfery S(x_l , r). Nakonec, vvedem semeæstva krivyh

Γ_l1 i Γ_l2, l = 1, . . . , m. Semeæstvo Γ_l1 sostoit iz nepreryvnyh dug

krivyh semeæstva Γ, leßawih v D_l i soedinØ¸wih granicu ∂D_l

106 V. N. DUBININ, E. G. PRILEPKINA s polusferoæ sfery S(x_l, r) raspoloßennoæ po odnu storonu ot poluploskosti L_l. Semeæstvo Γ_{l2} sostoit iz analogiqnyh dug, soedinØ¸wih ∂D_l so vtoroæ polusferoæ sfery S(x_l , r). Vnov~ principy kompozicii da¸t λ(Γ) ≥ ∑ (λ(Γ_l1) + λ(Γ_l2)), λ(Γ(r; D_l))^−1 ≥ λ(Γ_l1)^−1 + λ(Γ_l2)^−1,

l = 1, . . . , m, gde Γ(r; D_l) – semeæstvo krivyh iz paragrafa 1 dlØ B = D_l, x_0 = x_l, l = 1, . . . , m. PrimenØØ klassiqeskoe neravenstvo dlØ srednih, poluqaem

λ(Γ_{l1}) + λ(Γ_{l2}) ≥ 4(λ(Γ_{l1})^{−1} + λ(Γ_{l2})^{−1})^{−1}.

Vypisannye vyxe sootnoxeniØ dlØ ffkstremal~nyh dlin semeæstv krivyh da¸t v itoge mλ(Γ(r; D^∗_m)) ≥ ∑ λ(Γ(r; D_l)).

Ostalos~ vospol~zovat~sØ formuloæ (3). Znaqenie pravoæ qasti neravenstva v teoreme 4 pri qetnom qisle toqek m = 2k i ρ_1 =

0, ρ2 = ∞ vytekaet iz (2). Teorema dokazana.

Literatura

1. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ. I, II, Algebra i analiz 9, vyp. 3 (1997), 41–103, vyp. 5 (1997), 1–50.

2. J. Hersch, Transplantation harmonique, transplantation par modules, et théorèmes isopérimétriques, Coment. Math. Helvetici 44, No. 3 (1969), 354–366.

3. B. E. Levickiæ, Privedennyæ p-modul~ i vnutrenniæ p-garmoniqeskiæ radius, Dokl. AN SSSR 316, No. 4 (1991), 812–815.

4. V. N. Dubinin, Asimptotika modulØ vyroßda¸wegosØ kondensatora i nekotorye ee primeneniØ, Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 56–73.

5. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49, No. 1 (1994), 3–76.

6. C. Bandle and M. Flucher, Harmonic radius and concentration of energy, hyperbolic radius and Liouville’s equations ΔU = e^U and ΔU = U^{(n+2)/(n}�^{2)}, SIAM Review 38, No. 2 (1996), 191–238.

7. ı. G. RexetnØk, Prostranstvennye otobraßeniØ s ograniqennym iskaßeniem, Novosibirsk, 1982.

8. B. E. Levickiæ, I. P. Mit¸k, “Uzkie” teoremy o prostranstvennyh modulØh, Dokl. AN SSSR 248, No. 4 (1979), 780–783.

9. W. P. Ziemer, Extremal length and p-capacity, Michigan Math. J. 16 (1969), 43–51.

10. J. Hesse, A p-extremal length and p-capacity equality, Ark. Mat. 13, No. 1 (1975), 131–144.

OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 107

11. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-oe izd., M., 1966.

12. V. N. Dubinin, L. V. Kovalev, Privedennyæ modul~ kompleksnoæ sfery, V nastoØwem sbornike.

13. P. P. Kufarev, K voprosu o konformnyh otobraßeniØh dopolnitel~nyh oblasteæ, Dokl. AN SSSR 73, No. 5 (1950), 881–884.

14. L. Al~fors, Lekcii po kvazikonformnym otobraßeniØm, M., 1969.

15. B. Fuglede, Extremal length and functional completion, Acta Math. 98, No. 3–4 (1957), 171–219.

Postupilo 26 i¸nØ 1998 g. Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok