Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 254, 1998 g.

E. G. Emel~Ønov

�KSTREMAL^NYE RAZBIENI˚ RIMANOVO` POVERHNOSTI I KVAZIKONFORMNYE OTOBRAȷENI˚ SPECIAL^NOGO VIDA

Horoxo izvestnyæ rezul~tat Dß. Dßenkinsa ob ffkstremal~- nom razbienii rimanovoæ poverhnosti ispol~zuetsØ dlØ postroeniØ analoga otobraßeniØ Teæhm¸llera rimanovoæ poverhnosti s fiksirovannymi otmeqennymi toqkami. Postroennye otobraßeniØ primenØ¸tsØ dlØ izuqeniØ haraktera zavisimosti funkcionala v zadaqe ob ffkstremal~nom razbienii ot otmeqennyh toqek.

§1. Postroenie kvazikonformnyh otobraßeniæ special~nogo vida

1.1. Pust~ R – koneqnaØ rimanova poverhnost~, P = {p1, . . . , pN }

– mnoßestvo otmeqennyh toqek na R, Γ = {Γ^1, . . . , Γ^n} – semeæstvo gomotopiqeskih klassov zamknutyh ßordanovyh krivyh na

R^′ = R\P, ne gomotopnyh nul¸ ili toqeqnoæ krivoæ pk, k = 1, N,

v kotorom klassy Γ^i i Γ^j pri i ≠ j soderßat nepereseka¸wiesØ krivye. Qerez D_Γ budem oboznaqat~ semeæstvo vseh sistem

D = {D_1, . . . , D_n} nenalega¸wih dvusvØznyh oblasteæ D_i na R^′,

v kotorom vsØkaØ zamknutaØ ßordanova krivaØ γ_i ⊂ D_i, razdelØ¸waØ graniqnye komponenty oblasti D_i, prinadleßit klassu

Γ^i.

Pust~ ff = {α_1, . . . , α_n} – mnoßestvo poloßitel~nyh qisel. Pod ffkstremal~nym razbieniem poverhnosti R, sootvetstvu¸- wim semeæstvu klassov krivyh Γ i mnoßestvu qisel ff, ponimaem sistemu oblasteæ D^∗ = {D^∗_1, . . . , D^∗_n} ⊂ D_Γ, dostavlØ¸wu¸ maksimum funkcionalu M(D) = n∑ i=1 α^2_i M (D_i),

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 97-01-00259. 108

�KSTREMAL^NYE RAZBIENI˚ RIMANOVO` POVERHNOSTI109 gde M (D_i) – modul~ semeæstva zamknutyh krivyh v oblasti D_i, razdelØ¸wih graniqnye komponenty D_i. (Zdes~ vozmoßno D^∗_i =

? dlØ nekotoryh i, togda M (D^∗_i ) = 0.)

Kak horoxo izvestno [1], suwestvuet edinstvennyæ kvadratiqnyæ differencial Q na R (Q = Q(P, Γ, ff)) s zamknutymi traektoriØmi i takoæ, qto kaßdaØ oblast~ D^∗_j ØvlØetsØ ili kol~cevoæ oblast~¸ differenciala Q, ili podoblast~¸ kol~cevoæ oblasti fftogo differenciala, pri fftom kaßdaØ nekritiqeskaØ traektoriØ Q, ne prohodØwaØ qerez toqki p_i ∈ P, i = 1, N , prinadleßit odnomu iz klassov Γ^k ⊂ Γ, i ee Q-dlina ravna α_k. Differencial Q ne imeet pol¸sov vyxe pervogo porØdka, i mnoßestvo ego pol¸sov soderßitsØ v P.

1.2. V dal~neæxem my budem sqitat~, qto D^∗_j ≠ ? dlØ vseh

i = 1, n, i qto kaßdaØ toqka p_j ∈ P ØvlØetsØ prostym pol¸som

differenciala Q. V takom sluqae kaßdaØ oblast~ D^∗_j okazyvaetsØ kol~cevoæ oblast~¸ dlØ Q.

Pust~ K = {k_1, k_2, . . . , k_n}, k_i ∈ C , |k_j| < 1. Pust~ z = z(p) – lokal~nyæ parametr v okrestnosti toqki p ∈ R. Poloßim

μ_K(z) = k_j |Q(z)| Q(z) , esli p ∈ D^∗_j ,

0, esli p ∈ R \ ⋃ i D^∗_i . (2)

Togda μ_K – differencial Bel~trami na R, i naædetsØ gomeomorfizm f : R → ^R, udovletvorØ¸wiæ uravneni¸ Bel~trami

f^′_z = μ_K(z) · f^′_z . Takoæ gomeomorfizm edinstvenen s toqnost~¸ do

konformnogo avtomorfizma poverhnosti ^R. VybiraØ nekotoroe normiru¸wee uslovie, moßem sqitat~, qto lokal~no (pri maloæ

‖K‖^2 = |k_1|^2+· · ·+(k_n)^2) f odnoznaqno opredelØetsØ vyborom K, i

ispol~zovat~ oboznaqenie f = f_K (f_0 – toßdestvennoe otobraßenie). My takße budem, esli ffto okaßetsØ udobnee, upotreblØt~ oboznaqenie ^R = R_K. Poloßim

P_K = {^p_j = f_K(p_j ), p_j ∈ P} ⊂ R_K, Γ^j_K = { f_K(γ) : γ ∈ Γ^j } , Γ_K = { Γ^j_K }_n j=1 , R^′_K = RK \ PK, DK =^{fK(D^∗_j )^{}n}_{j=1} .

�kstremal~nym razbieniem poverhnosti R_K, sootvetstvu¸wim semeæstvu Γ_K i sisteme ff, ØvlØetsØ sistema nenalega¸wih dvu-

110 E. G. EMEL^˚NOV svØznyh oblasteæ ^D^∗ = { ^D^∗_j }^n_{j=1} na R^′_K. dostavlØ¸waØ maksimum funkcionalu ^M( ^D) = n∑ i=1 α^2_i M ( ^D_i) (3)

v semeæstve ^D = { ^D_i}_{i=1} ∈ ^D_ΓK, gde ^D_ΓK opredelØetsØ dlØ R^′_K tak ße, kak D_Γ dlØ R^′. Sootvestvu¸wiæ kvadratiqnyæ differencial na R_K my budem oboznaqat~ qerez Q_K, a samo ffkstremal~noe znaqenie funkcionala (3) – qerez M^∗(K):

M^∗(K) = ^M( ^D^∗). (4)

Tem samym, M^∗(0) = M(D^∗).

V dal~neæxem, qtoby izbeßat~ nekorrektnosti v oboznaqeni- Øh, v sluqae, kogda ^p = f_K(p), z = z(p) i w = w(^p) – lokal~nye parametry v okrestnostØh ukazannyh toqek, dlØ otobraßeniØ

w ∘ f_K ∘ p(z) budem ispol~zovat~ oboznaqenie w = F_K(z). Spra-

vedliva sledu¸waØ teorema.

Teorema 1. 1.^^D^∗ = DK.

2. M^∗(K) = Re^n ∑ j=1 α^2_j^{1−kj}_{1+kj} M (D^∗_j ). (5)

3. Esli ^p ∈ f_K(D^∗_j ) i w = w(^p) – lokal~nyæ parametr v okrestnosti toqki ^p, to

Q_K(w) = ( 1 − |k_j|2 1 + k_j

)_2 · ( Q ∘ F^{−1}_K ) · ( F^{−1}_K )_′ w 2 . (6)

4. PorØdok m(^p) differenciala Q_K v toqke ^p = f_K(p) raven porØdku m(p) differenciala Q v toqke p. Traektorii differenciala Q pri otobraßenii f_K perehodØt v traektorii differenciala Q_K.

Dokazatel~stvo. Privodimoe niße dokazatel~stvo ØvlØetsØ ne-

kotorym obobweniem konstrukcii dokazatel~stva teoremy L. Bersa v [2, §8] dlØ otobraßeniæ Teæhm¸llera. Pust~ p_0 ∈ R,

m = m(p_0) – porØdok differenciala Q v toqke p_0, t.e. m = −1,

esli v fftoæ toqke Q imeet pol¸s (neobhodimo prostoæ), m =

1, 2, . . ., esli v toqke p_0 – nul~ porØdka m differenciala Q, i m = 0 v ostal~nyh sluqaØh. Poloßim, sleduØ [2],

I_{p0} (p) = p∫ p0 √ Q(z) dz, u_{p0} (p) = [ I_{p0} (p) ]^{2/(m+2)} . (7)

�KSTREMAL^NYE RAZBIENI˚ RIMANOVO` POVERHNOSTI111 DlØ j = 1, n pust~

ψ_j (u) = u + k_j u 1 + k_j = x + iy 1 − k_j 1 + k_j , u = x + iy. (8) Opredelim teper~ nekotoru¸ special~nu¸ sistemu lokal~- nyh parametrov na ^R_K po analogii s [2].

1) Pust~ ^p_0 = f_K(p_0), p_0 ∈ D^∗_j . Togda m(p_0) = 0. Poloßim

wb_{p0} (^p) = ψ_j ∘ I_{p0} ∘ f^{−1}_K (^p) (9)

v okrestnosti toqki ^p_0.

2) Pust~ ^p_0 = f_K(p_0), p_0 ∈ ∂D^∗_i , m = m(p_0). V dostatoqno maloæ okrestnosti toqki p_0 imeem m(p) = 0 dlØ p ≠ p_0. Oboznaqim qerez

J(p_0) mnoßestvo indeksov j ∈ {1, 2, . . . , n}, dlØ kotoryh p_0 ∈ ∂D^∗_j .

DlØ ^p = f(p), dostatoqno blizkogo k ^p_0, p ∈ D^∗_j , poloßim

wb_{p0} (^p) = [ ψ_j ∘ I_{p0} ∘ f^{−1}_K ]_{2/m+2} (^p). (10)

V sluqae p ∈ ∂D^∗_j0 ∩ ∂D^∗_j00 dlØ j^′, j^{′′} ∈ J(p_0) toqka p neobhodimo leßit na traektorii differenciala Q, vyhodØweæ iz p_0, i pofftomu u = I_{p0} (p) vewestvenno i ψ_j0 = ψ_j00 (u), tak qto opredelenie (10) korrektno.

V sluqae 1) utverßdenie, qto w_{bp0} (^p) – lokal~nyæ parametr v okrestnosti toqki ^p_0, srazu sleduet iz togo fakta, qto otobraßeniØ ψ_j ∘ I_{p0} i f_K kvazikonformny i ime¸t odinakovu¸ dilataci¸ v okrestnosti toqki p_0. V sluqae 2) netrudno ubedit~- sØ, qto w_{bp0} kvazikonformno v okrestnosti toqki ^p_0. Poskol~ku

wb_{p0} (^p) konformno v okrestnostØh toqek ^p ∈ f(D^∗_j ), j ∈ J(p_0), to

konformnost~ w_{bp0} (^p) v dostatoqno maloæ okrestnosti toqki ^p_0 sleduet iz lemmy VeælØ (sm., naprimer, [3]). Takim obrazom, sistema lokal~nyh parametrov w_{bp0} (^p) na R_K opredelena.

Kak i v [2], ubedimsØ, qto sootnoxenie

Q_K(w) dw^2 = ( m + 2 2 )_2 wb_{p0}^m (dwb_{p0} )^2 , (11) gde m = m(p_0), ^p_0 = f_K(p_0),

opredelØet na R_K kvadratiqnyæ differencial. Vyraßenie (6) poluqaetsØ iz (11) dlØ ^p ∈ f_K(D^∗_j ) prØmym podsqetom s ispol~zovaniem (9) i 2). Vdol~ traektorii γ ⊂ D^∗_j imeem v (8): y = const,

112 E. G. EMEL^˚NOV pofftomu iz (9) Øsno, qto (dw_{bp0} )^2 > 0 vdol~ f_K-obraza γ. PrØmoæ podsqet pokazyvaet, qto Q_K-dlina f_K(γ) ravna v fftom sluqae α_j. Utverßdenie teoremy o porØdkah m(p) i m(^p) sleduet iz postroeniØ Q_K.

Kak pokazano v [1], suwestvuet edinstvennyæ kvadratiqnyæ differencial s zamknutymi traektoriØmi na R_K, otveqa¸wiæ vybrannomu semeæstvu Γ_K i mnoßestvu ff. Sledovatel~no, ^D^∗ =

D_K.

Oblast~ D^∗_j , razrezannaØ vdol~ otrezka ortogonal~noæ Qtraektorii, soedinØ¸weæ ee graniqnye kontinuumy, otobraßaetsØ posredstvom funkcii ζ = I_{p0} (p), p_0 ∈ D^∗_j , na prØmougol~nik dliny α_j i vysoty h_j , h_j/α_j = M (D^∗_j ). Oblast~ ^D^∗_j = f(D^∗_j ), razrezannaØ analogiqnym obrazom vdol~ otrezka ortogonal~noæ

Q_K-traektorii, otobraßaetsØ posredstvom funkcii ζ = Ib_{p0} (^p)

na prØmougol~nik dliny α_j i vysoty ^h_j, M ( ^D^∗_j ) = ^h_j/α_j. Kak vidno iz (8), ^h_j = h_j Re^{1−kj}_{1+kj} , qto dokazyvaet (5). �tim teorema dokazana.

ZameqaniØ. 1) Esli k1 = k2 = · · · = kn, to fK – otobraße-

nie Teæhm¸llera, i rezul~tat teoremy 1 soderßitsØ v teoreme L. Bersa [2].

2) Esli

R^f→^^R^{f̂}→^^R, f = fK,^^f = f b_K, to ^f ∘ f : R → R̂, ^f ∘ f = f b_{K∗K}, gde ( ^K ∗ K)_j = k_j + ^k_j Δ_j

1 + ^k_j k_j Δ_j

, Δ_j =

1 + k_j 1 + k_j

. (12)

Legko proverit~, qto (K_1 ∗ K_2) ∗ K_3 = K_1 ∗ (K_2 ∗ K_3), 0 ∗ K = K,

K ∗ 0 = K. Pofftomu, esli K^j = (0, . . . , k_j, . . . , 0), j = 1, n, to K = K^1 ∗ K^2 ∗ · · · ∗ K^n.

1.3. Budem nazyvat~ dva kvazikonformnyh gomeomorfizma f : R →^^R i g : R →^^R ffkvivalentnymi (f ∼ g), esli suwestvuet

konformnyæ gomeomorfizm φ : ^R → R̂ takoæ, qto φ(f(p_i)) = g(p_i)

�KSTREMAL^NYE RAZBIENI˚ RIMANOVO` POVERHNOSTI113 dlØ vseh p_i ∈ P i otobraßenie g^{−1} ∘ φ ∘ f gomotopno toßdestvennomu na R^′. Qerez [f] oboznaqim klass ffkvivalentnosti po ukazannomu otnoxeni¸. Klass [f] moßno rassmatrivat~ kak toqku v prostranstve Teæhm¸llera T_{g,N} , gde g – rod R, a otobraßenie

Φ : K → [f_K]

– kak otobraßenie ediniqnogo polidiska v prostranstve C^n v T_{g,N} . Teorema 2. Otobraßenie Φ lokal~no biektivno. Dokazatel~stvo. Nußno dokazat~, qto esli norma ‖K − K^′‖ do-

statoqno mala i K ≠ K^′, to nevozmoßno sovpadenie

RK = RK0 i QK = QK0 . (13)

Esli (13) imeet mesto, rassmotrim na R_K otobraßenie ^f_{bK}, gde ^k_j = −k_j Δ_j (sm. (12)). Poskol~ku ^K ∗ K = 0 v silu (12), to, znaqit, ^f_{bK} : R_K → R. Togda

f b_{K∗K0} = ^f b_K ∘ f_K0 : R → R i Q b_{K∗K0} = Q.

Pofftomu dostatoqno dokazat~, qto esli norma ‖K‖ mala, K ≠ 0, to nevozmoßno sovpadenie

RK = R, QK = Q. (14)

Predpoloßim, qto (14) imeet mesto. Fiksiruem j ∈{1, 2, . . . , n}. Iz (9) sleduet, qto dlØ p ∈ D^∗_j

f_K = I^{−1}_{p0} ∘ ψ_j ∘ I_{p0} . (15)

Na kaßdoæ iz dvuh graniqnyh komponent oblasti D^∗_j naædetsØ kritiqeskaØ toqka differenciala Q; oboznaqim ffti toqki qerez q_1 i q_2. V silu (14), f_K(q_1) = q_1, f_K(q_2) = q_2. Rassmotrim geodeziqesku¸ lini¸ γ v Q-metrike, soedinØ¸wu¸ q_1 i q_2 v D^∗_j . Vdol~ γ imeem: arg Q(z)dz^2 = const. Iz (15) vidno, qto dlØ krivoæ f_K(γ) dolßno vypolnØt~sØ takoe ße uslovie. Ots¸da sleduet, qto pri dostatoqno maloæ norme ‖K‖ dolßno byt~ f_K(γ) = γ. Pust~ I_{p0} (q_2) − I_{p0} (q_1) = u. Poskol~ku f_K(q_2) = q_2, f_K(q_1) = q_1 i ^h_j = h_j, to dolßno byt~ ψ_j(u) = u. Iz (8) togda poluqaem, qto k_j(u − u) = 0, otkuda k_j = 0, tak kak u nevewestvenno. Takim obrazom K = 0 vopreki predpoloßeni¸. Teorema dokazana.

114 E. G. EMEL^˚NOV

§2. O zavisimosti funkcionala v zadaqe ob ffkstremal~nom razbienii ot otmeqennyh toqek

Pust~ π : H_+ → R^′ – universal~noe nakrytie rimanovoæ poverhnosti R^′ = R \ P verhneæ poluploskost~¸, ^μ_K – kofffficient Bel~trami na H_+, poluqa¸wiæsØ podnØtiem μ_K^{dz}_{dz} . Toqku [f_K] ∈ T_{g,N} moßno predstavit~, kak xvarcian funkcii F_K(z), ØvlØ¸weæsØ gomeomorfnym rexeniem uravneniØ Bel~trami na C s kofffficientom μ(z), ravnym ^μ_K(z) na H_+ i 0 na H_−. Poskol~- ku fftot kofffficient golomorfno zavisit ot K, to otobraßenie

Φ : K → [f_K] – golomorfnoe vloßenie [4].

OstanovimsØ na sluqae R = C . V fftom sluqae, kak legko podsqitat~, maksimal~noe qislo n oblasteæ ffkstremal~nogo razbieniØ ravno N − 3. Takova ße razmernost~ prostranstva Teæhm¸llera T_{0,N} . Tri iz otmeqennyh toqek moßno sqitat~ fiksirovannymi, ispol~zuØ drobno-lineænoe otobraßenie. Nabor

{z_k = z(p_k)}^N_{k=1} opredelØet, kak moßno pokazat~, lokal~nye ko-

ordinaty v prostranstve T_{0,N} . Pofftomu k_j = k_i(z_4, z_5, . . . , z_N ),

j = 1, N − 3, – golomorfnoe vyraßenie odnoæ sistemy koordi-

nat qerez drugu¸. Iz vyraßeniØ (5) teper~ sleduet, qto M^∗(K) – pl¸rigarmoniqeskaØ funkciØ. Takim obrazom, imeem sledu¸- wu¸ teoremu.

Teorema 3. Pust~ P = {p1, . . . , pN } – mnoßestvo otmeqennyh

toqek na C , N ¿ 4, Γ = {Γ^1, . . . , Γ^{N−3}} – semeæstvo gomotopiqeskih klassov zamknutyh ßordanovyh krivyh na C^′ = C \ P, ne gomotopnyh nul¸ ili toqeqnoæ krivoæ p_k na C^′, v kotorom klassy Γ^i i Γ^j pri i ≠ j soderßat nepereseka¸wiesØ krivye. Pust~ ff = {α_j}^{N−3}_{j=1} – mnoßestvo poloßitel~nyh qisel, D^∗ = D^∗(P, Γ, ff) – ffkstremal~noe razbienie C , D^∗ = {D^∗_j }^{N−3}_{j=1} , Q(z)dz^2 – associirovannyæ kvadratiqnyæ differencial. Pust~ funkciØ M^∗(p_1, . . . , p_N ) opredelena ravenstvom:

M^∗(p_1, . . . , p_N ) = N−3∑ j=1 α^2_j M (D^∗_j ).

Togda, esli D^∗_j ≠ ? pri j = 1, N − 3 i kaßdaØ toqka p_j ∈ P slußit pol¸som differenciala Q dz^2, to M^∗(p_1, . . . , p_N ) – pl¸rigarmoniqeskaØ funkciØ.

�KSTREMAL^NYE RAZBIENI˚ RIMANOVO` POVERHNOSTI115

ZameqaniØ. 1) Teorema 3 dokazana A. ı. Vasil~evym [5] dlØ

qastnogo sluqaØ N = 5.

2) Teoremu 3 ne udaetsØ rasprostranit~ na sluqaæ rimanovyh poverhnosteæ roda g > 0. DlØ takih poverhnosteæ razmernost~

T_{g,N} = 3(g − 1) + N , a maksimal~noe znaqenie n men~xe fftoæ ve-

liqiny (naprimer, dlØ g = 1 imeem n = N − 1).

Literatura

1. J. A. Jenkins, On the existence of certain general metrics, Ann. of Math. 66, No. 3 (1957), 440–453.

2. L. Bers, Quasiconformal mappings and Teichmüller’s theorem, Analytic function, Princeton, 1960, 89–120. Russkiæ perevod: L. Bers, Kvazikonformnye oto-

braßeniØ i teorema Teæhm¸llera. V kn.: L. Al~fors, L. Bers. Prostranstva rimanovyh poverhnosteæ i kvazikonformnye otobraßeniØ, 9–50. M., 1961.

3. I. Kra, Automorphic forms and Kleinian groups, Mathematics Lecture Note Series. W. A. Benjamin, Reading, Massachusetts, 1972. Ruskiæ perevod: I. Kra,

Avtomorfnye formy i kleænovy gruppy, M., 1975.

4. L. Ahlfors, Lecture on quasiconformal mappings (manuscript); russkiæ pere-

vod: L. Al~fors, Lekcii po kvazikonformnym otobraßeniØm, M., 1969. 5. A. ı. Vasil~ev, Invariantnye metriki i garmoniqeskie funkcionaly na prostranstve Teæhm¸llera, Algebra i analiz 9, vyp. 1 (1997), 49–70.

Postupilo 20 oktØbrØ 1998 g. S.-Peterburgskiæ universitet ffkonomiki i finansov