Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 254, 1998 g.

O. M. Fomenko O SREDNEM QISLE REXENI` NEKOTORYH SRAVNENI`

§0. Vvedenie Pust~ f(X) – neprivodimyæ polinom stepeni m s celymi kofffficientami, D – diskriminant polinoma f(X). Oboznaqim qerez ρ(n) qislo rexeniæ sravneniØ

f(X) ≡ 0 (mod n), 0 6 X < n.

�rdex [1] dokazal asimptotiki ∑ p6x^{ρ(p) =} x log x + O ( x (log x)^2 ) , (1) ∑ p6x ρ(p) p = log log x + c(f) + o(1) (2)

i ocenku snizu ∑ p6x^{ρ(p) ≫ x.} (3) On utverßdal, qto vmesto (3) moßno poluqit~ asimptotiku. V nastoØwee vremØ ffta asimptotika legko sleduet iz obwih teorem o mul~tiplikativnyh funkciØh. Deæstvitel~no, po teoreme 3 [2] s pomow~¸ (1) imeem pri x → ∞ (C(f) > 0) ∑ n6x^{ρ(n) = C(f)x + O} ( x (log x)^{1/2−ε} ) , (4) gde C(f) = e^{−E+c(f )} P, (5) P = ∏ p { e^{−ρ(p)p} �1 ( 1 + ρ(p) p + ρ(p^2) p^2 + . . . )} , Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant No. 96-01-00663). 192

O SREDNEM QISLE REXENI` NEKOTORYH SRAVNENI` 193

E – konstanta �ælera.

Ravenstvo (5) sleduet iz teoremy Virzinga [3] s ispol~zovaniem (2).

Zadaqa (4) neodnokratno rassmatrivalas~ dlØ kvadratiqnyh polinomov. V fftom sluqae ee legko traktovat~ s pomox~¸ sledu¸weæ formuly dlØ ρ(n) ([4], teorema 53). Pust~ f(X) = X^2 +

BX + C, gde dlØ prostoty B^2 − 4C = D < 0 – fundamental~nyæ

diskriminant. Rassmotrim poloßitel~no opredelennye primitivnye binarnye kvadratiqnye formy Q(X, Y ) = aX^2 +bXY +cY^2 diskriminanta D = b^2 − 4ac; pust~ w(Q) – porØdok gruppy avtomorfizmov formy Q(X, Y ); r_∗(n, Q) – qislo primitivnyh predstavleniæ n formoæ Q(X, Y ). Togda imeet mesto formula ρ(n) = ∑_′ Q 1 w(Q) r_∗(n, Q), (6) gde summirovanie ∑_′ Q idet po vsem neffkvivalentnym formam Q diskriminanta D.

Vvedem oboznaqenie (dlØ l¸bogo polinoma f(X))

P (s) = ∞∑ n=1 ρ(n) n^s (Re s > 1). (7)

V sluqae kvadratiqnogo polinoma iz (6) sleduet, qto P (s) moßno vyrazit~ qerez rØdy Dirihle, associirovannye s sootvetstvu- ¸wimi teta-rØdami, i, sledovatel~no, poluqit~ dlØ P (s) meromorfnu¸ prodolßimost~ na vs¸ s-ploskost~ i funkcional~noe uravnenie rimanova tipa. Krome togo, iz (6) i teoremy 14.2 [5] sleduet, qto (x → ∞) ∑ n6x^{ρ(n) = C(f)x + O} ( x^{1/2} e^{−B(log x)β} ) , gde konstanta B > 0, β – l¸boe fiksirovannoe qislo < 3/5; vpervye fftot rezul~tat byl poluqen v [6].

Esli predpoloßit~ spravedlivost~ gipotezy Rimana dlØ ζ(s), to na osnovanii (6) i teoremy 14.2 [5] poluqaem (x → ∞) ∑ n6x^{ρ(n) = C(f)x + O} ( x^{5/11+ε} ) .

194 O. M. FOMENKO

Cel~ nastoØweæ raboty – dlØ nekotoryh klassov polinomov

f(X) stepeni m > 2 (v qastnosti, dlØ abelevyh polinomov) pro-

dolßit~ P (s) vlevo ot Re s = 1 i, kak sledstvie, uluqxit~ ostatoqnyæ qlen v (4). Otmetim, qto vo vseh rassmotrennyh niße sluqaØh ostatoqnyæ qlen po modul¸ gipotez tipa gipotezy Rimana ili gipotezy Lindelëfa imeet vid O(x^{1/2+ε}).

§1. Abelevy polinomy

Niße f(X) – neprivodimyæ polinom stepeni m s celymi kofffficientami i starxim kofffficientom 1; D – diskriminant

f(X). Pust~ Spl{f(X)} – mnoßestvo vseh prostyh p takih, qto f(X)mod p razlagaetsØ v proizvedenie razliqnyh lineænyh po-

linomov nad polem iz p fflementov F_p.

V nastoØwem paragrafe budem rassmatrivat~ lix~ abelevy polinomy (t.e. polinomy s abelevoæ gruppoæ Galua). V abelevom sluqae iz teorii poleæ klassov izvestno, qto Spl(f(X)) s toqnost~¸ do koneqnogo qisla iskl¸qeniæ sostoit iz prostyh qisel v progressiØh {p = ak + l_1, p = ak + l_2, . . . , p = ak + l_f }, (8) priqem odna iz progressiæ imeet vid {p = ak+1}; budem sqitat~, qto l_1 = 1.

Pust~ P_e – mnoßestvo prostyh qisel, soderßawee sledu¸wie prostye: 1) (koneqnoe) mnoßestvo teh prostyh p, kotorye prinadleßat progressiØm (8), no ne vhodØt v Spl(f(X));

2) (koneqnoe) mnoßestvo prostyh p, ne vhodØwih v progressii (8), s usloviem ρ(p) > 0, a takße p | D.

Oboznaqim qerez P_∗ mnoßestvo prostyh p v progressiØh (8), ne prinadleßawih P_e. Oqevidno, dlØ p ∈ P_∗ imeem ρ(p^α) = m (α = 1, 2, . . .), a dlØ p /∈ P_e ∪ P_∗ ρ(p) = 0. FunkciØ P (s) opredelena v (7); v silu mul~tiplikativnosti ρ(n) imeem

P (s) = ∏ p ( 1 + ρ(p) p^s + ρ(p^2) p^{2s} + . . . ) .

O SREDNEM QISLE REXENI` NEKOTORYH SRAVNENI` 195

Poloßim

P_e(s) = ∏ p∈P_e ( 1 + ρ(p) p^s + ρ(p^2) p^{2s} + . . . ) ,

P_∗(s) = ∏ p∈P� ( 1 + ρ(p) p^s + ρ(p^2) p^{2s} + . . . ) , (9)

togda P (s) = P_e(s) · P_∗(s). Radi uproweniØ vyqisleniØ budem provodit~ v sledu¸wem qastnom sluqae: P_e – mnoßestvo vseh p | D; P_∗ = Spl(f(X)) = {mnoßestvo vseh prostyh p v progressiØh (8)}.

Vvedem oboznaqenie s = σ + it. Otmetim, qto v silu ocenki

ρ(n) ≪ m^{ω(n)}, gde ω(n) – qislo razliqnyh prostyh deliteleæ

n, rØd Dirihle P (s) deæstvitel~no shoditsØ v poluploskosti

σ > 1. Pust~ L(s, χ) – L-rØd Dirihle, z – kompleksnoe qislo;

niße pod (L(s, χ))^z ponimaetsØ vetv~, opredelennaØ usloviem

(L(s, χ))^z = exp { z log L(s, χ) } = exp ( z ∑ p ∑ j j^{−1} χ(p^j) p^{js} ) (σ > 1). Pust~ σ > 1; rassmotrim φ(a) L-rØdov Dirihle L(s, χ) s harakterami χ mod a, gde a – raznost~ progressiæ v (8). Imeem

L(s) := f∏ i=1 ∏ χ(mod a) L(s, χ)^{χ(li)m/φ(a)} =

= f∏ i=1 ∏ p exp { m φ(a) ∑ χ(mod a) χ(l_i) ∞∑ j=1 j^{−1} χ(p^j) p^{js} } =

= f∏ i=1 ∏ p≡l_i(mod a) exp ( m p^s )_f∏ i=1 ∏ p exp { m ∞∑ j=2 j^{−1} δ_i(p^j ) p^{js} } = = L_1(s) · L_2(s), gde δ_i(p^j) = { 1, esli p^j ≡ l_i(mod a); 0, esli p^j ≢ l_i(mod a).

Pust~

P_∗(s) = L_1(s) · A(s) (σ > 1);

196 O. M. FOMENKO

togda

P (s) = P_e(s) L(s) L_2(s)

A(s), (σ > 1), (10)

gde funkcii P_e(s),^1_{L2(s)} i A(s) analitiqeski prodolßa¸tsØ v poluploskost~ σ ¿ 1/2 + ε kak golomorfnye funkcii i vedut sebØ tam kak O(1).

Horoxo izvestno [7], qto L-funkcii L(s, χ) ≠ 0 v oblasti

σ ¿ 1 −^A_{(log |t|)α} (|t| ¿ t0), σ ¿ 1 −^A_{(log |t0|)α} (|t| 6 t0),^{(11)}

dlØ l¸bogo fiksirovannogo α > 2/3, priqem konstanta A vybrana stol~ maloæ, qtoby ne suwestvoval iskl¸qitel~nyæ harakter

χ(mod a).

Zafiksiruem t_1 ¿ t_0 takoe, qto

η := A (log t_1)^α ∈ ( 0, 1 10 ) . FunkciØ P (s), prodolßennaØ v oblast~ (11) po formule (10), ØvlØetsØ tam meromofrnoæ funkcieæ s edinstvennoæ osobennost~¸ – prostym pol¸som v toqke s = 1. Pust~

R(x) := ∑ n6x^{ρ(n).} Po formule obraweniØ imeem x∫ 0 R(t)dt = lim_{T →∞}(2πi)^{−1} 2+iT∫

2−iT x^{s+1} s(s + 1) P (s) ds. (12) Pust~ T > t_1; po teoreme Koxi integral sprava v (12) moßet byt~ zamenen summoæ 2πiCx^2 + 6∑ i=1 I_i,

O SREDNEM QISLE REXENI` NEKOTORYH SRAVNENI` 197

gde Cx^2 – vyqet podyntegral~noæ funkcii v toqke s = 1 i I_i – integral po puti L_i (i = 1, . . . , 6):

L_1 est~ otrezok [ 2 − iT, 1 − A (log T )^α − iT ] , L_2 est~ krivaØ 1 − A (log |t|)^α + it (−T 6 t 6 −t_1), L_3 est~ otrezok [ 1 − η − it_1, 1 − η ] , L_4 est~ otrezok [ 1 − η, 1 − η + it_1 ] , L_5 est~ krivaØ 1 − A (log t)^α

+ it (t_1 6 t 6 T ),

L_6 est~ otrezok [ 1 − A (log T )^α + iT, 2 + iT ] . Izvestno [7], qto v oblasti

σ ¿ 1 −^A_{(log |t|α)} (|t| ¿ t0) (13)

imeet mesto ocenka L(s, χ) ≪ log |t|. (14) Vvedem oboznaqenie F (s, x) := x^{s+1} s(s + 1) P (s). Legko videt~, qto pri T → ∞

I_1 → 0, I_6 → 0.

Pofftomu_x ∫ 0 R(t) dt = Cx^2 + Δ(x), (15) gde Δ(x) = J_2 + I_3 + I_4 + J_5,

J_2 = (2πi)^{−1} −t_1∫

−∞ F ( 1 − A (log |t|)^α + it, x )( i + αA (log |t|)^{α+1} ) dt,

198 O. M. FOMENKO

J_5 = (2πi)^{−1} ∞∫ t_1 F ( 1 − A (log |t|)^α + it, x )( i + αA (log |t|)^{α+1} ) dt. Iz (14) sleduet, qto F (s, χ) ≪ x^{2−A/(log |t|)α} t^{−2} log |t| (s ∈ L_2, L_5). FiksiruØ ε s usloviem 0 < ε < 1, imeem

J_2 + J_5 ≪ ∞∫ t_1 x^{2−A/(log t)α} t^{−2} log t dt ≪

≪ x^2 ∞∫ t_1

t^{−2+ε} exp ( −ε log t−A log x (log t)^α ) log t dt ≪ x^2 exp ( −2B(log x)^β ) , gde β = 1/(1 + α) < 3/5 i B > 0 – nekotoraØ konstanta. Oqevidno,

I_3 + I_4 ≪ x^{2−η} ≪ x^2 exp(−2B(log x)^β),

tak qto Δ(x) ≪ x^2 exp(−2B(log x)^β). (16)

Poluqim asimptotiqesku¸ formulu dlØ R(x) iz (15) i (16). Imeem (1 < ξ < x/2) | |R(x) − 2Cx | | 6 6^|R(x) − ξ^{−1} x+ξ∫ x R(t) dt | | | + | | |ξ^{−1} x+ξ∫ x R(t) dt − 2Cx | | | = |S_1| + |S_2|.

S_1 ocenivaem s pomow~¸ teoremy 1 [8], v silu kotoroæ dlØ x^γ <

ξ 6 x, 0 < γ < 1/2, imeem ∑ x<n6x+ξ^{ρ(n) ≪ ξ} 1 log(x + ξ) exp ( ∑ p6x+ξ ρ(p) p ) ≪ ξ. Pofftomu

|S_1| 6 | | | |ξ^{−1} x+ξ∫ x { R(t) − R(x) } dt | | | | ≪ ξ.

O SREDNEM QISLE REXENI` NEKOTORYH SRAVNENI` 199

PerehodØ k summe S_2, imeem

S_2 = ξ^{−1} ( C(x + ξ)^2 − Cx^2 + Δ(x + ξ) − Δ(x) ) − 2Cx = = Cξ + O ( x^2ξ^{−1} exp(−2B(log x)^β) ) . Sledovatel~no,

R(x) − 2Cx ≪ ξ + x^2ξ^{−1} exp(−2B(log x)^β ).

PolagaØ ξ = x exp(−B(log x)^β), poluqaem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 1. Pust~ f(X) – neprivodimyæ polinom stepeni m ¿ 2

s celymi kofffficientami i starxim kofffficientom 1. Predpoloßim, qto fftot polinom abelev. Togda rØd Dirihle P (s) meromorfno prodolßaetsØ v oblast~ (11) s edinstvennoæ osobennost~¸ – prostym pol¸som v toqke s = 1, i imeet mesto asimptotika ∑ n6x^{ρ(n) = C(f)x + O} ( x exp ( − B(log x)^β ))

dlØ nekotoroæ konstanty B > 0 i l¸bogo fiksirovannogo β < 3/5.

Zameqanie 1. 1) Esli verna gipoteza Rimana dlØ L-rØdov Diri-

hle L(s, χ), to P (s) v abelevom sluqae meromorfno prodolßaetsØ (s edinstvennoæ osobennost~¸ – prostym pol¸som v toqke s = 1) v poluploskost~ σ > 1/2 i imeet mesto asimptotika ∑ n6x^{ρ(n) = C(f)x + O} ( x^{1/2+ε} ) . 2) DlØ a-go krugovogo polinoma Φ_a(X) imeem: stepen~ m =

φ(a), Spl(Φ_a(X)) = {p ≡ 1(mod a)}. Pofftomu L(s) = ∏ χ(mod a) L(s, χ), i, sledovatel~no, utverßdenie p. 1 o prodolßimosti P (s) verno dlØ Φ_a(X) bez vsØkih gipotez. Bez gipotezy Rimana imeet mesto asimptotika ∑ n6x^{ρ(n) = C(Φa)x + O} ( x^{1− 3φ(a)+6 +ε} ) .

200 O. M. FOMENKO

§2. Neabelevy polinomy

2.1. Analogi rezul~tatov predyduwego paragrafa dlØ neabele-

vyh polinomov mogut byt~ poluqeny lix~ v nemnogih sluqaØh. V nastoØwem punkte rassmotrim polinomy tret~eæ stepeni.

Pust~ f(X) = X^3 + aX^2 + bX + c (a, b, c ∈ Z) – neprivodimyæ polinom, pole razloßeniØ K kotorogo est~ rasxirenie Galua

nad Q s G = Gal (K/Q)^∼= S3 (simmetriqeskaØ gruppa stepeni 3) i

soderßit mnimoe kvadratiqnoe pole k = Q( √ D) diskriminanta

D < 0. Pust~ L(s, ρ) = ∞∑ n=1 a(n) n^{−s} – L-funkciØ Artina, associirovannaØ s dvumernym kompleksnym neprivodimym predstavleniem ρ gruppy G s konduktorom N , gde D | N . Opredelim funkci¸ S(z), z ∈ H (verhnØØ poluploskost~), posredstvom S(z) = ∞∑ n=1 a(n) e^{2πinz}. Iz teorii Gekke–VeælØ sleduet, qto S(z) ØvlØetsØ normalirovannoæ novoæ formoæ vesa 1 i haraktera (D/∗) na gruppe Γ_0(N ). Koæke [9] dokazal sledu¸wiæ rezul~tat: pust~ M – proizvedenie vseh prostyh qisel, delØwih a, b, c, i pust~ p – l¸boe prostoe takoe, qto p - M N ; togda imeem

ρ(p) = a(p)^2 − ( D p ) . (17)

Pust~ P_e – mnoßestvo prostyh qisel, delØwih M N ; P_∗ – mnoßestvo prostyh qisel, ne delØwih M N ; oqevidno, P (s) = P_e(s) · P_∗(s), gde P_e(s) i P_∗(s) vvodØtsØ po formulam (9); σ > 1. Pust~ C(s) = ∞∑ n=1 a(n)^2 n^s (σ > 1).

O SREDNEM QISLE REXENI` NEKOTORYH SRAVNENI` 201

Horoxo izvestno [10], qto funkciØ C(s) meromorfno prodolßaetsØ na vs¸ ploskost~ i udovletvorØet funkcional~nomu uravneni¸ rimanova tipa. Krome togo, imeem sootnoxenie C(s) = ζ(s) ζ(2s) L_N (s) L(s, F ), (18)

gde F – associirovannaØ s S forma na GL(3) (lift Gelbarta– ȷake; adjoint square lift, [11]), L(s, F ) – sootvetstvu¸wiæ L-rØd;

L_N (s) – proizvedenie po prostym p | N . Izvestno [11], qto L(s, F )

– celaØ funkciØ, kotoraØ udovletvorØet funkcional~nomu uravneni¸ rimanova tipa. FunkciØ ζ(2s)C(s) regulØrna vo vseæ ploskosti, krome toqki s = 1, gde ona imeet prostoæ pol¸s. Rassmotrim funkcii C_∗(s) i L_∗(s, (^D· )), poluqennye iz C(s) i L(s, (^D· )) iskl¸qeniem ih ffælerovskih mnoßiteleæ s p | M N . Poloßim

L(s) := C_∗(s) ( L_∗ ( s, ( D · )))_{−1} . Po rezul~tatu Koæke (17) imeem P_∗(s) = L(s)A(s). Sledovatel~no, P (s) = P_e(s)L(s)A(s) (σ > 1), gde P_e(s), A(s) analitiqeski prodolßa¸tsØ v poluploskost~ σ ¿ 1/2 + ε kak golomornye funkcii i vedut sebØ tam kak O(1); L(s) prodolßaetsØ na vs¸ ploskost~ kak meromorfnaØ funkciØ. Vyberem oblast~ O vida (11), v kotoroæ P (s) imeet edinstvennu¸ osobennost~ – prostoæ pol¸s v toqke s = 1. Moßno sqitat~, qto v eë podoblasti O_1 (analoge oblasti (13)) vypolnØetsØ ocenka

ζ(s) ≪ log |t| (19)

i ocenka ( L ( s, ( D · )))_{−1} ≪ log |t|. (20) Pokaßem, qto v fftoæ podoblasti C(s) ≪ log |t|. (21)

202 O. M. FOMENKO

Rassmotrim L-funkci¸ (σ > 1) L(s, F ) = ∞∑ n=1 σ(n) n^s . Iz ee svoæstv moßno vyvesti, qto ∑ n6x^{σ(n) ≪ x} 5/7+ε. Sledovatel~no, v podoblasti O_1 L(s, F ) = O(1), pofftomu (21) sleduet iz formuly (18) i ocenki (19). Ocenki (20) i (21) v sovokupnosti da¸t P (s) ≪ log |t| (s ∈ O_1). Asimptotika dlØ summy ∑ n6x^{ρ(n)} poluqaetsØ teper~ tem ße sposobom, qto i v abelevom sluqae.

Teorema 2. Pust~ f(X) = X^3 + aX^2 + bX + c (a, b, c ∈ Z) – nepri-

vodimyæ polinom, pole razloßeniØ K kotorogo est~ rasxirenie Galua nad Q s G = Gal (K/Q) ∼= S_3 i soderßit mnimoe kvadratiqnoe pole Q( √ D) diskriminanta D < 0. Togda rØd Dirihle P (s) meromorfno prodolßaetsØ v poluploskost~ σ > 1/2 s prostym pol¸som v toqke s = 1 i vozmoßnymi pol¸sami v nulØh L-funkcii Dirihle L(s, (^D· )), raspoloßennyh v poluploskosti σ > 1/2 (esli oni tam est~). Imeet mesto asimptotika ∑ n6x^{ρ(n) = C(f)x + O} ( x exp(−B(log x)^β) )

dlØ nekotoroæ konstanty B > 0 i l¸bogo fiksirovannogo β < 3/5.

Zameqanie 2. Esli verna gipoteza Rimana dlØ L(s, χ), to ∑ n6x^{ρ(n) = C(f)x + O} ( x^{5/7+ε} ) . Esli dopolnitel~no predpoloßit~ spravedlivost~ gipotezy Lindelëfa dlØ L(s, F ), to ostatok uluqxaetsØ do O(x^{1/2+ε}).

O SREDNEM QISLE REXENI` NEKOTORYH SRAVNENI` 203

2.2. Rassmotrim polinom f(X) = X^4 − m, gde m > 0 – nekvadrat-

noe celoe qislo, m = ∏ p p^{e(p)}, 0 6 e(p) 6 3. Pust~ K = Q( √ −1,^4 √ m) – pole, poroßdennoe √ −1 i^4 √ m nad Q. Togda K ØvlØetsØ rasxireniem Galua nad Q stepeni 8 i ego gruppa Galua G = Gal (K/Q) izomorfna diffral~noæ gruppe D_4 porØdka 8. Pust~ L(s, ρ) = ∞∑ n=1 a(n) n^{−s} – L-funkciØ Artina, associirovannaØ s dvumernym kompleksnym neprivodimym predstavleniem ρ gruppy G s konduktorom N . Opredelim funkci¸ S(z), z ∈ H, posredstvom S(z) = ∞∑ n=1 a(n) e^{2πinz}. Iz teorii Gekke–VeælØ sleduet, qto S(z) ØvlØetsØ normalizovannoæ novoæ formoæ vesa 1 i haraktera χ_4(n) na gruppe Γ_0(N ).

Ixii [12] dokazal sledu¸wiæ rezul~tat: pust~ m_0 – beskvadratnaØ qast~ m, togda dlØ prostogo p s usloviem p - N imeem

ρ(p) = 1 + (m_0/p) + a(p). (22)

Pust~ P_e – mnoßestvo prostyh qisel, delØwih N ; P_∗ – mnoßestvo prostyh qisel, ne delØwih N ; oqevidno P (s) = P_e(s)P_∗(s), gde P_e(s) i P_∗(s) vvodØtsØ po formulam (9); σ > 1. Rassmotrim funkcii ζ_∗(s), L_∗ ( s, ( m_0 · )) , L_∗(s, ρ), poluqennye iz funkciæ ζ(s), L ( s, ( m_0 · )) , L(s, ρ) (23) iskl¸qeniem ih ffælerovskih mnoßiteleæ s p | N . Pust~ L(s) := ζ_∗(s)L_∗ ( s, ( m_0 · )) L_∗(s, ρ).

204 O. M. FOMENKO

Po rezul~tatu Ixii (22) imeem P_∗(s) = L(s)A(s); sledovatel~no,

P (s) = P_e(s)L(s)A(s) (σ > 1), (24)

gde P_e(s), A(s) analitiqeski prodolßa¸tsØ v poluploskost~ σ ¿ 1/2+ε kak golomorfnye funkcii i vedut sebØ tam kak O(1). Svoæstva funkciæ (23) pokazyva¸t, qto L(s) prodolßaetsØ na vs¸ ploskost~ kak meromorfnaØ funkciØ. Moßno utverßdat~ [13], qto na prØmoæ s = 1/2 + ε + it spravedliva ocenka

P (s) ≪ (|t| + 1)^{2/3+ε}. (25)

Asimptotiku dlØ summy ∑ n6x^{ρ(n)} poluqaem s pomow~¸ formuly obraweniØ i (25).

Teorema 3. Pust~ f(X) = X^4 − m, gde m > 0 – nekvadratnoe

qislo, m = ∏ p p^{e(p)}, gde 0 6 e(p) 6 3. Togda rØd Dirihle P (s) me-

romorfno prodolßaetsØ y poluploskost~ σ > 1/2 s edinstvennoæ osobennost~¸ – prostym pol¸som v toqke s = 1. Imeet mesto asimptotika ∑ n6x^{ρ(n) = C(f)x + O} ( x^{7/10+ε} ) . Zameqanie 3. V sluqae spravedlivosti gipotezy Lindelëfa dlØ

L(s, χ) i L(s, ρ) ostatok uluqxaetsØ do O(x^{1/2+ε}).

2.3. Pust~ m > 0 – beskvadratnoe qislo, εm – fundamental~-

naØ edinica polØ Q( √ m); budem rassmatrivat~ lix~ te m, dlØ kotoryh N (ε_m) = +1. Rassmotrim pole K = Q( √ −1,^4 √ ε_m) – ras-

xirenie Galua nad Q stepeni 16. Gruppa Galua G = Gal (K/Q) poroßdaetsØ tremØ fflementami σ, φ, ψ s opredelØ¸wimi sootnoxeniØmi

σ^4 = φ^2 = ψ^2 = 1, φψ = ψφ, ψσψ = φσφ = σ^3.

Pust~ L(s, ρ_j ) = ∞∑ n=1 a_j(n) n^{−s}

O SREDNEM QISLE REXENI` NEKOTORYH SRAVNENI` 205

– L-funkciØ Artina, associirovannaØ s dvumernym kompleksnym neprivodimym predstavleniem ρ_j gruppy G s konduktorom

N_j (j = 1, 2). S L(s, ρ_j ) svØzana paraboliqeskaØ forma

S_j (z) = ∞∑ n=1 a_j(n) e^{2πinz} – normalizovannaØ novaØ forma vesa 1 i haraktera (−m/·) na gruppe Γ_0(N_j ) (j = 1, 2). Pust~ t = tr(ε_m); f i e – beskvadratnye qasti t + 2 i m(t + 2) sootvetstvenno;

f(X) = (X^4 − ε_m)(X^4 − ε^{−1}_m ) = X^8 − tX^4 + 1;

D – diskriminant f(X).

V rabote [14] dokazan sledu¸wiæ rezul~tat: dlØ prostogo p s usloviem p - D imeem

ρ(p) = 1 + (m/p) + (e/p) + (f/p) + a_1(p) + a_2(p).

Pust~ P_e – mnoßestvo prostyh qisel, delØwih D; P_∗ – mnoßestvo prostyh qisel, ne delØwih D. Dal~neæxie rassußdeniØ provodim, kak v predyduwem punkte, tol~ko teper~ L(s) := ζ_∗(s)L_∗ ( s, ( m · )) L_∗ ( s, ( e · )) L_∗ ( s, ( f · )) L_∗(s, ρ_1) L_∗(s, ρ_2)

i vmesto (25) imeet mesto ocenka P ( 1 2 + ε + it ) ≪ (|t| + 1)^{4/3+ε} .

Ona dokazyvaetsØ na osnovanii formuly (analoga (24)) P (s) = P_e(s)L(s)A(s) (σ > 1), ispol~zuemoæ takße dlØ analitiqeskogo prodolßeniØ P (s) v poluploskost~ σ > 1/2, i rezul~tatov [13].

Teorema 4. Pust~ m > 0 – beskvadratnoe qislo, εm – fundamen-

tal~naØ edinica polØ Q( √ m), priqem N (ε_m) = +1;

f(X) = (X^4 − ε_m)(X^4 − ε^{−1}_m ) = X^8 − tX^4 + 1.

206 O. M. FOMENKO Togda rØd Dirihle P (s) meromorfno prodolßaetsØ v poluploskost~ σ > 1/2 s edinstvennoæ osobennost~¸ – prostym pol¸som v toqke s = 1. Imeet mesto asimptotika ∑ n6x^{ρ(n) = C(f)x + O} ( x^{11/14+ε} ) . Zameqanie 4. V sluqae spravedlivosti gipotezy Lindelëfa dlØ

L(s, χ) i L(s, ρ) ostatok uluqxaetsØ do O(x^{1/2+ε}).

Literatura

1. P. Erdös, On the sum

xP_{k=1 d(f (k)), J. London Math. Soc. 27, No. 1 (1952), 7–15.}

2. R. W. K. Odoni, A problem of Rankin on sums of powers of cusp-form coefficients, J. London Math. Soc. 44, No. 2 (1991), 203–217.

3. E. Wirsing, Das asymptotische Verhalten von Summen über multiplicative Funktionen. I, Math. Ann. 143, No. 1 (1961), 75–102.

4. B. W. Jones, The arothmetic theory of quadratic forms, Baltimore, 1950. 5. A. Ivić, The Riemann zeta-function, New York etc., 1985.

6. D. Ismoilov, Summirovanie qisla rexeniæ kvadratiqnogo sravneniØ, Dokl. AN Tadß. SSR. 21, No. 9 (1978), 10–13.

7. K. Prachar, Primzahlverteilung, Berlin, 1957; russkiæ perevod: K. Prahar,

Raspredelenie prostyh qisel, M., 1967.

8. P. Shiu, A Brun–Titchmarsh theorem for multiplicative functions, J. reine und angew. Math. 313 (1980), 161–170.

9. M. Koike, Higher reciprocity law, modular forms of weight 1 and elliptic curves, Nagoya Math. J. 98 (1985), 109–115.

10. R. A. Rankin, Contributions to the theory of Ramanujan’s function τ (n) and similar arithmetical functions. II, Proc. Cambridge Phil. Soc. 35, No. 3 (1939), 357–372.

11. S. Gelbart, H. Jacquet, A relation between automorphic representations of GL(2) and GL(3), Ann. Sci. École Normale Sup. 4^e série 11, No. 4 (1978), 471–552.

12. N. Ishii, Cusp forms of weight one, quadratic reciprocity and elliptic curves, Nagoya Math. J. 98 (1985), 117–137.

13. C. S. Yoganandra, Transformation formula for exponential sums involving Fourier coefficients of modular forms, Proc. Indian Acad. Sci. (Math. Sci.) 103, No. 1 (1993), 1–25.

14. T. Hiramatsu, N. Ishii, Quartic residuacity and cusp forms of weight one, Comment. Math. Univ. Sancti Pauli 34, No. 1 (1985), 913–103.

Postupilo 23 oktØbrØ 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:fomenko@ pdmi.ras.ru