Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 254, 1998 g.

N. A. Xirokov

KONSTRUKTIVNYE OPISANI˚ KLASSOV FUNKCI` POLINOMIAL^NYMI PRIBLIȷENI˚MI. I

Odna iz bol~xih vetveæ sovremennoæ konstruktivnoæ teorii funkciæ naqinaetsØ s doklada S. M. Nikol~skogo v 1956 godu na III Vseso¸znom matematiqeskom s¨ezde. Vopros S. M. Nikol~- skogo zakl¸qalsØ v opisanii s pomow~¸ ocenok polinomial~noæ approksimacii, predpoloßitel~no zavisØwih ot toqek kompakta, razliqnyh konkretnyh prostranstv funkciæ, nepreryvnyh na kompaktah i analitiqeskih na ih vnutrennostØh. Pervyæ suwestvennyæ otvet na fftot vopros byl dan V. K. DzØdykom v konce 50h godov. Im byli obnarußeny dostatoqno universal~nye xkaly priblißeniæ [1, 2], zavisØwie ot kompaktov i klassov funkciæ, dlØ kotoryh udalos~ dokazat~ utverßdeniØ, analogiqnye klassiqeskim teoremam Dßeksona–Bernxteæna dlØ priblißeniæ trigonometriqeskimi polinomami. V posledu¸wie desØtiletiØ mnogie matematiki vyØsnili prigodnost~ xkal V. K. DzØdyka dlØ xirokih klassov mnoßestv i funkciæ (dostatoqno podrobnye obzory i bibliografi¸ sm. v monografiØh P. M. Tamrazova [3] i V. K. DzØdyka [4]). Odnako okazalos~, qto xkaly V. K. DzØdyka ne universal~ny: v [5] byl anonsirovan primer kontinuuma, soderßawego vnutrennie toqki, dlØ kotorogo ffti xkaly ne davali analogov polnogo opisaniØ klassov Gël~dera; v knige V. K. DzØdyka [4] priveden prostoæ primer kontinuuma bez vnutrennih toqek, takße ne ukladyva¸wegosØ v trebuemu¸ shemu; ewe odin tip kontrprimerov ukazan V. V. Andrievskim [6].

Pofftomu estestvenno vstal vopros o poiske xkal, s pomow~¸ kotoryh moßno konstruktivno opisyvat~ klassy funkciæ na kontinuumah, vypada¸wih iz shemy priblißeniØ po V. K. DzØdyku. Poskol~ku xkal okazalos~ mnogo [5], to predstavlØetsØ estestvennym vydelØt~ te iz nih, kotorye opisyva¸t klassy funkciæ po vozmoßnosti “ffkonomno” (sm. [5, 7]). Podrobno vyxeska- 207

208 N. A. XIROKOV zannye soobraßeniØ predpolagaetsØ obsudit~ v qasti II nastoØweæ raboty. V nastoØweæ qasti I podrobno opisano postroenie kontinuuma, suwestvovanie kotorogo anonsirovano v [5], a dlØ podgotovki rezul~tatov qasti II privoditsØ dokazatel~stvo rezul~tata o priblißenii, anonsirovannogo v [8].

1. OboznaqeniØ i vspomogatel~nye rezul~taty V dal~neæxem D – ediniqnyæ krug kompleksnoæ ploskosti,

B_r (z) – krug radiusa r s centrom v toqke z. Esli L – nezamknutaØ

krivaØ, z, ζ ∈ L, to (z, ζ)_L ⊂ L – duga L s koncami z i ζ; esli L – zamknutaØ ßordanova krivaØ, to (z, ζ)_L oznaqaet tu iz dvuh dug s koncami z i ζ, diametr kotoroæ men~xe. Esli D – ograniqennyæ kontinuum kompleksnoæ ploskosti, to ψ_{[D]} – funkciØ, konformno otobraßa¸waØ C \ D na C \ D tak, qto ψ_{[D]} (∞) = ∞, ψ^′_{[D]}(∞) > 0,

φ_{[D]} – obratnoe k ψ_{[D]} otobraßenie.

Esli Γ = ∂D, h > 0, to Γ_h = ψ_{[D]} ((1 + h)∂D),

ρ_h(z; D) = dist(z, Γ_h), Γ = ∂D.

ȷordanovu oblast~ D nazovem radonovskoæ oblast~¸, esli ee granica v kaßdoæ toqke imeet odnostoronnie kasatel~nye i ugol naklona orientirovannyæ kasatel~noæ k osi absciss ØvlØetsØ funkcieæ ograniqennoæ variacii. Esli granica ∂D radonovskoæ oblasti D imeet N > 1 toqek z_1, . . . , z_N , zanumerovannyh v porØdke poloßitel~nogo obhoda ∂D, v kotoryh vnexniæ po otnoxeni¸ k D ugol raven 2π, i ζ_k = ψ_{[D]} (z_k), k = 1, . . . , N , to pust~ γ_k ⊂ ∂D – duga s koncami ζ_k, ζ_{k+1}, (ζ_{N+1} = ζ_1), Γ_k = ψ_{[D]} (γ_k), i dlØ z ∈ Γ_k polagaem Γ_h(z) = ψ_{[D]} ((1 + h)γ_k),

ρ^∗_h(z) = dist(z, Γ_h(z)).

Esli tol~ko qto vvedennoe qislo N > 1, to pust~ ζ_{k+} 1_2 – seredina dugi γ_k, ζ 1_2 = ζ_{N+} 1_2 ; esli ße N = 1, poloßim ζ^′_2 = −ζ_1, toqki ζ 1_2 ,

ζ 3_2 – serediny dug s koncami v toqkah ζ_1, ζ^′_2, priqem ζ 1_2 , ζ_1, ζ 3_2 , ζ^′_2 sledu¸t v poloßitel~nom napravlenii. Dalee, pri l¸bom

N poloßim γ^±_k = (ζ_k, ζ_{k±} 1_2 )_{γk} , nakonec, poloßim Γ^±_k = ψ_{[D]} (γ^±_k ), k = 1, . . . , N . Pust~ H_α(D) – prostranstvo funkciæ, analitiqeskih vo vnutrennosti D i udovletvorØ¸wih na D uslovi¸ Gel~dera porØd-

KONSTRUKTIVNYE OPISANI˚ KLASSOV FUNKCI` I 209 ka α; ‖| f ‖|_{Hα(D)} = sup_{z,ζ∈D} z≠ζ |f(z) − f(ζ)| |z − ζ|^α , 0 < α < 1,

‖| f ‖|_{Hα(D)} = ‖| f^{(r)} ‖|_{Hσ(D)}, α = r + σ, 1 6 r, 0 < σ < 1; H_{r,ω}(D) – prostranstvo funkciæ f, analitiqeskih vo vnutrenno-

sti D, dlØ kotoryh ‖| f ‖|_{Hr,ω (D)} = sup_{z,ζ∈D} z≠ζ |f^{(r)}(z) − f^{(r)}(ζ)| ω(|z − ζ|) < ∞. Sootnoxenie a ≍ b oznaqaet naliqie postoØnnyh c_1, c_2, ne zavisØwih ot suwestvennyh dlØ rassmatrivaemoæ situacii parametrov, dlØ kotoryh c_1a 6 b 6 c_2b.

Privedem teper~ rezul~taty o funkcii ψ_{[D]} , kotorye qrezvyqaæno suwestvenny dlØ dal~neæxego, poskol~ku pozvolØ¸t poluqit~ informaci¸ o povedenii funkciæ ρ_h, ρ^∗_h. Teorema A (sm. G. M. Goluzin [9], gl. 9 ili P. D¸ren [10], gl. 8). Pust~ D – oblast~ s ograniqennym graniqnym vraweniem,

ψ = ψ_{[D]} . Togda spravedliva formula

ψ^′(ζ) = exp 2π∫ 0 log ( 1 − e^{iθ} ζ ) dμ(θ), (1.1) gde μ – vewestvennyæ zarØd, ∫_{2π} 0 |dμ(θ)| < ∞, 2π∫ 0 dμ(θ) = 2, 2π∫ 0 e^{iθ} dμ(θ) = 0. Zdes~ μ imeet nagruzki, po modul¸ ne prevoshodØwie 1.

Esli t^0_j = e^{iθ0j} – l¸baØ toqka, perehodØwaØ pri otobraßenii ψ v toqku na granice ∂D, v kotoroæ vnexniæ po otnoxeni¸ k D ugol raven 2π, to zarØd μ imeet v toqke θ^0_j nagruzku, ravnu¸ 1.

Ispol~zuØ teoremu A, moßno dostatoqno toqno ocenivat~ veliqiny |ψ(t_1)−ψ(t_2)|, t_1, t_2 ∈ C \D . Detali poluqeniØ fftih ocenok budem, kak pravilo opuskat~, tak kak osnovoæ ih ØvlØetsØ formula (1.1), vkl¸qennaØ v fflementarnye analitiqeskie i geometriqeskie rassmotreniØ.

210 N. A. XIROKOV

2. Teorema 1 o priblißenii. Formulirovka i naqalo dokazatel~stva

V nißesledu¸weæ teoreme 1 oblast~ D imeet ograniqennoe graniqnoe vrawenie, ee granica ne soderßit nulevyh vnexnih po otnoxeni¸ k D uglov i soderßit koneqnoe qislo vnexnih po otnoxeni¸ k D uglov, ravnyh 2π. Pust~ U_j ∋ z_j – okrestnosti, soderßawie vse toqki z_j , j = 1, . . . , N , ØvlØ¸wiesØ verxinami takih uglov; okrestnosti U_j predpolagaem vybrannymi takim obrazom, qto dlØ zarØda μ, figuriru¸wego v (1.1), i dug s_j =

φ(∂D ∩ U_j ) spravedlivo sootnoxenie ∫ s_j | dμ(e^{iθ}) | < 9 8 . (2.1)

V dal~neæxem na dugah Γ^±_k , opredelennyh v p. 1, napravlenie obhoda inducirovano poloßitel~nym obhodom ∂D. Esli z ∈ U_j , to z^±(z) ∈ Γ^±_j – takie toqki, qto |z − z^±(z)| = dist(z, Γ^±_j ). Teorema 1. Pust~ oblast~ D vvedena vyxe, toqki zj ∈ ∂D i

okrestnosti U_j oblada¸t ukazannymi ranee svoæstvami. Predpoloßim, qto funkciØ f ∈ H_{r,ω}(D), z ∈ U_j , M > 0 – l¸boe qislo. Togda suwestvu¸t polinomy P_n, deg P_n 6 n, takih, qto spravedlivo neravenstvo |f(z)−P_n(z)|6 C [ ρ^{∗r}1_n (z^+(z)) ω(ρ^∗1_n (z^+(z))

( ρ^∗_{1n} (z^+(z))

ρ^∗_{1n} (z^+(z))+|z − z^+(z)| )_M +

+ρ^{∗r}1_n (z^−(z)) ω(ρ^∗1_n (z^−(z))

( ρ^∗_{1n} (z^−(z))

ρ^∗_{1n} (z^−(z)) + |z − z^−(z)| )_M ] , (2.2)

priqem postoØnnaØ C ne zavisit ot n i z.

Zameqanie. Vpervye rasstoØniØ ρ^∗1_n (z), modificiru¸wie dlØ oblasteæ s vozmoßnymi vnexnimi uglami, ravnymi 2π, klassiqeskie rasstoØniØ ρ 1_n (z), vvedeny V. K. DzØdykom v [1], i formulirovka teoremy 1 byla privedena v [8]. Vposledstvii rasstoØniØ ρ^∗1_n (z) i teorema 1 byli rasprostraneny V. V. Andrievskim [11] na sluqaæ nezamknutyh kvazikonformnyh dug. Tem ne menee rezul~tat teoremy 1 ne pokryvaetsØ utverßdeniØmi v [11].

KONSTRUKTIVNYE OPISANI˚ KLASSOV FUNKCI` I 211

Dokazatel~stvo teoremy 1 (naqalo dokazatel~stva) Pristupim k dokazatel~stvu teoremy 1, kotoroe zakonqim v p. 3 i 4. UqityvaØ, preßde vsego, qto spravedlivy neravenstva

ρ^∗1_n (z) ¿ ρ 1_n (z) = dist(z, Γ 1_n ) ¿ c n^2 , pri z ∈ Γ = ∂D (toqnu¸ postoØnnu¸ c dlØ vtorogo iz fftih neravenstv sm. v rabote V. I. Belogo [12]), vidim, qto pravaØ qast~ v (2.2) ne mn~xe c · n^{−2M−2r−2}, pofftomu esli v dal~neæxem kakoelibo vyraßenie budet imet~ ocenku c · n^{−A} s A ¿ 2M + 2r + 2, to dlØ nego (2.2) vypolnØetsØ.

Teper~ vvedem priblißa¸wiæ polinom, kotoryæ, kak okaßetsØ, budet dolßnym obrazom priblißat~ dannu¸ funkci¸

f ∈ H_{r,ω}(D). Vpervye privodimye polinomy poØvilis~ v rabo-

tah N. A. Lebedeva i avtora [13] i V. I. DzØdyka [14].

Vyberem dostatoqno bol~xie natural~nye qisla m i p, priqem zavedomo m > 4p^2(r+1), bolee toqno ffti qisla budut opredeleny po hodu dokazatel~stva. Poloßim R = 1 +^1_n . Ne ograniqivaØ obwnosti, sqitaem, qto n > 2m. Teper~ polagaem (Γ = ∂D): γ_{m,n} = [^π∫ −π ( sin[^n_{2m} ]x

sin x )_{2m} dx ]_{−1} ;

J_m(θ) = J_m(θ; n) = γ_{m,n} ( sin[^n_{2m} ]θ

sin θ )_{2m} ; ζ_{R,θ} = ζ_{R,θ}(ζ) = ψ_{[D]} ( R e^{iθ}φ_{[D]} (ζ) ) ; ζ ∈ C \ D , ζ_R = ζ_R(ζ) = ζ_{R,0}(ζ),

P_n(z) = 1 2πi π∫ −π J_m(θ) dθ ∫ Γ (ζ) p∑ k=1 (ζ_{R,θ} − ζ)^{k−1} (ζ_{R,θ} − z)^k dζ. DlØ togo, qtoby ocenivat~ raznosti f(z) − P_n(z) pri z ∈ U_j , vyberem toqku z_∗ ∈ Γ takim obrazom, qtoby odna iz dug (z, z_∗)_Γ, kotoru¸ oboznaqim Γ̃^+_j , soderßala by Γ^+_j , a drugaØ iz nih – duga Γ̃^−_j – soderßala by dugu Γ^−_j . OrientaciØ na Γ̃^+_j i Γ̃^−_j inducirovana poloßitel~nym obhodom Γ. Dalee dlØ kratkosti oboznaqim

z^+_0 = z^+(z), z^−_0 = z^−(z). Vvedem vaßnu¸ dlØ dal~neæxih ocenok

212 N. A. XIROKOV veliqinu W (z):

W (z) = 1 2πi π∫ −π J_m(θ) dθ ∫ Γ^+_j r∑ ν=0 1 ν! f^{(ν)}(z^+_0 )(ζ − z^+_0 )^ν ( ζ_{R,θ} − ζ ζ_{R,θ} − z )_p dζ ζ − z

= 1 2πi π∫ −π J_m(θ) dθ ∫ Γ^−_j r∑ ν=0 1 ν! f^{(ν)}(z^−_0 )(ζ − z^−_0 )^ν ( ζ_{R,θ} − ζ ζ_{R,θ} − z )_p dζ ζ − z . (2.3)

PolagaØ dlØ kratkosti H_p(ζ, R, θ, z) = ( ζ_{R,θ} − ζ ζ_{R,θ} − z )_p 1 ζ − z , (2.4)

poluqaem sledu¸wu¸ formulu: f(z) − P_n(z) − W (z) = 1 2πi · 1 r! π∫ −π J_m(θ) dθ ∫ Γ̃^+_j H_p(ζ, R, θ, z) dθ×

× [^ζ∫ z^+_0 (ζ − t)^{r−1} ( f^{(r)} (t) − f^{(r)} (z^+_0 ) ) dt ] +

+ 1 2πi · 1 r! π∫ −π J_m(θ) dθ ∫ Γ̃^−_j H_p(ζ, R, θ, z) dζ×

× [^ζ∫ z^−_0 (ζ − t)^{r−1} ( f^{(r)}(t) − f^{(r)} (z^−_0 ) ) dt ] = σ_+(z) + σ_−(z). (2.5)

3. Ocenka vyraßeniØ W (z)

Naqnem so sledu¸weæ lemmy.

Lemma 1. DlØ veliqiny W (z), opredelennoæ v (2.3), spravedliva

ocenka |W (z)| 6 c · pravaØ qast~ (2.2), (3.1)

KONSTRUKTIVNYE OPISANI˚ KLASSOV FUNKCI` I 213 gde postoØnnaØ c ne zavisit ot n i z i moßet byt~ raznoæ v raznyh utverßdeniØh.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego zapixem funkci¸ W (z) v vide summy dvuh integralov:

W (z) = 1 2πi π∫ −π J_m(θ) dθ ∫ Γ r∑ ν=0 f^{(ν)}(z^−_0 ) ν! (ζ − z^−_0 )^ν H_p(ζ, R, θ, z) dζ+

+ 1 2πi π∫ −π J_m(θ) dθ ∫ Γ̃+ H_p(ζ, R, θ, z) [_r∑ ν=0 f^{(ν)}(z^+_0 ) ν! (ζ − z^+_0 )^ν −

− r∑ ν=0 f^{(ν)}(z^−_0 ) ν! (ζ − z^−_0 )^ν ] dζ = W_1(z) + W_2(z),

gde funkcii H_p(ζ, R, θ, z) opredeleny v (2.4).

PolagaØ Γ_∗ = ψ_{[D]} (2 · ∂D ), zamenØØ v formule, opredelØ¸weæ

W_1(z), integrirovanie po Γ integrirovaniem po Γ_∗ i uqityvaØ,

qto suwestvuet takoe δ_0 > 0, ne zavisØwee ot z ∈ D i ζ ∈ Γ_∗, qto

|ζ − z| ¿ δ_0, |ζ_{R,θ} − z| ¿ δ_0, za sqet vybora dostatoqno bol~xogo

p i zatem m moßno poluqit~ ocenku |W_1(z)| 6 cn^{−A} s l¸bym ßelaemym A, naprimer, s A = 2M + 2r + 2, qto, kak otmeqalos~ ranee, garantiruet sootnoxenie (2.2).

IntegriruØ po qastØm, poluqaem r−1∑ ν=0 1 ν! [ f^{(ν)}(z^+_0 ) (ζ − z^+_0 )^ν − f^{(ν)}(z^−_0 ) (ζ − z^−_0 )^ν ] = = (−1)^{r−1} f^{(r)}(z^+_0 ) · 1 r! [ (z^+_0 − ζ)^r − (z^−_0 − ζ)^r ] +

+(−1)^{r−1} · 1 (r − 1)!

z^+_0∫

z^−_0 (t − ζ)^{r−1} ( f^{(r)}(t) − f^{(r)}(z^+_0 ) ) dt, pofftomu

W_2(z) =

= 1 2πi π∫ −π J_m(θ) dθ ∫ Γ̃+ H_p(ζ, R, θ, z) dζ [ (−1)^{r−1} 1 (r − 1)!

z^+_0∫

z^−_0 (t − ζ)^{r−1}×

214 N. A. XIROKOV × ( f^{(r)}(t) − f^{(r)}(z^+_0 ) ) dt + 1 r! ( f^{(r)}(z^+_0 ) − f^{(r)}(z^−_0 ) ) (ζ − z^−_0 )^r ] . (3.2)

V formule (3.2) integrirovanie ot z^−_0 do z^+_0 provoditsØ po krivoæ ℓ(z^−_0 , z^+_0 ), leßaweæ v D, dlinu kotoroæ moßno sqitat~ soizmerimoæ s |z^+_0 − z^−_0 |, tak kak oblast~ D ne soderßit nulevyh vnexnih po otnoxeni¸ k D uglov.

Zamenim put~ integrirovaniØ v (3.2). Pust~ t_∗ = φ_{[D]} (z_∗).

Rassmotrim krivu¸ Γ̃^+_j , ØvlØ¸wu¸sØ obrazom pri otobraßenii ψ_{[D]} krivoæ, sostoØweæ iz otrezkov I_0 = [t^0_j , (1 + ε_0) t^0_j ],

I_1 = [t^0_∗, (1 + ε_0) t_∗] i toæ dugi (1 + ε_0)∂D , kotoraØ pri dobavlenii

k neæ otrezkov I_0 i I_1 i dugi φ_{[D]} (Γ̃^+_j ) obrazuet kontur, ne soderßawiæ ∂D, priqem ε_0 vybrano tak, qto dlØ |t − t^0_j | < 2, t /∈ D, budet vypolnØt~sØ ψ_{[D]} (t) ∈ U_j. Teper~ v (3.2)

∫_~

Γ^+_j = ∫ Γ̃^+_j i potomu

|W_2(z)| 6 c π∫ −π J_m(θ) dθ ∫ Γ̃^+_j | H_p(ζ, R, θ, z) || dζ | [ ∫ ℓ(z^−_0 ,z^+_0 ) |t − ζ|^{r−1}×

× | f^{(r)}(t) − f^{(r)}(z^+_0 ) | |dt| + | f^{(r)}(z^+_0 ) − f^{(r)}(z^−_0 ) | |z^−_0 − ζ|^r ] . (3.3)

Pust~ dlØ kratkosti a = |z^+_0 − z^−_0 |, x = |z^0_j − z|. Poskol~ku z^0_j – toqka zaostreniØ na Γ s vnexnim po otnoxeni¸ k D uglom, ravnym 2π, to pri naxem vybore okrestnosteæ U_j imeem

|z^+_0 − z^0_j | ≍ |z^−_0 − z^0_j | ≍ |z − z^0_j | ≍ |τ − z^0_j | (3.4)

dlØ l¸boæ toqki τ ∈ ℓ(z^−_0 , z^+_0 ).

Prodolßim neravenstvo (3.3): |W_2(z)| 6 c π∫ −π J_m(θ) dθ ∫ Γ̃j_+ | H_p(ζ, R, θ, z) | | dζ | · ( a^r ω(a)+

ω(a) ( a^r + |z^+_0 − ζ| )_r ) . Teper~ uqtem sootnoxenie m > 4p^2(r + 1) i primenim sledu¸- wu¸ teoremu.

KONSTRUKTIVNYE OPISANI˚ KLASSOV FUNKCI` I 215

Teorema V (sm. rabotu V. I. Belogo [12]). Pust~ D – proizvol~-

nyæ kontinuum, r ∈ D, ζ ∈ C \ D. Togda 1 |ζ_{R,θ} − z| 6 c_0 ( u(θ) + 1

)_4 1 |ζ_R − z| , (3.5)

gde postoØnnaØ c_0 ne zavisit ot ζ, z, θ i n.

S pomow~¸ (3.5) prodolßaem ocenivat~ W_2(ζ): |W_2(z)| 6 c ∫ Γ̃^+_j | | | | ζ_R − ζ ζ_R − z | | | | p( a^r + |z^+_0 − ζ|^r ) ω(a) |dζ| |ζ − z| .

Pust~^⌣Γ = ψ(I_0). Pri ζ ∈ Γ̃^+_j \^⌣Γ imeem ocenki |ζ_R − z| ¿ δ_1,

|ζ −z| ¿ δ_1, pofftomu za sqet vybora dostatoqno bol~xogo p moßno

poluqit~ neravenstvo ∫ Γ̃^+_j \^⌣Γ | | ζ^R − ζ ζ_R − z | |^p (a^r + |z^+_0 − ζ|^r) ω(a) |dζ| |ζ − z| 6 c · 1 n^A (3.6)

s l¸boæ postoØnnoæ A, naprimer, s A = 2M + 2r + 2. DlØ ocenki ∫_⌣ Γ ispol~zuem specifiku vybora okrestnosteæ U_j . Kak sleduet iz (1.1), dlØ nekotoroæ postoØnnoæ λ, |λ| = 1, imeem ravenstvo

ψ^′(t) = (t − t^0_j ) q(t)λ

pri t ∈ φ_{[D]} (U_j ), priqem | arg q(t)| <^π_8 . Pofftomu pri ζ ∈^⌣Γ vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ |ζ − z| ≍ |ζ − z^0_j | + |z^0_j − z|, |ζ_R − z| ≍ |ζ_R − z^0_j | + |z^0_j − z|, (3.7) otkuda ∫ ⌣ Γ

| | | ζ_R − ζ ζ_R − z | | | p |ζ − z^+_0 |^r |dζ| |ζ − z| 6 c ∫ ⌣ Γ

| | | ζ_R − ζ ζ_R − z | | | p |ζ − z|^{r−1} |dζ| ≍

≍ ∫ ⌣ Γ |ζ_R − ζ|^p(|ζ − z^0_j | + |z − z^0_j |)^{r−1} (|ζ_R − z^0_j | + |z^0_j − z|)^p |dζ|^{def}= Q(z).

216 N. A. XIROKOV Pust~ b(t) = |φ^′_{[D]} (t t^0_j )| |t − 1| . Sootnoxenie (1.1) i vybor okrestnosteæ U_j vlekut sledu¸wee legko proverØemoe utverßdenie.

Utverßdenie 1. Suwestvu¸t postoØnnye c1, c2, ne zavisØwie ot t, i qislo ε_1, 0 < ε_1 <^1_8 , takie, qto pri 1 + ε_0 ¿ t_1 > t_2 > 1 spravedlivy neravenstva

c_1 ( t_2 t_1 )_{ε1} 6^{b(t1)}_{b(t2)} 6 c2^{(t1}_{t2}^{)ε1} . (3.8)

Krome togo uqtem, qto pri l¸bom t spravedlivo sootnoxenie

| ψ_{[D]} (Rt) − ψ_{[D]} (t) |≍ (R − 1) | ψ^′_{[D]} (Rt) | . (3.9)

PrimenØØ (3.8) i (3.9) dlØ ζ ∈^⌣Γ, moßem zapisat~: |ζ_R − ζ| = |ψ_{[D]} (Rt) − ψ_{[D]}(t)| ≍ (R − 1)|ψ^′_{[D]} (Rt)| = = (R − 1)(R|t| − 1) b(R|t|) 6 c_2(R − 1) (R|t| − 1) b(R) · ( R|t| − 1 R − 1 )_{ε1} ≍

≍| z^0_{j,R} − z^0_j | ( R|t| − 1 R − 1 )_{1+ε1} , | ζ_R − z^0_j |=| ψ_{[D]} (Rt) − ψ_{[D]} (t^0_j ) |≍ ( R|t| − 1 ) | ψ^′_{[D]} (Rt) |≍ ≍ ( R|t| − 1 )_2 b(R|t|), | ζ − z^0_j |≍ ( |t| − 1 )_2 b(|t|), otkuda poluqaem Q(z) 6 c 1+ε_0∫

1 |z^0_{j,R} − z^0_j |^p(^{Rt−1}_{R−1} )^{(1+ε1)p}

[(Rt − 1)^2 b(Rt) + x]^p ×

× [ |ψ^′_{[D]} (t t^0_j ) |(t − 1) + x ]_{r−1} | ψ^′_{[D]} (t t^0_j ) | dt =

1+^1_n∫

1 + 1+ε_0∫

1+^1_n .

KONSTRUKTIVNYE OPISANI˚ KLASSOV FUNKCI` I 217 Dalee, poskol~ku x ¿ c | z^0_{jR} − z^0_j |≍ 1+^1_n∫

1 | ψ^′_{[D]} (τ t^0_j ) | dτ ¿

¿ c | ψ^′_{[D]} (τ t^0_j ) | (t − 1), t 6 1 +^1_n , to 1+^1_n∫

1 6 c^{|z0jR − zj |p}_{xp} 1+^1_n∫

1 x^{r−1} | ψ_{[D]} (τ t^0_j ) | dτ ≍ |z^0_{jR} − z_j|^{p+1} x^{p+1−r} . (3.10)

Krome togo,

1+ε_0∫

1+^1_n ≍| z^0_{j,R} − z^0_j |^p 1+ε_0∫

1+^1_n

(^{t−1}_{R−1} )^{(1+ε1)p}|ψ^′_{[D]} (t^0_j t)|dt ((t − 1)^2 b(RT ) + x)^{p+1−r} ≍

≍| z^0_{j,R} − z^0_j |^p 1+ε_0∫

1+^1_n

(^{t−1}_{R−1} )^{(1+ε1)p}(t − 1) b(t) ((t − 1)^2 b(RT ) + x)^{p+1−r} dt 6

6 c | z^0_{j,R} − z^0_j | b(R) 1+ε_0∫

1+^1_n

(^{t−1}_{R−1} )^{(1+ε1)p}(t − 1) b(R)(^{t−1}_{R−1} )^{ε1} ((t − 1)^2 b(RT ))(^{R−1}_{t−1} )^{ε1} + x)^{p+1−r} dt =

=| z^0_{j,R} − z^0_j |^p b_0

ε_0∫

1+^1_n (uv)^{(1+ε1 )p+ε1} v dv (v^2 b_0(uv)^{−ε1} + x)^{p+1−r} =

=| z^0_{j,R} − z^0_j | b_0 (^u∫ 1 n + ε_0∫

u ) , gde b_0 = b(R), u = ( n^{ε1} x b_0 ) 1_{2−ε1} .

218 N. A. XIROKOV Dalee,_u ∫ 1 n 6 c^1_{xp+1−r} u∫ 1 n (uv)^{(1+ε1 )p+ε1} v dv 6 6 c^{(|z0j,R − z0j |}_x^) (1−2ε1 )(p+1)−1 2−ε1 · x^r, (3.11)

ε_0∫

u ≍ ε_0∫

u (uv)^{(1+ε1)p+ε1} (v^2 b_0(uv)^{−ε1} )^{p+1−r} dv ≍ x^r ( |z^0_{j,R} − z^0_j | x )^{(1−2ε}1^{)(p+1)−1} 2−ε1 . (3.12)

Itak, pri p_1 =^{(1−2ε1)(p+1)−1}_{2−ε1} iz (3.6), (3.10)–(3.12) poluqaem ocenku: | W_2(z) |6 c ω(a) x^r (| z^0_{j,R} − z^0_j | x )_{p1} + 1 n^A . (3.13)

Ostalos~ preobrazovat~ pravu¸ qast~ ocenki (3.13). Preßde vsego, iz (3.8) i (3.9) dlØ l¸boæ toqki ζ ∈ Γ ∩ U_j nahodim, qto

|z^0_{j,R} − z^0_j | 6 c ρ^∗_{1/n}(ζ) i, krome togo, a 6 cx, pofftomu pri p_1 > M + r + 1 vypolnØetsØ ω(a) x^r ( |z^0_{j,R} − z^0_j | x )_{p1} 6 6 c ω^( | z^0_{j,R} − z^0_j |^{) a + |z0j,R − z0j |} |z^0_{j,R} − z^0_j | x^r ( | z^0_{j,R} − z^0_j | x )_{p1} 6 6 cω(ρ^∗_±) ρ^{∗r}_±^{(ρ∗±}_x^{)p1−r−1} 6 cω(ρ^∗_±) ρ^{∗r}_±^{( ρ∗±}_{ρ∗± + a}^{)M} , gde ρ^∗_± = ρ^∗_{1/n}(z^±_0 ). Lemma dokazana.

4. Okonqanie dokazatel~stva teoremy 1: ocenka σ± Lemma 2. Slagaemye σ± v pravoæ qasti formuly (2.5) oceniva-

¸tsØ tak ße, kak pravaØ qast~ v (2.2).

Dokazatel~stvo. VyraßeniØ dlØ σ+ i σ− oceniva¸tsØ analogiqno, pofftomu ograniqimsØ ocenkoæ dlØ σ_+. Pust~ y = |z − z^+_0 ,

x = |ζ − z|. Sqitaem, qto t ¿ c ρ^∗_+ = c ρ^∗_{1/n}(z^+_0 ), poskol~ku pri

KONSTRUKTIVNYE OPISANI˚ KLASSOV FUNKCI` I 219 uslovii y 6 c ρ^∗_+ rassußdeniØ uprowa¸tsØ. Ispol~zuØ neravenstvo (3.5) teoremy V. I. Belogo, poluqaem:

|σ_+(z)| = | | | | 1 2πir! π∫ −π J_m(θ) dθ ∫ Γ̃^+_j H_p(ζ, R, θ, z)×

× [^ζ∫ z^+_0 (ζ − t)^{r−1} ( f^{(r)}(t) − f^{(r)} (z^+_0 ) ) dt ] dζ | | | | 6 6 c^∫_~

Γ^+_j | | | ζ^R − ζ ζ_R − z | | |^p | ζ − z^+_0 |^{r−1} ω ( | ζ − z^+_0 | ) |dζ| |ζ − z| ≍

≍ c ∫ Γ̃^+_j |ζ_R − ζ|^p|ζ − z^+_0 |^{r−1} ω(|ζ − z^+_0 |) (|ζ_R − z^+_0 | + y)^p (|ζ − z^+_0 | + y) |dζ| 6 6 c^∫_~

Γ^+_j |ζ_R − ζ|^p|ζ − z^+_0 |^{r−1} ω(|ζ − z^+_0 |) (|ζ − z^+_0 | + y)^{p+1} |dζ|. (4.1)

Teper~ nam ponadobitsØ sledu¸wee neravenstvo. Lemma 3. Pri ζ ∈ Γ ∩ Uj vypolnØetsØ sootnoxenie |ζ_R − ζ| ρ^∗_+ 6 c ( |ζ − z^+_0 | + ρ^∗_+ ρ^∗_+

) 5_7

. (4.2)

Dokazatel~stvo. Pust~ e^{iθj} = t^0_j ,

z^+_0 = ψ_{[D]} (e^{iθ0} ), ζ = ψ_{[D]} (e^{iθ}), b(t) = |ψ^′_{[D]} (t)| |t − t^0_j | . Ispol~zuØ (3.9), nahodim |ζ_R − ζ| ≍ 1 n ( |θ − θ_j | + 1 n ) b (R e^{iθ}),

|ζ − z^+_0 | ≍ ( |θ − θ_j | + |θ − θ_0| + 1 n )( |θ − θ_0| + 1 n ) b ( R(1 + |θ − θ_0|) e^{iθ} ) .

220 N. A. XIROKOV Esli |θ − θ_0| 6 c^1_n , to imeem |ζ_R − ζ| ≍ ρ^∗_+, |ζ − z^+_0 | 6 c ρ^∗_+, qto vleqet (4.2). Pust~ teper~ |θ − θ_0| > c^1_n . Imeem

|ζ − z^+_0 | ρ^∗_+ ≍ (|θ − θ_j | + |θ − θ_0|)|θ − θ_0|b((1 + |θ − θ_0|) e^{iθ0} ) 1 n · |θ_0 − θ_j | · b (R_l e^{iθ0} ) . (4.3)

Pri ocenke (4.3) sleduet rassmotret~ sluqai |θ_0 − θ_j | 6^c_n i

|θ_0 − θ_j | ¿^c_n , rassmotrim lix~ bolee sloßnyæ vtoroæ sluqaæ.

UqityvaØ, qto pri sdelannyh predpoloßeniØh spravedlivo fflementarnoe neravenstvo

|θ − θ_j | +^1_n |θ_0 − θ_j| 6 c √ (|θ − θ_j | + |θ − θ_0|)|θ − θ_0| 1 n |θ_0 − θ_j | , iz (3.16) i (3.8) zakl¸qaem, qto |ζ_R − ζ| ρ^∗_+ 6 c |θ − θ_j | +^1_n |θ_0 − θ_j | ( n|θ − θ_0| )_{ε1} 6 6 c √ (|θ − θ_j | + |θ − θ_0))|θ − θ_0| 1 n |θ_0 − θ_j | ( n|θ − θ_0| )_{ε1} ≍

≍ √ |ζ − z^+_0 |

ρ^∗_+ · b(R e^{iθ0} b(1 + |θ − θ_0|e^{iθ0)} ( n|θ − θ_0| )_{ε1} 6 6 c √ |ζ − z^+_0 |

ρ^∗_+ ( n|θ − θ_0| ) 3_{2 ε1}

. (4.4)

Esli ewe raz primenit~ (4.3) i (3.8), to poluqim

|ζ − z^+_0 |

ρ^∗_+ ¿ cn|θ −θ_0|· |θ − θ_0| + |θ − θ_j | |θ_j − θ_0| ( n|θ −θ_0| )_{−ε1} ¿ c ( n|θ −θ_0| )_{1−ε1} , otkuda n | θ − θ_0 |6 c ( |ζ − z^+_0 | ρ^∗_+ ) 1_{1−ε1} . (4.5)

VspominaØ, qto ε_1 <^1_8 iz (4.5) nahodim, qto

pravaØ qast~(4.4) 6 c ( |ζ − z^+_0 | ρ^∗_+

) 1_{2 +} 3_2^ε1_{1−ε1} 6 c^{(|ζ − z+0 |}_{ρ∗+}^{) 57} ,

KONSTRUKTIVNYE OPISANI˚ KLASSOV FUNKCI` I 221 qto i predstavlØet soboæ trebuemoe neravenstvo (4.2). Lemma 3 dokazana.

Zakonqim dokazatel~stvo lemmy 2. UqityvaØ lemmu 3, prodolßim cepoqku sootnoxeniæ (4.1): ∫ Γ̃^+_j |ζ_R − ζ|^p|ζ − z^+_0 |^rω(|ζ − z^+_0 |) (|ζ − z^+_0 | + y)^{p+1} |dζ| 6 6 c ρ^{∗ 27 p}_+^∫_~

Γ^+_j

(|ζ − z^+_0 | + ρ^∗_+)^57^{p+r} ω(|ζ − z^+_0 |)

(|ζ − z^+_0 | + y)^{p+1} |dζ| 6 6 c ρ^{∗ 27 p−1}_+ ω(ρ^∗_+) ∞∫ 0 dx (x + y)^27^{p−r} 6 cρ^{∗r}_+ ω(ρ^∗_+) ( ρ^∗_+ ρ^∗_+ + y ) 2_{7 p−r−1} . (4.6)

Esli^2_7 p − r − 1 > M , to pravaØ qast~ (4.6) udovletvorØet ocenke (2.2). Lemma 2, a s neæ i teorema 1 dokazany.

5. Formulirovka teoremy 2. Postroenie oblasti dlØ kontrprimera

V fftom punkte my sformuliruem i naqnem dokazyvat~ sledu- ¸wiæ rezul~tat, anonsirovannyæ v [5].

Teorema 2. Pust~ 0 < α < 1. Suwestvuet oblasti D s ograniqen-

nym graniqnym vraweniem i funkciØ f ∈ H_α(D), dlØ kotoroæ ne suwestvuet posledovatel~nosti polinomov P_n, deg P_n 6 n, takoæ, qto pri vseh n = 1, 2, . . . vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ | f(z) − P_n(z) |6 c ρ^α1_n (z), z ∈ ∂D, ρ_h(z) = ρ_h(z; D). (5.1) Zameqanie. Vesa ρ^α_{1/n}(z) byli vpervye obnarußeny V. K. DzØdykom kak vozmoßnyæ instrument konstruktivnogo opisaniØ razliqnyh klassov funkciæ. Naibolee xirokiæ v opredelennom smysle klass oblasteæ, dlØ kotoryh deæstvuet opisanie (5.1), sostavlØ¸t oblasti s kvazikonformnoæ graniceæ, qto ustanovleno V. I. Belym [12]. Oblast~ D, kotoraØ budet postroena niße, koneqno, ne kvazikonformna, ona soderßit vnexniæ ugol, ravnyæ 2π, no ne soderßit nulevyh vnexnih uglov.

Postroim trebuemu¸ oblast~ D. Pust~ ω_0 =^1_2 , ω_n = 1−^{1−α}_{10}^1_{n2} , Ω_0 = 0. Otloßim iz toqki Ω_0 po osi absciss otrezok ℓ_0 dliny 1

222 N. A. XIROKOV i pust~ Ω_1 – vtoroæ konec otrezka ℓ_0. Zatem iz toqki Ω_1 otloßim otrezok ℓ_1 = [Ω_1, Ω_2] dliny ε_0 = 0, 01 tak, qto vektory^{−→}Ω_1Ω_0 i^{−→}Ω_1Ω_2 obrazu¸t ugol, ravnyæ π ω_1. Iz toqki Ω_2 provedem otrezok ℓ_2 = [Ω_2, Ω_3] dliny (ε_0|ℓ_1|)^{18/1−α} tak, qto vektory^{−→}Ω_2, Ω_1 i −→ Ω_2, Ω_3 obrazu¸t ugol π ω_3 i t.d., iz toqki Ω_n provedem otrezok ℓ_n = [Ω_n, Ω_{n+1}] dliny (ε_0|ℓ_{n−1}|)^{18/1−α} tak, qto vektory^{−→}Ω_n, Ω_{n−1} i −→ Ω_n, Ω_{n+1} obrazu¸t ugol π ω_n. Pust~ toqka Ω – predel~naØ toqka posledovatel~nosti {Ω_n}^∞_{n=0}. Teper~ pust~ Ω^+_0 = i · e^{−100},

r_n = exp ( − 200 1 − α n^4 −

10^4 1 − α n^2 − n! |Ω_n − Ω_{n+1}|^{200n2/1−α} ) , (5.2)

Ω^+_n = Ω_n+ir_n. Soedinim toqki Ω^+_0 i Ω^+_1 , . . . , Ω^+_n i Ω^+_{n+1} otrezkami, poluqennu¸ krivu¸ oboznaqim qerez Γ_1, i poloßim Γ_0 =^∞ ⋃ ℓ_ν .

Ugol meßdu vektorami^{−→}Ω^+_n , Ω^+_{n+1} i^{−→}Ω^−_n , Ω^−_{n+1} oboznaqim qerez π ω^+_n . Toqki Ω_0 i Ω^+_0 soedinim okrußnost~¸ r̃_0, kasa¸weæsØ otrezkov [Ω_0, Ω_1] i [Ω^+_0 , Ω^+_1 ]. Nakonec, poloßim Γ = r̃_0 ∪ Γ_0 ∪ Γ_1, D = Int Γ. Iz postroeniØ sleduet, qto oblast~ D imeet ograniqennoe graniqnoe vrawenie i u nee otsutstvu¸t vnexnie nulevye ugly. 6. Predvaritel~nye svoæstva oblasti D

Naqnem vyØsnØt~ specifiqeskie osobennosti oblasti D, postroennoæ v p. 4. Dalee ispol~zuem oboznaqeniØ:

φ = φ_{[D]} , ψ = ψ_{[D]} , t_n = φ(Ω_n), t^+_n = φ(Ω^+_n ), T = φ(Ω).

Lemma 4. Spravedlivy sootnoxeniØ: 1 64 | t^+_n − t^+_{n+1} |^36| Ω^+_n − Ω^+_{n+1} |6 2 | t^+_n − t^+_{n+1} |^{13} , (6.1) 1 64 | t_n − t_{n+1} |^36| Ω_n − Ω_{n+1} |6 2 | t_n − t_{n+1} |^{13} , (6.2)

Dokazatel~stvo. Predstavim funkci¸ |ψ^′| po formule (1.1):

| ψ^′(t) |= exp (^{2π}∫ 0 log | | | |1 − e^{iθ} t | | | |dμ(θ) ) . (6.3)

KONSTRUKTIVNYE OPISANI˚ KLASSOV FUNKCI` I 223 DlØ postroennoæ oblasti D zarØd μ sostoit tol~ko iz nagruzok

ω_n −1 v toqkah t_n, nagruzok 1−ω^+_n v toqkah t^+_n , nagruzki 1 v toqke

T i nekotoroæ poloßitel~noæ mery na men~xeæ iz dug (t_0, t^+_0 )_∂D, variaciØ kotoroæ ravna uglovomu izmereni¸ dugi r̃_0, delennomu na π, i potomu zakl¸qena meßdu 0, 99 i 1. Dalee, opredeleniØ uglov ω_n vlekut sootnoxeniØ ∞∑ n=1 | ω_n − 1 |= π^2 60 (1 − α) < 1 − α 3 . (6.4)

�lementarnye geometriqeskie ocenki dlØ uglov ω^+_n privodØt k neravenstvu_∞ ∑ n=1 | ω^+_n − 1 |< 1 − α 3 . (6.5)

Pust~ t ∈ (t_n, t_{n+1})_∂D, t = e^{iθ}, t_n = e^{iθn} , T = e^{iλ}. Poskol~ku

0, 99 <

t^+_0∫

t_0 dμ(θ) < 1, to iz (6.3)–(6.5) nahodim, qto 4 | | | | sin θ − θ_n 2 sin θ_{n+1} − θ 2 | | | | 6| ψ^′(t) |6 2^| sin^{θ − λ}_2^|^{1− 1−α3} . (6.6)

Nakonec, vvidu togo, qto [Ω_n, Ω_{n+1}] – otrezok, imeem

| Ω_n − Ω_{n+1} |= ∫ (t_n,t_{n+1})_∂D | ψ^′(t) | |dt|. (6.7) PodstavlØØ v (6.7) neravenstva (6.6), poluqim (6.2). Analogiqno poluqaetsØ i (6.1). Lemma dokazana. Lemma 5. Pust~

τ_n = |t_{n−1} − t_n|^{2·10} 4 (1−α)2 , τ + n =| t^+_{n−1} − t^+_n |^{2·10} 4 (1−α)2 . Togda pri t ∈ C \ D, |t − t_n| < τ_n vypolnØetsØ | | | |1 − t_n t | | | | ω_n−1 | t_{n+1} − t_n |^3<| ψ^′(t) |<

224 N. A. XIROKOV < 3 | | |1 − t_n t | | | ω_n−1 | t_{n+1} − t_n |^{− 1−α3} · 1 |t_0 − t_1|^2

. (6.8)

Neravenstva, analogiqnye (6.8), vypolnØ¸tsØ pri t ∈ C \ D, |t − t^+_n | < τ^+_n s zamenoæ t_n, t_{n+1}, ω_n − 1 sootvetstvenno na t^+_n , t^+_{n+1}, 1 − ω^+_n .

Dokazatel~stvo sleduet iz fflementarnyh ocenok funkcii

|ψ^′(t)|, zapisannoæ v vide | ψ^′(t) |= | | |1 − t_n t | | | ω_n −1 n−1∏

ν=1 | | |1 − t_ν t | | | ω_ν −1 ∞∏

ν=n+1 | | |1 − t_ν t | | | ω_ν −1 ×

× ∞∏ ν=1 | | | |1 − t^+_ν t | | | | ω^+_ν −1| | |1 − T t | | | | exp

(^{t+}0∫

t_0 log | | | |1 − e^{iθ} t | | | |dμ(θ) ) . Teper~ sformuliruem rezul~tat, analogiqnyæ dlØ oblasteæ s ograniqennym graniqnym vraweniem klassiqeskoæ teoreme Zigmunda–Privalova.

Lemma 6. Pust~ G – oblast~ s ograniqennym graniqnym vrawe-

niem, ωπ – naimen~xiæ vnutrenniæ ugol meßdu odnostoronnimi kasatel~nymi na granice G, 0 < β <^1_{2−ω} , f – vnexnØØ v G funkciØ, priqem |f| ¿ c > 0, |f| ∈ H_β(∂G). Togda f ∈ H_β(G).

Dokazatel~stvo osuwestvlØetsØ otobraßeniem oblasti G na krug D, pri kotorom klassam H_β(∂G) i H_β(G) sootvetstvu¸t klassy funkciæ s peremennoæ gladkost~¸, zavisØweæ ot rassmatrivaemogo konformnogo otobraßeniØ, i primeneniem standartnoæ shemy dokazatel~stva teoremy Zigmunda–Privalova. 7. Prodolßenie dokazatel~stva teoremy 2: vspomogatel~naØ funkciØ i ee svoæstva

V fftom punkte budet prodelano vaßnoe postroenie, kotoroe pozße dast trebuemyæ kontrprimer funkcii, prinadleßaweæ klassu H_α(G), kotoru¸ nel~zØ priblizit~ polinomami s ocenkami (5.1).

Lemma 7. Pust~ G – oblast~ s ograniqennym graniqnym vrawe-

niem, ne ime¸waØ vnexnih uglov, ravnyh θ ili 2π, ωπ – naimen~- xiæ vnutrenniæ ugol meßdu odnostoronnimi kasatel~nymi k ∂G,

KONSTRUKTIVNYE OPISANI˚ KLASSOV FUNKCI` I 225

0 < β <^1_{2−ω} , toqki z^±_n , Ω prinadleßat ∂G, priqem z^±_n −→_{n→∞} Ω i du-

gi (z^+_n , z^−_n )_{∂G} poparno ne pereseka¸tsØ. Togda suwestvuet funkciØ Φ ∈ H_β(G) takaØ, qto dlØ l¸boæ pary toqek z i ζ, udovletvorØ¸- wih usloviØm z, ζ ∈ (z^+_n , z^−_n )_{∂G}, |(z, z^+_n )_{∂G}| = |(ζ, z^−_n )_{∂G}|, spravedlivo neravenstvo |Φ(z) − Φ(ζ)| ¿ |z − ζ|^β. (7.1) Dokazatel~stvo. Voz~mem kaku¸-nibud~ funkci¸ h, opredelennu¸ na ∂G, dlØ kotoroæ vypolnØ¸tsØ usloviØ h(z) ¿ 1, h ∈ H_β(∂G) i | h(z) − h(ζ) |¿| z − ζ |^β (7.2) dlØ l¸boæ pary toqek z, ζ, opredelennoæ posredstvom usloviØ (7.1). ˚sno, qto taku¸ vewestvennu¸ funkci¸ h netrudno postroit~. Opredelim vnexn¸¸ v G funkci¸ Φ ravenstvom

|Φ(ζ)| = h(ζ), ζ ∈ ∂G. Togda po lemme 6 imeem Φ ∈ H_β(G). Krome

togo, dlØ trebuemyh par toqek z, ζ iz (7.2) poluqaem | Φ(z) − Φ(ζ) |¿| |Φ(z)| − |Φ(ζ)| |¿ |z − ζ|^β, qto i ØvlØetsØ trebuemym neravenstvom (7.1).

V nißesledu¸weæ lemme 8 D – oblast~, postroennaØ v p. 5, Γ – ee granica, dugi Γ_0 ⊂ Γ, Γ_1 ⊂ Γ opredeleny pri konstruirovanii oblasti D. Pust~ funkciØ v analitiqna i ograniqena v C \ D i udovletvorØet sootnoxeni¸ | v(z) |< λ, z ∈ I, (7.3) gde I – duga na granice ∂G, celikom leßawaØ libo na Γ_0, libo na Γ_1, priqem dlØ veliqiny λ v (7.3) spravedliva ocenka

λ < ε | I |^α (7.4)

s nekotorym ε, 0 < ε < 1. Krome togo, budem predpolagat~ spravedlivost~ neravenstva | v(z) | 6 λ + A τ^α(z), z ∈ Γ \ I, (7.5) gde τ (z) = |(z, ζ)_Γ|, ζ – seredina dugi I (otnositel~no dliny dugi na Γ).

Geometriqeski ponØtno, qto oznaqaet vyraßenie “toqka z leßit nad I” ili “toqka z leßit pod I”, esli z /∈ I i suwestvuet toqka z_0 ∈ I, dlØ kotoroæ Re z = Re z_0.

226 N. A. XIROKOV

Lemma 8. (a) Pust~ I ⊂ Γ0 i toqka z ∈ C \ D leßit pod I ili

ße I ⊂ Γ_1 i toqka z leßit nad I, priqem dist(z, I) 6 A_1| I |. Togda

| v(z) | 6 A A_2 | I |^α. (7.6)

(v) Pust~ duga σ imeet obwu¸ seredinu s dugoæ I, |σ| = ε|I| i toqka

z ∈ C \D leßit nad ili pod σ, kak i v sluqae (a), dist(z, ∞) 6 ε |I|.

Togda pri ε < ε(D) vypolnØetsØ neravenstvo

| v(z) |6 A_3 A^{ε1/3} λ^{1−ε1/3} | I |^{ε1/3} . (7.7)

Dokazatel~stvo. Ustanovim bolee sloßnu¸ ocenku (7.7), neravenstvo (7.6) dokazyvaetsØ analogiqno, no prowe. Pust~ F (t) =

v(ψ(t)), W = φ(I), V = φ(σ), ψ otobraßaet C \D na C \ D, ψ = φ^{−1}, t^′ – seredina dugi V , t_0 = φ(z). Iz sootnoxeniØ (1.1) netrud-

no poluqit~, qto |t_0 − t^′| 6 A_3 |V |. DlØ funkcii F spravedlivy usloviØ | F (t) |6 λ, t ∈ V, (7.8) | F (t) |6 λ + A A_4 | ψ(t) − ψ(t^′) |^α, t ∈ ∂ C \ V. (7.9) Dalee, analogiqno (3.9) nahodim, qto

| ψ(t) − ψ(t^′) |^α6 A_5 | ψ^′ ( (1 + |t − t^′|) t^′ ) |^α | t − t^′ |^α . (7.10)

PrimenØØ k log |F (t)| ocenku qerez integral Puassona i rassußdaØ standartnym obrazom (sm. [15], gl. 1) iz (7.3)–(7.5), (7.8)– (7.10) poluqaem (7.7).

8. Dal~neæxie svoæstva oblasti D

Nam ponadobØtsØ svoæstva oblasti D, svØzannye so sravneniem veliqin ρ_h(z) i ρ^∗_h(z). Pust~ qislo r_N opredeleno v (5.2),

s_N = |Ω_N − Ω_{N+1}|^{10}.

Lemma 9. Esli |z − ΩN | < sN ,^√rN < h < sN , z ∈ Γ0, to

ρ_h(z) 6 B_1 h ( h + |z − Ω_N |^{1/3} ) 1−α_{20N2} | Ω_N − Ω_{N+1} |^{−1+α}, (8.1)

ρ^∗_h(z) ¿ B_2 h ( h + |z − Ω_N |^3

)_− 1−α_{10N2} | Ω_N − Ω_{N+1} |^9 . (8.2)

Dokazatel~stvo. Pust~ z0 ∈ Γ1 i raznost~ z − z0 qisto mnimaØ,

t = ψ(z), t_0 = ψ(z_0). Suwestvu¸t postoØnnye B_2, B^′_1 takie, qto

ρ^∗_h ¿ B_2|ψ^′ ( (1 + h)t ) |h, ρ_h(z) 6 |z − z_0| + B^′_1|ψ^′ ( (1 + h)t_0 ) |h.

KONSTRUKTIVNYE OPISANI˚ KLASSOV FUNKCI` I 227 V silu ograniqeniæ na h snizu i postroeni¸ oblasti D imeem

ρ_h(z) 6 B_1 | ψ^′ ( (1 + h)t_0 ) | h. Teper~ neravenstva (8.1) i (8.2) poluqa¸tsØ iz lemmy 5 putem nesloßnyh fflementarnyh preobrazovaniæ.

V kaqestve sledstviØ neravenstv (8.1) i (8.2) my poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 10. Pust~ qisla B1, B2 opredeleny v lemme 9,

h_N = ( B_1 B_2

) 200N^2_{1−α}

· N^{200N21−α} | Ω_N − Ω_{N+1} |^{2·103 N21−α} . (8.3)

Togda pri t ∈ ∂D , |t − t_N | < h_N | log h_N |^{100}, h_N < h < h_N | log h_N |,

N ¿ N (D, R) imeem

ρ_h(z) 6 1 | log h_N |^R min ρ^∗_h(z_0), (8.4)

gde minimum v pravoæ qasti (8.3) beretsØ po toqkam z_0 = ψ(t_0) ∈ Γ_0 takim, qto |t_0 − t_N | < h_N | log h_N |.

9. Postroenie trebuemoæ dlØ teoremy 2 funkcii Pristupim k postroeni¸ trebuemoæ funkcii f. V naqale postroim vspomogatel~nu¸ oblast~ G ⊃ D, kotoraØ takße imeet ograniqennoe graniqnoe vrawenie. Prodolßim otrezok [Ω_1, Ω_0] za toqku Ω_0 na otrezok ediniqnoæ dliny, vtorym koncom kotorogo ØvlØetsØ toqka O_1, zatem provedem v toqke Ω obwu¸ kasatel~nu¸ k krivym Γ_0 i Γ_1 i otloßim na neæ vne D otrezok [Ω, O_2] ediniqnoæ dliny (odnostoronnie kasatel~nye k [Ω, O_2] i krivym Γ_0, Γ_1 obrazu¸t ugol π). Soedinim toqki O_1 i O_2 dvaßdy gladkoæ krivoæ γ, ime¸weæ v toqkah O_1 i O_2 dvaßdy gladkoe kasanie s otrezkami [O_1, Ω_0] i [Ω, O_2], vnutrennost~ kotoroæ vmeste s krivoæ Γ_0 i otrezkami [O_1, Ω_0] i [Ω, O_2] soderßit oblast~ D. Pust~ G – oblast~, ograniqennaØ opredelennymi vyxe krivymi. Ee granica imeet ograniqennoe graniqnoe vrawenie i minimal~nyæ ugol meßdu odnostoronnimi kasatel~nymi v l¸boæ ee toqke bol~xe (2 −^1_α )π.

Posledovatel~nost~ {h_N } byla opredelena v (8.3). Opredelim posledovatel~nost~ toqek {z^+_N } i {z^−_N }:

z^+_N = φ ( t_N e^{−ihN | log hN |100} ) , z^−_N = ψ ( t_N e^{ihN | log hN |100} ) .

228 N. A. XIROKOV Primenim k oblasti G i posledovatel~nostØm toqek {z^+_N } i {z^−_N } lemmu 7 iz p. 7 i postroim funkci¸ f s trebuemymi svoæstvami: imenno, f ∈ H_α(G) i spravedlivy ocenki | f(z) − f(ζ) |¿| z − ζ |^α (9.1) dlØ l¸byh toqek z, ζ ∈ (z^+_n , z^−_n )_{Γ0} takih, qto

| (z, z^+_n ) |_{Γ0} |=| (ζ, z^−_n )_{Γ0} | .

FunkciØ f – iskomaØ.

10. Special~noe prodolßenie funkcii f Predpoloßim tem ne menee, qto dlØ postroennoæ funkcii f dlØ kaßdogo n = 1, 2, . . . moßno naæti polinom P_n, deg P_n 6 n, dlØ kotorogo spravedlivo sootnoxenie (5.1). Postroim prodolßenie funkcii f v C \D so special~noæ ocenkoæ^{∂f}_{∂z} , vpervye vvedennoe i uspexno primenØemoe E. M. Dyn~kinym [16, 17]. �to postroenie provedem, uqityvaØ konkretnye svoæstva postroennoæ oblasti D. Vyberem posledovatel~nost~ natural~nyh qisel ν_N i h_N sledu¸wim obrazom:

2^{−νN −1} 6 1 10 h_N | log h_N |6 2^{−νN} , (10.1) 2^{−νN −kN−1} 6 h_N 6 2^{−νN −kN} , (10.2) gde qislo h_N opredeleno v (8.3). Zatem vvedem v rassmotrenie oblasti W_N , L_N , W^0_N , L^0_N :

W_N = { t ∈ C \ D : 2^{−νN −kN −1} 6 |t| − 1 6 2^{−νN} , | | arg t t_N | | 6 2^{−νN }}; (10.3)

L_N = ψ(W_N ); (10.4)

W^0_N = { t ∈ C \ D : h_N | log h_N |^{1/4}6 |t| − 1 < h_N | log h_N |^{1/2}, | | | | arg t t_N | | | | < 2^{−νN} | log h_N |^{1/2} } , L^0_N = ψ(W^0_N ). (10.5)

KONSTRUKTIVNYE OPISANI˚ KLASSOV FUNKCI` I 229 Ispol~zuØ oboznaqeniØ Γ_{h1,h2} = ψ({t : 1 + h_1 < |t| 6 1 + h_2}), opredelØem predvaritel~nu¸ funkci¸ f_0:

f_0(z) = P_2n (z), z ∈ Γ_2−n−1_{,2}−n \^∞ ⋃ N=1 L_N ; P_2νN (z), z ∈ L_N ; f(z), z ∈ D; 0, z leßit vne Γ_2.

Otmetim, qto predvaritel~noe prodolßenie f_0 funkcii f bylo vpervye osuwestvleno podobnym obrazom E. M. Dyn~kinym [16, 17]. Specifikoæ naxego sluqaØ ØvlØetsØ opredelenie osobyh oblasteæ L_N i otdel~noe opredelenie funkcii f_0 dlØ fftih oblasteæ.

Teper~, bukval~no sleduØ rassußdeniØm v [16] ili [17], vyberem dostatoqno maloe λ > 0, zavisØwee lix~ ot D (zavedomo

λ < 0, 1), i, polagaØ δ(z) = λ dist(z, D), okonqatel~no poluqaem

f_1(z) = f(z), z ∈ D, 1 πδ^2(z) ∫ B_{δ(z)}(z) f_0 (ζ) dσ, z ∈ C \ D. Lemma 11. FunkciØ f1 obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

f_1 nepreryvna v C i finitna; (10.6) | | ∂f^1(z) ∂z | | 6 c δ^{α−1}(z), z ∈ C \ D; (10.7)

∂f_1(z) ∂z = 0, z ∈ L^0_N , N > N_0. (10.8)

Dokazatel~stvo. Pri vybore dostatoqno maloæ postoØnnoæ λ spravedlivo vkl¸qenie φ ( B_{δ(z)}(z) ) ⊂ B_{0,1·(|t|−1)}(t), i potomu pri z ∈ L^0_N imeem φ(B_{δ(z)} (z)) ⊂ L_N , otkuda f_1(z) ≡

P_2νN (z), qto i vleqet (10.8).

Dokazatel~stva (10.6) i (10.7) provodØtsØ po horoxo otrabotannoæ sheme [15, 17]. Sleduet rassmotret~ sluqai: bolee

230 N. A. XIROKOV

prostoæ, kogda B_{δ(z)}(z) ∩^∞ ⋃ N=1 L_N = ?, i bolee sloßnyæ, kogda

B_{δ(z)(z)} ∩ L_N ≠ ? dlØ nekotorogo N . PostoØnnu¸ λ vybiraem

stol~ maloæ, qtoby krug B_{δ(z)}(z) peresekalsØ ne bolee, qem s dvumØ kol~cami Γ_2−n−1_{,2}−n . Bolee prostoæ pervyæ sluqaæ rassmatrivaetsØ toqno takße, kak v [16]. V bolee sloßnom vtorom sluqae takße ishodim iz sootnoxeniæ

∂f_1(z) ∂z = ∂ ∂z 1 πδ^2(z) ∫ B_{δ(z)}(z) (f_0(ζ) − P_2νN (z))dσ_ζ i | | | | ∂f_1(z) ∂z | | | 6 c^1_{δ(z)} sup_{ζ∈Bδ(z) (z)} | Pm (ζ) − P2νN (ζ) |, (10.9)

gde v pravoæ qasti (10.9) m = n − 1, n, n + 1 i obØzatel~no Γ_2−m−1_{,2}−m ili Γ_2−m_{,2}−m+1 peresekaetsØ s L_N . Naibolee trudnaØ qast~ dokazatel~stva sostoit v ocenke |P_m(ζ) − P_2νN (z)|.

Po opredeleni¸ ν_N v (10.1), (10.2) i oblasteæ L_N v (10.3) i (10.4), pri n − 1 6 m 6 n + 1 imeem neravenstva ν_N 6 m 6

ν_m + k_N + 1 i

| P_2νN (ζ) − P_2m (ζ) |6

k_N +1∑

l=0 | P_2ν_N +l (ζ) − P_2ν_N +l−1 (ζ) | . (10.10)

Pust~, dalee, H – vnexnØØ v C \ D funkciØ takaØ, qto |H(ζ)| =

ρ^α_{2−νN} (ζ), ζ ∈ Γ. Iz predpoloßeniØ (5.1) sleduet, qto | P_2ν_N +l (ζ) − P_2ν_N +l−1 (ζ) |6 c | φ(ζ) |^{νN +l}| H(ζ) |, i togda neravenstvo (10.10) moßno prodolßit~ sledu¸wim obrazom: | P_2νN (ζ) − P_2m (ζ) |6 c | H(ζ) | k_N +1∑

l=0 | φ(ζ) |^{νN +l} . Dalee, ν_N = O(| log h_N |), k_N = O(log ν_N ), pofftomu | φ(ζ) |^{νN +l}6 1 + ch_N | log h_N |, ζ ∈ L_N , znaqit_{kN +1} ∑ l=0 | φ(ζ) |^{νN +l}6 c | log h_N | . (10.11)

KONSTRUKTIVNYE OPISANI˚ KLASSOV FUNKCI` I 231 Teper~ primenim lemmu 8 iz p. 7, polagaØ I = (z^+_N , z^−_N )_{Γ0} , σ =

φ(V_N ), gde V_N { t ∈ ∂D : | | |arg t t_N | | | < h^N | log h^N |^{10} } . Iz lemm 4 i 5 poluqaem ocenku |σ| |I| 6 c^1_{| log hN |30} ·^{maxz∈LN dist(z, Γ0)}_{|I|} 6^c_{| log hN |30} .

V silu opredeleniØ funkciæ ρ^∗ imeem |I| ≍ ρ^∗_{hN | log hN |}100 (Ω_N ), i, primenØØ sootnoxenie (8.4) lemmy 10, pri ζ ∈ I poluqaem | H(ζ) |= ρ^α_2−ν_N (ζ) ≍ ρ^α_{hN | log hN |} (ζ) 6 6 c^1_{| log hN |} ρ^{∗α}_{hN | log hN |}100 (ΩN ) 6^1_{| log hN |} |I|^α.

Sledovatel~no, v lemme 8 moßno poloßit~ ε =^c_{| log hN |} i v sootvetstvii s (7.7) pri ζ ∈ L_N , N > N_0 imeem | H(ζ) |6 c ( ρ^α_2−ν_N (ζ)

)_{1−}^1_{| log hN |1/3} · | I |^{α| log h}N^{|1/3} , znaqit, | H(ζ) |6 c 1 | log h_N | δ^α (ζ), ζ ∈ L_N , qto vmeste s (10.11) daet neravenstvo | P_2νN (ζ) − P_2m (ζ) | 6 c δ^α(ζ), ζ ∈ L_N . Lemma dokazana.

11. Okonqanie dokazatel~stva teoremy 2 Nam potrebu¸tsØ poslednie tehniqeskie prigotovleniØ. Qisla h_N ime¸t tot ße smysl, qto i v p. 10. Opredelim qisla ρ_N ravenstvom

ρ_N = ρ^∗_{hN | log hN |3/8} (Ω_N ),

i rassmotrim toqki z^{0+}_N , z^{0−}_N kotorye leßat naΓ_0 po raznye storony ot Ω_N i

| (z^{0+}_N , Ω_N )_{Γ0} |=| (z^{0−}_N , Ω_N )_{Γ0} |= ρ_N .

232 N. A. XIROKOV DlØ tol~ko qto vvedennyh qisel ρ_N i oblasteæ L^0_N , opredelennyh v (10.5), legko proverØetsØ vkl¸qenie

Q_N ⊂ L^0_N , (11.1) gde Q_N = { ζ = z + it, z ∈ ( z^{0+}_N , (z^{0−}_N ) Γ_0 ,

ρ_N (log | log ρ_N |)^{−1} 6 t 6 ρ_N (log | log ρ_N |) } . DlØ ispol~zovaniØ lemmy 11 ustanovim ewe odin fakt tehniqeskogo haraktera. Prodolßim otrezki Ω_0 O_1 i Ω O_2 do luqeæ, oboznaqim qerez U_1 qast~ ploskosti, ograniqennu¸ fftimi luqami i krivoæ Γ_0, ne soderßawu¸ oblasti D, i pust~ U_2 = C \(U_1 ∪D). Predpoloßim, qto funkciØ a(ζ) udovletvorØet usloviØm | a(ζ) |6 c dist^{α−1}(ζ, D), ζ ∈ U_1; a(ζ) ≡ 0, ζ ∈ Q_N , N ¿ N_0. Poloßim

f_+(z) = ∫ U_1 a(ζ) ζ − z dσ_ζ. (11.2)

Lemma 12. DlØ funkcii f+(z), opredelennoæ v (11.2), spravedlivo

sootnoxenie

| f_+(z^{00+}_N ) − f_+(z^{00−}_N ) |= o ( | z^{00+}_N − z^{00−}_N |^α ) , N → ∞, gde z^{00+}_N ∈ (z^{0+}_N , Ω_N )_{Γ0} , z^{00−}_N ∈ (z^{0−}_N , Ω_N )_{Γ0} i ρ_N √ log | log h_N |

=| (z^{00+}, Ω_N )_{Γ0} |=| (z^{00−}, Ω_N )_{Γ0} | .

Dokazatel~stvo sleduet obyqnoæ dlØ takih situaciæ sheme [16, 17]: polagaØ r_N = ρ_N (log | log h_N |)^{−3/8}, B_N = B_{rN} (Ω_N ), poluqaem

f_+(z^{00+}_N ) − f_+(z^{00−}_N ) = ∫ B_N ∩U_1 a(ζ)dσ ζ − z^{00+}_N − ∫ B_N ∩U_1 a(ζ)dσ ζ − z^{00−}_N +

+(z^{00−}_N − z^{00+}_N ) ∫ U_1\B_N a(ζ)dσ (ζ − z^{00+}_N )(ζ − z^{00−}_N )

= S_1 − S_2 + S_3,

KONSTRUKTIVNYE OPISANI˚ KLASSOV FUNKCI` I 233 posle qego poluqaem ocenki moduleæ integralov v S_J : |S_j | 6 c 1 (log | log h_N |)^{α/8}

· |z^{00+}_N − z^{00}_N |^α,

qto i trebovalos~.

Zakonqim teper~ dokazatel~stvo teoremy 2. Pust~ oblasti U_1,

U_2 opredeleny v usloviØh lemmy 12. PrimenØØ k finitnoæ funk-

cii f_1 formulu Grina, imeem

f(z) = f_1(z) = − 1 π ∫ C ∂f_1(ζ) ∂ζ ζ − z dσ = − 1 π ∫ U_1 − 1 π ∫ U_2 , z ∈ D. Pust~

f_+(z) = − 1 π ∫ U_1

∂f_0(ζ) ∂ζ ζ − z dσ, f_−(z) = − 1 π ∫ U_1

∂f_1(ζ) ∂ζ ζ − z dσ. (11.3)

Rassmotrim funkci¸ f_− = f_1 − f_+. Iz formul (11.3) sleduet, qto funkciØ f_− analitiqna vne U_2, pofftomu ona analitiqna v

D ∪ U_1. FunkciØ f_1 analitiqna v G, funkciØ f_+ analitiqna v C \ U_1, pofftomu f_− analitiqna v D ∪ U_1 ∪ (G ∩ U_2), znaqit,

| f_−(z^{00+}_N ) − f_−(z^{00−}_N ) |6 c | z^{00+}_N − z^{00−}_N | . (11.4)

K funkcii f_+ moßno primenit~ lemmu 11 p. 10 i lemmu 12 p. 11, qto daet sootnoxenie

| f_+(z^{00+}_N ) − f_−(z^{00−}_N ) |= o | z^{00+}_N − z^{00−}_N |^α, N → ∞. (11.5)

Iz (11.4) i (11.5) sledovalo by, qto

| f(z^{00+}_N ) − f(z^{00−}_N ) |6 o | z^{00+}_N − z^{00−}_N |^α, N → ∞,

a ffto protivoreqilo by sootnoxeni¸ (9.1) pri postroenii funkcii f. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet teoremu 2.

Literatura

1. V. K. DzØdyk, O probleme S. M. Nikol~skogo v kompleksnoæ oblasti, Izv.

AN SSSR, Ser. mat. 23, No. 5 (1959), 697–736.

2. V. K. DzØdyk, K teorii priblißeniØ analitiqeskih funkciæ, nepreryvnyh v zamknutyh oblastØh, i o probleme S. M. Nikol~skogo (vtoroe soobwenie), Izv. AN SSSR, Ser. mat. 27, No. 5 (1963), 1135–1164.

234 N. A. XIROKOV

3. P. M. Tamrazov, Gladkosti i polinomial~nye priblißeniØ. Kiev, 1975. 4. V. K. DzØdyk, Vvedenie v teori¸ ravnomernogo priblißeniØ funkciæ polinomami. M., 1977.

5. N. A. Xirokov, ApproksimativnaØ ffntropiØ kontinuumov, Dokl. AN SSSR 235, No. 3 (1977), 546–549.

6. V. V. Andrievskiæ, Geometriqeskoe stroenie oblasteæ i prØmye teoremy konstruktivnoæ teorii funkciæ, Mat. sb. 126, No. 1 (1985), 41–58.

7. N. A. Xirokov, Approksimativnye svoæstva odnogo kontinuuma, Zap.

nauqn. semin. LOMI 92 (1979), 241–252.

8. N. A. Xirokov, Ravnomernoe priblißenie analitiqeskih funkciæ polinomami v oblasti ograniqennogo graniqnogo vraweniØ bez nulevyh vnexnih uglov, Zap. nauqn. semin. LOMI 65 (1976), 199–202.

9. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo. 2-oe izd., M., 1966.

10. P. L. Duren, Univalent functions. Springer-Verlag, 1983.

11. V. V. Andrievskiæ, ApproksimacionnaØ harakteristika klassov funkciæ na kontinuum kompleksnoæ ploskosti, Mat. sb. 125, No. 1 (1994), 70–87.

12. V. I. Belyæ, Konformnye otobraßeniØ i priblißeniØ funkciæ v oblastØh s kvazikonformnoæ graniceæ, Mat. sb. 104, No. 3 (1977), 163–193.

13. N. A. Lebedev, N. A. Xirokov, O ravnomernom priblißenii funkciæ na zamknutyh mnoßestvah, ime¸wih koneqnoe qislo uglovyh toqek s nenulevymi vnexnimi uglami, Izv. AN Arm. SSR 6, No. 4 (1971), 311–341.

14. V. N. DzØdyk, O primenenii obobwennyh polinomov Fabera k priblißeni¸ integralov tipa Kowi i funkciæ klassa Ar v oblastØh s gladkoæ i kusoqno-gladkoæ graniceæ, Ukr. mat. ßurn. 24, No. 1 (1972), 3–12.

15. N. A. Shirokov, Analytic functions smooth up to the boundary, Lecture Notes in Math. 1312, 1988.

16. E. M. Dyn~kin, Skorost~ polinomial~noæ approksimacii v E^p(G), Dokl. AN SSSR 231, No. 3 (1976), 529–531.

17. E. M. Dyn~kin, Ocenki analitiqeskih funkciæ v ßordanovyh oblastØh, Zap. nauqn. semin. LOMI 73 (1977), 70–91.

Postupilo 12 marta 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ fflektrotehniqeskiæ universitet