Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 255, 1998 g.

G. ˚. Arexkin

PRIMENENIE INTEGRALOV OT SKAL˚RNYH FUNKCI` PO VEKTORNO` MERE K NEKOTORYM VOPROSAM FUNKCIONAL^NOGO ANALIZA I TEORII LINE`NYH INTEGRAL^NYH URAVNENI`

Kratkiæ obzor soderßaniØ raboty

V p. I vmeste s prinimaemymi oboznaqeniØmi i soglaxeniØmi privodØtsØ nekotorye ispol~zuemye v dal~neæxem svedeniØ. V p. II dokazyva¸tsØ predloßeniØ o razloßenii vektornyh mer, neopredelennyh integralov ot skalØrnyh funkciæ po vektornym meram i lineænyh nepreryvnyh operatorov, deæstvu¸wih iz BFP X(T, Σ, μ) v separabel~noe gil~bertovo prostranstvo H. Na fftoæ osnove v p. III daetsØ obobwenie teoremy F. Rissa o predstavlenii lineænyh nepreryvnyh funkcionalov na sluqaæ lineænyh nepreryvnyh operatorov, deæstvu¸wih iz X v H, i, v qastnosti, na sluqaæ preobrazovaniæ prostranstva H. V p. IV poluqennye rezul~taty primenØ¸tsØ k samym obwim lineænym integral~nym uravneniØm ∫ T x(t)dν = φ, x ∈ X, φ ∈ H, oprede- lØemym ograniqennymi σ-additivnymi, absol¸tno nepreryvnymi otnositel~no μ merami ν : Σ → H. DokazyvaetsØ, qto takie uravneniØ ffkvivalentny (pri nekotorom dopolnitel~nom uslovii) beskoneqnym sistemam skalØrnyh lineænyh integral~nyh uravneniæ ∫ T x(t)y_k(t)dμ = φ_k, k = 1, 2, . . .; harakterizu¸tsØ bes-

koneqnye SLAU v l^2, ffkvivalentnye takim sistemam i, znaqit, uravneniØm vida ∫ T xdν = φ. I. OboznaqeniØ, soglaxeniØ i neobhodimye svedeniØ

Qerez (T, Σ, μ) oboznaqaetsØ izmerimoe prostranstvo T s σalgebroæ izmerimyh mnoßestv Σ i s koneqnoæ σ-additivnoæ meroæ μ : Σ → R^+; qerez X oboznaqaetsØ vewestvennoe banaho- 5

6 G. ˚. AREXKIN

vo fundamental~noe prostranstvo (BFP) nad (T, Σ, μ) s usloviem (A) [1]. Funkcii v X otoßdestvlØ¸tsØ po mere μ. FunkciØ

1(t) ≡ 1 prinadleßit X. Qerez S oboznaqaetsØ mnoßestvo vseh

Σ-prostyh funkciæ v X. V silu usloviØ (A) S plotno v X [1]. Qerez H oboznaqaetsØ vewestvennoe gil~bertovo prostranstvo s ne bolee qem sqetnym ortonormirovannym bazisom Ω = {ω_k}_K . Budut rassmatrivat~sØ σ-additivnye, absol¸tno nepreryvnye otnositel~no μ vektornye mery ν = ν(e), e ∈ Σ, s znaqeniØmi v H (sm. [2]).

Pust~ h ∈ S, h =^n ∑ i=1 λ_iχ_{ei} , gde DT = {e_i}^n_1 nekotoroe Σ-

podrazdelenie mnoßestva T . Poloßim ψ_h(e) =^n ∑ i=1 λ_iν(e_i). ψ_h(e)

ne zavisit ot predstavleniØ h v vide^n ∑ i=1 λ_iχ_{ei} . Mera ν nazyva-

etsØ ograniqennoæ na S (sm. [3, 4]), esli suwestvuet qislo C takoe, qto ∀h ∈ S ∀e ∈ Σ: ‖ψ_h(e)‖_H 6 C‖h‖_X . NißnØØ gran~ qisel C s takim svoæstvom nazyvaetsØ normoæ mery ν i oboznaqaetsØ ‖ν‖. Integraly ot skalØrnyh funkciæ po vektornoæ mere vvodilis~ i izuqalis~ rØdom avtorov: R. G. Bartlom, N. Danfordom i Dß. Xvarcem v 1955 g. [5], G. Gouldom v 1965 g. [6], D. R. Levi v 1970 g. [7], X. Xvarcem v 1976 g. [8]. Ni D. R. Levi, ni X. Xvarc ne analizirovali svØzeæ meßdu vsemi fftimi ponØti- Ømi. V rabote [4] na aksiomatiqeskoæ osnove bylo dano opredelenie neopredelennogo integrala ot skalØrnyh funkciæ po additivnoæ vektornoæ mere ν, ν ≪ μ : {∫ e xdν/e ∈ Σ } x∈X , dlØ sluqaØ, kogda X – F -prostranstvo, a H – B-prostranstvo. Imenno ffto opredelenie poloßeno v osnovu dannoæ raboty. Ono tesno svØzano s lineænymi operatorami, a imenno, v naxem sluqae prostranstv X i H iz teorem 1 i 2 i sledstviØ 2 raboty [4] sleduet, qto

1) VsØkiæ operator f ∈ L(X, H) odnoznaqno predstavim v vide: ∀x ∈ X : f(x) = ∫ T xdν_f , gde ν_f – σ-additivnaØ i absol¸t-

no nepreryvnaØ otnositel~no μ mera, opredelØemaØ ravenstvom

∀e ∈ Σ : ν_f (e) = f(χ_e).

2) σ-additivnaØ, absol¸tno nepreryvnaØ otnositel~no μ mera ν: Σ → H, opredelØet operator f_ν ∈ L(X, H) togda i tol~ko togda, kogda ona ograniqena.

PRIMENENIE INTEGRALOV 7

II. Teoremy o razloßenii vektornyh mer, neopredelennyh integralov i lineænyh operatorov

II.1 Lemma 1. VsØkaØ σ-additivnaØ, absol¸tno nepreryvnaØ ot-

nositel~no μ vektornaØ mera ν : Σ → H odnoznaqno razlaga-

etsØ v rØd: ∀e ∈ Σ : ν(e) = ∑ K μ_k(e)ω_k, gde μ_k(e) = (ν(e), ω_k),

k ∈ K, σ-additivny i absol¸tno nepreryvny otnositel~no μ.

Esli mera ν ograniqena na S, to mery μ_k ograniqeny na S, priqem

‖ν‖^2 6 ∑ K ‖μ_k‖^2.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku ν(e) ∈ H, imeem: ν(e) =^∑_K (ν(e), ωk)ωk = ∑ K μ_k(e)ω_k. Esli μ(e) = 0, to ν(e) = 0, otkuda sleduet, qto

μ_k(e) = 0. Dokazatel~stvo σ-additivnosti mer μ_k ne sostavlØet

truda. Dokaßem ih ograniqennost~. Pust~ h ∈ S, h = ∑ Π λ_iχ_{ei} , gde Π = {e_i}^L_1 izmerimoe podrazdelenie T . Togda ∀e ∈ Σ: ∑ Π λ_iν(e_i ∩ e) = ∑ Π λ_i ( ∑ K μ_k(e_i ∩ e)ω_k ) = ∑ K [ ∑ Π λ_iμ_k(e_i ∩ e) ] ω_k. Sledovatel~no, ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ Π λ_iν(e_i ∩ e) ‖ ‖ ‖ ‖ 2 = ∑ K | | | | ∑ Π λ_iμ_k(e_i ∩ e) | | | | 2 . (2)

Poskol~ku ν ograniqena na S ‖ ‖ ‖ ∑ Π λ_iν(e_i ∩ e) ‖ ‖ ‖ 6 ‖ν‖ · ‖h‖, sle- dovatel~no, soglasno (2), tem bolee | | | | ∑ Π λ_iμ_k(e_i ∩ e) | | | | 6 ‖ν‖ · ‖h‖ i, znaqit, mery μ_k ograniqeny i ‖μ_k‖ 6 ‖ν‖. Sledovatel~- no, | | | ∑ Π λ_iμ_k(e_i ∩ e) | | | 6 ‖μk‖ · ‖h‖, a potomu iz (2) poluqaem ‖ ‖ ‖∑ Π λ_iν(e_i ∩ e) ‖ ‖ ‖^2 6 ( ∑ K ‖μ_k‖^2 ) · ‖h‖^2, qto zaverxaet dokazatel~-

stvo.

Mery μ_k nazyvaem v dal~neæxem koordinatnymi merami mery

ν. UqityvaØ lemmu 1, poluqaem

8 G. ˚. AREXKIN

Sledstvie 1. Esli mera ν ograniqena na S i ν ≪ μ, to mery

μ_k: Σ → R, k ∈ K, opredelØ¸t na X neopredelennye integraly {∫ e x(t)dμ_k/e ∈ Σ } x∈X 1. Teorema 1. Pust~ ν : Σ → H σ-additivna, ‖ν‖ < ∞, ν ≪ μ, ν(e) = ∑ K μ_k(e)ω_k, e ∈ Σ. Togda koordinatnye mery μ_k σ-additivny, ogra-

niqeny na S i spravedlivo ravenstvo ∀e ∈ Σ ∀x ∈ X : ∫ e xdν = ∑ K ∫ e x(t)dμ_k ω_k. (3) Dokazatel~stvo. Ograniqennost~ mer μk i ih σ-additivnost~

na S dokazany v lemme 1. Dalee, soglasno sledstvi¸ 1 integraly ∫ e xdμ_k suwestvu¸t (i koneqny). Poloßim ∀k ∈ K, ∀e ∈ Σ : ν_k(e) = μ_k(e)ω_k. Togda ν_k : Σ → H i ν = ∑ K ν_k. Zametim, qto ∀h ∈ S ∀e ∈ Σ : ∫ e hdν_k = (∫ e hdμ_k ) ω_k. Poskol~ku ffto ravenstvo verno

dlØ l¸bogo h ∈ S, ono verno i dlØ l¸bogo x ∈ X. PrimenØØ sledstvie 4 p. 4 raboty [4], poluqim (3).

II.2 Teorema 2. 1. Kakovy by ni byli additivnye mery μ_k: Σ → R, k ∈ K, udovletvorØ¸wie uslovi¸ ∀e ∈ Σ : ∑ K μ^2_k(e) < ∞, suwe-

stvuet edinstvennaØ additivnaØ mera ν : Σ → H, dlØ kotoroæ μ_k – koordinatnye mery.

2. Esli μ_k σ-additivny, μ_k = μ^+_k −μ^−_k ih ȷordanovy razloßeniØ i ∑ K [μ+_k (T )]2 < ∞, ∑ K [μ^−_k (T )]2 < ∞, (4)

to mery

ν^+(e) = ∑ K μ^+_k (e)ω_k, ν^−(e) = ∑ K μ^−_k (e)ω_k (5)

i ν = ν^+ − ν^− – σ-additivny i ν(e) = ∑ K μ_k(e)ω_k. 3. DlØ togo, qtoby mery ν^+ i ν^− byli ograniqeny, dostatoqno, qtoby ∑ K ‖μ^+_k ‖^2 < ∞, ∑ K ‖μ^−_k ‖^2 < ∞. (6)

1Zametim, qto poskol~ku ffti integraly prinadleßat R, oni koneqny.

PRIMENENIE INTEGRALOV 9

Togda

‖ν‖ 6^{√∑}_K ‖μ^+_k ‖^2 +^{√∑}_K ‖μ^−_k ‖^2. (7)

4. Esli μ_k ≪ μ, k ∈ K, to ν ≪ μ.

Dokazatel~stvo. 1. Soglasno teoreme Rissa–Fixera iz uslo-

viæ p. 1 teoremy sleduet suwestvovanie i edinstvennost~ funkcii ν(e) = ∑ K μ_k(e)ω_k. Additivnost~ fftoæ funkcii oqevidna.

2. Po tol~ko qto dokazannomu iz (4) sleduet (5), i ostaetsØ dokazat~, qto mery ν^+ i ν^− σ-additivny.

Pust~ {e_n}^∞_1 – izmerimoe podrazdelenie mnoßestva e i E_m = ∞⋃ n=m+1 e_n. Poskol~ku ‖ ‖ ‖ ‖ν^+(e) − m∑ n=1 ν^+(e_n) ‖ ‖ ‖ ‖ = ‖ν^+(E^m)‖, trebuetsØ

dokazat~, qto

∀ε > 0 ∃n_0 ∀m > n_0 : ‖ν^+(E_m)‖ < ε. (8)

Imeem

∀m : ‖ν^+(E_m)‖^2 = ∑ K [μ+_k (E_m)]2. (9)

Zafiksiruem l¸boe m_0. V silu (4) iz (9) sleduet, qto ∑ K [μ+_k (E_{m0} )]2 < ∞. Sledovatel~no, ∃k0 : ∞∑ k=k0+1 [μ+_k (E_{m0} )]2 < ε2/2.

Posol~ku E_m ↓ ? i μ^+_k (E_m) ¿ 0,

∀m ¿ m0 :^{∞∑}_{k=k0+1}[μ^+_k (Em)]^2 < ε^2/2. (10)

Tak kak mery μ^+_k σ-additivny, ∀k 6 k_0 ∃m_k ∀m ¿ m_k: [μ^+_k (E_m)]^2 <

ε/2k_0. Pust~ n_0 = max(m_0, m_k, k = 1, . . . , k_0). Togda ∀m ¿ n_0: k0∑ k=1 [μ+_k (E_m)]2 < ε2/2. Sledovatel~no, uqityvaØ (10), poluqaem:

∀ε ∃n_0 ∀m ¿ n_0 : ∑ K [μ+_k (E_m)]2 < ε2. Vmeste s (9) ffto daet (8)

i σ-additivnost~ ν^+ dokazana. Analogiqno dokaßem, qto ν^−, a znaqit, i ν = ν^+ − ν^− σ-additivny.

3. Pust~ h(e) = ∑ Π λ_iχ_{ei∩e}. Togda, uqityvaØ opredelenie normy

vektornoæ mery (sm. p. I), imeem ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ Π λ_iν^+(e_i ∩ e) ‖ ‖ ‖ ‖ 2 = ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ Π λ_i ∑ K μ^+_k (e_i ∩ e)ω_k ‖ ‖ ‖ ‖ 2 =

10 G. ˚. AREXKIN ∑ K | | | | ∑ Π λ_iμ^+_k (e_i ∩ e) | | | | 2 6 ( ∑ K ‖μ^+_k ‖^2 ) ‖h‖^2. Sledovatel~no, ‖ν^+‖^2 6 ∑ K ‖μ^+_k ‖^2, ‖ν^−‖^2 6 ∑ K ‖μ^−_k ‖^2. Ots¸da, v

silu (6), ‖ν^+‖ < ∞ i ‖ν^−‖ < ∞. Dalee imeem ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ Π λ_iν(e_i ∩ e) ‖ ‖ ‖ ‖ 6 ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ Π λ_iν^+(e_i ∩ e) ‖ ‖ ‖ ‖ + ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ Π λ_iν^−(e_i ∩ e) ‖ ‖ ‖ ‖ 6 (‖ν^+‖ + ‖ν^−‖)‖h‖, otkuda po-

luqaem (7).

4. Sleduet neposredstvenno iz ravenstva ν(e) = ∑ K μ_k(e)ω_k.

II.3. Sledstvie 2. VsØkiæ lineænyæ nepreryvnyæ operator f : X → H odnoznaqno razlagaetsØ v rØd ∀x ∈ X : f(x) = ∑ K f_k(x)ω_k, (11) gde f_k(x) = ∫ T x(t)dμ_k, μ_k(e) = (ν_f (e), ω_k). (12)

Kakovy by ni byli mery μ_k : Σ → R, μ_k ≪ μ, dlØ kotoryh μ^+_k i μ^−_k σ-additivny i udovletvorØ¸t usloviØm (4) i (6), suwestvuet edinstvennyæ lineænyæ nepreryvnyæ operator f : X → H, dlØ kotorogo ν_f (e) = ν^+(e) − ν^−(e) = ∑ K μ^+_k (e)ω_k − ∑ K μ^−_k (e)ω_k. Pri fftom

ν^+, ν^− i ν_f ograniqeny i spravedlivo neravenstvo (7).

PervaØ qast~ sledstviØ poluqaetsØ iz teoremy 1 pri e = T ; vtoraØ poluqaetsØ neposredstvenno iz teoremy 2 i predloßeniØ 2) p. I.

III. Obobwenie teoremy F. Rissa o predstavlenii lineænyh nepreryvnyh funkcionalov

V fftom punkte na osnovanii rezul~tatov, poluqennyh v p. II, daetsØ obobwenie teoremy F. Rissa o predstavlenii lineænyh nepreryvnyh funkcionalov na sluqaæ lineænyh operatorov, deæstvu¸wih iz X v H, i, v qastnosti, na sluqaæ lineænyh preobrazovaniæ prostranstva H.

PRIMENENIE INTEGRALOV 11

III.1. Teorema 3. Kakov by ni byl lineænyæ nepreryvnyæ operator f : X → H, suwestvuet edinstvennaØ posledovatel~nost~ μ-integriruemyh funkciæ {y_k(t)}, t ∈ T , dlØ kotoroæ funkcii x(t)y_k(t), gde x ∈ X, μ-integriruemy, priqem ∀x ∈ X : f(x) = ∑ K ∫ T x(t)y_k(t)dμ ω_k, (1)

ν_f (e) = ∑ K μ_k(e)ω_k, μ_k(e) = ∫ e y_k(t)dμ, e ∈ Σ. (2) Naoborot, esli zadana posledovatel~nost~ μ-integriruemyh funkciæ {y_k(t)}, i esli dlØ y^+_k = y_k ∧ 0, y^−_k = −y_k ∧ 0, μ^+_k (e) = ∫ e y^+_k (t)dμ, μ^−_k (e) = ∫ e y^−_k (t)dμ, μ_k(e) = μ^+_k (e) − μ^−_k (e) vypolnØ¸tsØ

sootnoxeniØ (4) i (6) p. II.2, to suwestvuet edinstvennyæ lineænyæ nepreryvnyæ operator f : X → H, dlØ kotorogo spravedlivy ravenstva (1) i (2).

Dokazatel~stvo. Soglasno sledstvi¸ 2 dlØ operatora f spra-

vedlivy ravenstva (11) i (12) p. II.3. Soglasno sledstvi¸ 2, §1, gl. VI, [1], dlØ funkcionala f_k suwestvuet edinstvennaØ μ-integriruemaØ funkciØ y_k(t), t ∈ T , dlØ kotoroæ funkcii

x(t) · y_k(t), x ∈ X, μ-integriruemy i spravedlivo ravenstvo

f_k(x) = ∫ T x(t)y_k(t)dμ. (3) Pri fftom

ν_{fk} (e) = ∫ e y_k(t)dμ. (4) Pri k ∈ K poluqaem posledovatel~nost~ {y_k(t)} μ-integrirue-myh funkciæ, a, podstavlØØ (3) v (11) p. II.3, poluqim (1). Dalee iz (11) p. II.3 pri x = χ_e poluqim

ν_f (e) = ∑ K ν_{fk} (e)ω_k, (5)

a iz (12) p. II.3 sleduet ν_{fk} (e) = μ_k(e). PodstavlØØ μ_k(e) vmesto

ν_{fk} (e) v (5), poluqim pervoe iz ravenstv (2), a, podstavlØØ v (4),

– vtoroe iz ravenstv (2).

12 G. ˚. AREXKIN

Pust~ vypolneny usloviØ vtoroæ qasti teoremy. Togda, soglasno teoreme 2, mera ν(e) = ∑ K μ_k(e)ω_k σ-additivna, ograniqena

i absol¸tno nepreryvna otnositel~no μ. Soglasno predloßeniØ 2) p. I suwestvuet edinstvennyæ lineænyæ nepreryvnyæ operator f : X → H, dlØ kotorogo ν_f = ν. Soglasno uße dokazannoæ pervoæ qasti teoremy operator f odnoznaqno opredelØet posledovatel~nost~ funkciæ {y^∗_k(t)}, dlØ kotoroæ spravedlivy ravenstva ∀x ∈ X : f(x) = ∑ K ∫ T x(t)y^∗_k(t)dμ ω_k, (1^′)

ν_f (e) = ∑ K μ^∗_k(e)ω_k, μ^∗_k(e) = ∫ e y^∗_k(t)dμ, e ∈ Σ. (2^′) Poskol~ku ν_f (e) = ∑ K μ_k(e)ω_k, sravnivaØ s ν_f (e) = ∑ K μ^∗_k(e)ω_k, za-

kl¸qaem μ^∗_k(e) = μ_k(e). Poskol~ku μ_k(e) = ∫ e y_k(t)dμ, sravnivaØ s

μ^∗_k(e) = ∫ e y^∗_k(t)dμ, zakl¸qaem, qto y^∗_k^μ≈ y_k. No togda formuly (1^′)

i (2^′) prevrawa¸tsØ v formuly (1) i (2).

V sluqae X = H = L^2(T, Σ, μ) teorema 3 usilivaetsØ.

III.2. Teorema 4. VsØkoe lineænoe nepreryvnoe preobrazovanie f : H → H odnoznaqno opredelØet posledovatel~nost~ {y_k}_K vektorov iz H, dlØ kotoryh spravedlivy ravenstva (1) i (2). DlØ togo, qtoby posledovatel~nost~ vektorov {y_k}_K iz H opredelØla lineænoe nepreryvnoe preobrazovanie prostranstva H, dlØ kotorogo bylo by spravedlivo (1), neobhodimo i dostatoqno, qtoby

∀x ∈ H : ∑ K ∫ T x(t)y_k(t)dμ 2 < ∞. (6)

VsØkaØ posledovatel~nost~ vektorov {y_k} iz L^2, dlØ kotoroæ ∑ K ‖y_k‖^2 < ∞, opredelØet lineænoe nepreryvnoe preobrazovanie f,

dlØ kotorogo spravedlivo (1). Pri fftom ‖f‖^2 6 ∑ K ‖y_k‖^2.

PRIMENENIE INTEGRALOV 13

Dokazatel~stvo. Esli f ∈ L(L^2) i spravedlivo (1), to

∀x ∈ L^2 : ‖f(x)‖^2 = ∑ K ∫ T x(t)y_k(t)dμ 2 , i, sledovatel~no, ffta summa koneqna.

Naoborot, pust~ vypolneno (6). Togda dlØ l¸bogo x ∈ L^2 rØd ∑ K (∫ T x(t)y_k(t)dμ ) ω_k shoditsØ v L^2. Oboznaqim ego summu qe-

rez f(x). Soglasno teoreme F. Rissa i �. Fixera dlØ kaßdogo

x ∈ L^2, qisla ∫ T x(t)y_k(t)dμ budut kofffficientami Fur~e vekto-

ra f(x) po bazisu Ω. V silu polnoty bazisa Ω pri fftom budet spravedlivo ravenstvo (1). Takim obrazom, posledovatel~- nost~ {y_k} opredelØet preobrazovanie f v L^2. Oqevidno, qto ffto preobrazovanie lineæno. Dokaßem, qto ono nepreryvno. Pust~

x =^∞ ∑ n=1 x_nω_n, y_k =^∞ ∑ n=1 y_{kn}ω_n. Togda, soglasno obobwennoæ for-

muly zamknutosti ∫ T x(t)y_k(t)dμ =^∞ ∑ n=1 x_ny_{kn}. Pofftomu ravenstvo

(1) moßno zapisat~ v vide f(x) = ∑ K (_∞ ∑ n=1 x_ny_{kn} ) ω_k. Poskol~ku ∞∑ n=1 x^2_n < ∞, a v silu usloviØ (6) ∑ K (_∞ ∑ n=1 x_ny_{kn} )_2

< ∞, opera-

tor f dopuskaet matriqnoe predstavlenie. Soglasno teoreme 1, gl. II, p. 29 [2], operator f ograniqen.

Pust~ {y_k}_K – l¸baØ posledovatel~nost~ iz L^2, dlØ kotoroæ ∑ K ‖y_k‖^2 < ∞. Togda

∀x ∈ L^2 : ∑ K ∫ T x(t)y_k(t)dμ 2 6 ( ∑ K ‖y_k‖^2 ) · ‖x‖^2 < ∞. Sledovatel~no, dlØ fftoæ posledovatel~nosti {y_k} vypolneno uslovie (6) i, znaqit, {y_k} opredelØet lineænyæ nepreryvnyæ operator v sootvetstvie s (1). Nakonec, iz (1) sleduet

‖f‖^2 = sup_{‖x‖=1} ∑ K ∫ T x(t)y_k(t)dμ 2 6^∑_K ‖yk‖^2.

14 G. ˚. AREXKIN

IV. PrimeneniØ k lineænym integral~nym uravneniØm

IV.1. Pust~ φ ∈ H. Na osnovanii predloßeniæ 1) i 2) p. I, za-

kl¸qaem, qto vsØkoe uravnenie f(x) = φ, gde f : X → H lineænyæ nepreryvnyæ operator, moßet byt~ zapisano v vide ∫ T x(t)dν = φ, (1) v kotorom ν : Σ → H σ-additivna, ograniqena (‖ν‖ < ∞) i absol¸tno nepreryvna otnositel~no μ. Pri fftom ∀e ∈ Σ : ν(e) =

f(χ_e). Naoborot, vsØkoe uravnenie (1) s ukazannymi usloviØmi

na meru ν ØvlØetsØ uravneniem vida f(x) = φ, gde f : X → H lineænyæ nepreryvnyæ operator i f(χ_e) = ν(e). Takim obrazom, uravnenie (1) ØvlØetsØ naibolee obwim lineænym nepreryvnym integral~nym uravneniem.

IV.2. Pust~ y_k(t), k ∈ K, plotnosti koordinatnyh mer μ_k vek-

tornoæ σ-additivnoæ mery ν, ‖ν‖ < ∞, ν ≪ μ. Pust~ φ = ∑ K φ_kω_k.

Rassmotrim sistemu uravneniæ ∫ T x(t)y_k(t)dμ_t = φ_k^1, k ∈ K. (2) Teorema 5. Uravnenie (1) i sistema uravneniæ (2) ffkvivalentny. Dokazatel~stvo. Soglasno teoreme 3 operator f(x) ≡^∫_T x(t)dν

razlagaetsØ v rØd (1) p. III.1. Pofftomu uravnenie (1) moßno zapi-

sat~ v vide ∑ K ( ∫ T x(t)y_k(t)dμ_t ) ω_k = ∑ K φ_kω_k. �to uravnenie rav-

nosil~no sisteme uravneniæ ∫ T x(t)y_k(t)dμ_t = φ_k, k ∈ K. Rassmotrim apriori zadannu¸ sistemu (2) i zadadimsØ voprosom, vsegda li ona budet ffkvivalentna uravneni¸ (1), v kotorom ν : Σ → H – σ-additivna, ograniqena i ν ≪ μ. V sluqae, kogda X = H = L^2(T, Σ, μ), otvet neposredstvenno vytekaet iz teoremy 4. μt(e) = μτ (e) = μ(e), e ∈ Σ.

PRIMENENIE INTEGRALOV 15

Sledstvie 3. DlØ togo, qtoby apriori zadannaØ sistema uravne-

niæ (2) byla ffkvivalentna uravneni¸ (1) s σ-additivnoæ ograniqennoæ absol¸tno nepreryvnoæ meroæ ν, neobhodimo i dostatoqno vypolnenie usloviØ (6) teoremy 4 (p. III.2).

Deæstvitel~no, esli vypolneno uslovie (6) teoremy 4, to suwestvuet lineænoe nepreryvnoe preobrazovanie f : L^2 → L^2 i, sledovatel~no, my moßem rassmotret~ uravnenie (1), v kotorom

φ ∈ H. Soglasno teoreme 4 ffto uravnenie ffkvivalentno sisteme

uravneniæ (2).

IV.3. Pust~ Ω = {ω_k}^∞_1 , x =^∞ ∑ n=1 x_nω_n, y_k =^∞ ∑ n=1 y_{kn}ω_n, φ = ∞∑ n=1 φ_nω_n, x, y_k, φ ∈ H. Rassmotrim narØdu s sistemoæ (2) s uslo-

viem ∀x ∈ X : ∑ K ∫ T x(t)y_k(t)dμ_t 2 < ∞, (3) beskoneqnu¸ SLAU v prostranstve l^2 ∞∑ n=1 x_ny_{kn} = φ_k, k = 1, 2, . . . , (4) s usloviem_∞ ∑ k=1 (_∞ ∑ n=1 x_ny_{kn} )_2 < ∞. (5) Teorema 6. Sistema (2) s usloviem (3) i sistema (4) s usloviem

(5) ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo. PrimenØØ k (2) obobwennu¸ formulu zamknu-

tosti, poluqim (4), a primenØØ fftu formulu k (3), poluqim (5). Naoborot, iz (4) i (5) moßem poluqit~ (2) i (3).

Sledstvie 4. Uravnenie (1) (s nepreryvnym operatorom) i si-

stema (4) s usloviem (5) ffkvivalentny.

IV.4. Poskol~ku vsØkoe uravnenie V x = φ, v kotorom V – li-

neænyæ nepreryvnyæ (v qastnosti – differencial~nyæ) ograniqennyæ operator, ØvlØetsØ uravneniem vida (1), stanovitsØ neobhodimym razvitie ffffektivnyh metodov qislennogo rexeniØ sistem (2) s usloviem (3). DlØ fftogo, v pervu¸ oqered~

16 G. ˚. AREXKIN

neobhodimo naæti metody otyskaniØ koordinat y_k, operatora

V = {y_k}_K . �tot vopros budet rassmotren v sledu¸weæ rabote.

V silu sledstviØ 4 otkryvaetsØ vozmoßnost~ pri priblißennom rexenii uravneniæ V x = φ ispol~zovat~ razrabotannu¸ teori¸ priblißennogo rexeniØ beskoneqnyh SLAU ([10, 11]).

Literatura

1. L. V. Kantoroviq, G. P. Akilov, Funkcional~nyæ analiz. Izd. tret~e.

M.: Nauka, 1984, 750 s.

2. N. Dinculeanu, Vector measures. Berlin, 1966.

3. A. G. Arexkina, Dep. VINITI, No. 6959-V 87, 28.09.87. 4. A. G. Arexkina, Integraly ot skalØrnyh funkciæ po vektornoæ mere i lineænye operatory. Meßvuzovskiæ sbornik nauqnyh trudov LGPI, 37–42 (1988).

5. R. G. Bartle, N. Dunford, J. T. Schwartz, Weak compactness and vector measures.

Canadian J. Math., 7, 289–305 (1965).

6. G. G. Gould, Integration over vector valued measures. London Math. Soc., third series, XV, p. 2, 193–225 (1965).

7. D. R. Levis, Integration with respect to vector measures. Pacific J. of Math., 33, No. 1, 157–165 (1970).

8. Ch. Schwartz, Integration with respect to vector measures. Bull. Soc. roy Sci Liege, 45, No. 3–4, 76–79 (1976).

9. N. I. Ahiezer, I. M. Glazman, TeoriØ lineænyh operatorov v gil~bertovom prostranstve. M., Nauka, 543 s. 1966.

10. L. V. Kantoroviq, V. P. Krylov, Priblißennye metody vysxego analiza. Izdanie qetvertoe, M.-L., 1952.

11. L. V. Kantoroviq, Funkcional~nyæ analiz i prikladnaØ matematika.

UMN, III, v. 6, 1948.

Areshkin G. Ya. Integrals of scalar functions against a vector measure and their applications to some questions of functional analysis and linear integral equations.

We prove some assertions on the decomposition of indefinite integrals of scalar functions against a vector measure, as well as of continuous linear operators acting from a fundamental Banach space X(T, Σ, μ) to a Hilbert space H. Hence we deduce a representation theorem for continuous linear operators going from X to H. These results are applied to most general linear integral equations of the form R T x(t)dν = φ, x ∈ X, φ ∈ H, ν : Σ → H, ν ≪ μ. Such equations are equivalent to certain infinite systems of scalar integral equations and to infinite systems of linear algebraic equations.

Postupilo 12 ØnvarØ 1998 g. Voennyæ inßenernyæ stroitel~nyæ universitet