Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 255, 1998 g.

E. I. Bereßnoæ

TEOREMA ISPRAVIMOSTI DL˚ FUNKCI` S INTEGRAL^NO` GLADKOST^ı

Izvestnu¸ teoremu N. Luzina o C-svoæstve izmerimoæ funkcii f : [0, 1] → R moßno pereformulirovat~ sledu¸wim obrazom: dlØ vsØkogo ϵ > 0 naædetsØ mnoßestvo I(ϵ) s meroæ bol~xe

1 − ϵ takoe, qto ravnomernyæ modul~ nepreryvnosti funkcii f,

vyqislennyæ po toqkam fftogo mnoßestva, stremitsØ k nul¸. V dal~neæxem teorema N. Luzina razvivalas~ po dvum ruslam: odno iz nih – ffto teoremy ispravimosti, t.e. iwetsØ funkciØ g s horoximi svoæstvami, dlØ kotoroæ |t : q(t) ≠ f(t)| < ϵ, a vtoroe - ocenki nekotoryh harakteristik funkcii f na mnoßestvah mery bol~xe 1 − ϵ. K teoremam pervogo napravleniØ moßno otnesti teoremy tipa D. Men~xova [1], k teoremam vtorogo tipa otnosØtsØ, v osnovnom, mnogomernye teoremy [2–4]. �to svØzano s tem, qto teoremy pervogo tipa svØzany s teoremami vtorogo tipa qerez teoremu o prodolßenii, a teoremy o prodolßenii v R^n suwestvenno sloßnee odnomernyh.

NastoØwaØ rabota posvØwena rexeni¸ sledu¸weæ zadaqi. Pust~ fiksirovano ϵ > 0 i funkciØ f : [0, 1] → R s zadannym k-m modulem nepreryvnosti, vyqislennym v simmetriqnom prostranstve X. TrebuetsØ ukazat~ mnoßestvo I(ϵ) mery bol~xe 1−ϵ takoe, qto sußenie f na mnoßestvo I(ϵ) dopuskaet neuluqxaemu¸ (otnositel~no vseh sußeniæ na mnoßestva M s meroæ bol~xeæ

1 − ϵ) ocenku ravnomernogo modulØ nepreryvnosti, i vypisat~

fftu ocenku ravnomernogo modulØ nepreryvnosti.

Polnyæ otvet dlØ fftoæ zadaqi dlØ k = 1 i prostranstv L^p v odnomernom sluqae dal K. Oskolkov [5, 6]. V mnogomernom sluqae dlØ k = 1 ffta zadaqa razobrana avtorom [2]. Otmetim, qto ranee dlØ k = 1 nekotorye mnogomernye rezul~taty dlØ L^p byli poluqeny ı. Brudnym i V. KolØdoæ [3, 4].

Shema rexeniØ osnovnoæ zadaqi dostatoqno tradicionna dlØ teorem ispravimosti. Snaqala dannaØ funkciØ predstavlØetsØ v vide summy rØda ∑_∞ 1 f_i gladkih funkciæ. Dalee dlØ kaßdoæ 17

18 E. I. BEREȷNO` funkcii f_i rassmatrivaetsØ ee sußenie na mnoßestvo bol~xoæ mery I_i takoe, qto na fftom mnoßestve funkciØ imeet garantirovannu¸ gladkost~. Posle fftogo iskomoe mnoßestvo I(ϵ) beretsØ kak pereseqenie mnoßestv I_i. RealizaciØ fftogo podhoda, predlagaemaØ v nastoØweæ rabote, osnovana na ocenkah special~nyh maksimal~nyh funkciæ i pozvolila rexit~ srazu zadaqu dlØ modulØ nepreryvnosti proizvol~nogo porØdka i xirokogo klassa simmetriqnyh prostranstv. Osnovnoæ rezul~tat raboty predstavlen v teoremah 1 i 2. Otmetim, qto v sluqae k = 1, X = L^p teorema 2 prosto sovpadaet s teoremoæ K. Oskolkova [5, 6]. Umestno otmetit~, qto ocenki ravnomernogo modulØ nepreryvnosti f na I(ϵ) zavisØt tol~ko ot fundamental~noæ funkcii simmetriqnogo prostranstva, v kotorom vyqislØetsØ ishodnyæ modul~ nepreryvnosti, i odinakovy dlØ vseh simmetriqnyh prostranstv s dannoæ fundamental~noæ funkcieæ. V konce raboty postroen primer (teorema 3), kotoryæ pokazyvaet, qto osnovnaØ teorema ne moßet byt~ usilena.

Pust~ I_0 = [0, 1] otrezok v R s obyqnoæ meroæ Lebega. Qerez U oboznaqim mnoßestvo funkciæ φ : [0, 1] → R_+, kaßdaØ iz kotoryh ne ubyvaet, otnoxenie φ(t)/t ne vozrastaet i

lim_{t→0} φ(t) = 0. Horoxo izvestno, qto kaßdaØ funkciØ iz U ffkvi-

valentna svoeæ naimen~xeæ vognutoæ maßorante. Qerez U (k),

k = 2, 3, . . ., oboznaqim mnoßestvo funkciæ φ : [0, 1] → R_+, kaßdaØ

iz kotoryh ne ubyvaet, otnoxenie φ(t)/t^k ne vozrastaet. Funkcii iz U (k) ØvlØ¸tsØ funkciØmi tipa k-go modulØ nepreryvnosti.

Pust~ f izmerimaØ funkciØ na I_0. FunkciØ raspredeleniØ f opredelØetsØ ravenstvom λ(f; t) = |{s ∈ I_0 : |f(s)| > t}|. Nevozrasta¸weæ perestanovkoæ funkcii f nazyvaetsØ nevozrasta¸waØ na I_0 funkciØ f^∗, ravnoizmerimaØ s |f(t)|, t.e. λ(f; t) ≡

λ(f^∗; t). Perestanovka f vyraßetsØ qerez funkci¸ raspredele-

niØ ravenstvom f^∗(t) = inf{s > 0 : λ(f; s) < t}. Banahovo prostranstvo X, sostoØwee iz izmerimyh funkciæ na

I_0, nazyvaetsØ simmetriqnym, esli iz spravedlivosti pri vseh t ≥ 0 neravenstva λ(g; t) ≤ λ(f; t) i f ∈ X sleduet, qto g ∈ X i ‖g|X‖ ≤ ‖f|X‖. Primerami simmetriqnyh prostranstv funkciæ

TEOREMA ISPRAVIMOSTI 19 ØvlØ¸tsØ prostranstva Lebega L^p, Orliqa L_N , Lorenca Λ(φ), Marcinkeviqa M (φ) (sm., naprimer [7]). Poskol~ku prostranstva Lorenca i Marcinkeviqa budut ispol~zovany niße, privedem ih opredelenie. Pust~ φ ∈ U . Prostranstvo Lorenca (Marcinkeviqa) sostoit iz teh izmerimyh funkciæ f : I_0 → R, dlØ kotoryh koneqna norma ‖f|Λ(φ)‖ = 1∫ 0 f^∗(s)dφ(s)

( ‖f|M (φ)‖ = sup_{D∈I} 0 φ(|D|) |D| ∫ D |f(s)|ds = sup_{0<t≤1} φ(t) t t∫ 0 |f^∗(s)|ds ). DlØ simmetriqnogo prostranstva X qerez X^′ oboznaqim prostranstvo integral~nyh funkcionalov na X s normoæ ‖g|X^′‖ = sup{ ∫ I0 f(t)g(t)dt : ‖f|X‖ ≤ 1}. Prostranstvo X^′ takße ØvlØetsØ simmetriqnym prostranstvom. Vaßnu¸ informaci¸ o simmetriqnom prostranstve X neset ego fundamental~naØ funkciØ ψ(X; t) = ‖χ(0, t)|X‖ ( χ(D) est~ harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva D). Horoxo izvestna [7] svØz~ meßdu fundamental~nymi funkciØmi prostranstv X i X^′ :

ψ(X^′; t) = t/ψ(X; t). Otmetim, qto dlØ kaßdogo simmetriqnogo

prostranstva ego fundamental~naØ funkciØ ψ(X; t) kvazivognuta. My budem dopolnitel~no predpolagat~, qto lim_{t→0} ψ(X; t) = 0, t.e. ψ(X; t) ∈ U . V kaqestve primera otmetim, qto ψ(L^p; t) =

t^{1/p}, ψ(Λ(φ); t) = φ(t), ψ(M (φ); t) = φ(t).

Otmetim takße, qto vsegda verno nepreryvnoe vloßenie X ⊆

L^1. Pust~ f ∈ X. DlØ kaßdogo λ > 0 opredelim mnoßestvo D(f, λ) = {t ∈ I_0 : |f(t)| > λ}. Togda dlØ l¸boæ g ∈ X^′ s ‖g|X^′‖ ≤ 1

verno neravenstvo ‖f|X‖ ≥ ∫ |f(t)||g(t)|dt ≥ ∫ D(f,λ) λ |g(t)| dt ≥ ∫ λ χ(D(f, λ)) |g(t)| dt. PerehodØ k verhneæ grani po g, pridem k neravenstvu ψ(X; |D(f, λ)|) ≤ 1 λ ‖f|X‖. (1)

20 E. I. BEREȷNO`

Niße nam udobno sqitat~, qto kaßdaØ funkciØ f : I_0 → R opredelena ne tol~ko na I_0, no i doopredelena na vse R nulem.

Pust~ funkciØ f opredelena na I_0. Togda dlØ l¸bogo natural~nogo k i l¸byh t ∈ I_0 i h > 0 takih, qto t + kh ∈ I_0, k-æ raznost~¸ funkcii f v toqke t s xagom h nazyvaetsØ veliqina

Δ^k_h(f; t) = k∑ i=0 (−1)^{k−i}C^i_kf(t + ih). Esli u funkcii f absol¸tno nepreryvna (k − 1)-aØ proizvodnaØ, to horoxo izvestno ravenstvo [8]:

Δ^k_h(f; t) = h∫ 0 ds_1 h∫ 0 ds_2... h∫ 0 f^{(k)}(t + s_1 + s_2 + ... + s_k)ds_k. (2)

Pust~ X simmetriqnoe prostranstvo. DlØ kaßdoæ f : I_0 → R opredelim modul~ nepreryvnosti ω_k(f, δ; X) = sup_{0<h≤δ} ‖Δ^k_h(f, t)|X‖. Modul~ nepreryvnosti ω_k(f, δ; X) obladaet obyqnymi svoæstva- mi: 1) ω_k(f, δ; X) ne ubyvaet po δ;

2) ω_k(f, δ_0 + δ_1; X) ≤ 2^k{ω_k(f, δ_0; X) + ω_k(f, δ_1; X)}; 3) dlØ λ > 0 vypolneno neravenstvo ω_k(f, λδ; X) ≤ (1 + λ)^kω_k(f, δ; X). SleduØ N. K. Bari i S. B. Steqkinu [8], s modulem nepreryvnosti ω_k(f, δ; X) svØßem novu¸ funkci¸ ω_k(f, δ; X)^∗ ravenstvom:

ω_k(f, δ; X)^∗ = δ^k sup_{s≥δ} ω_k(f, s; X) s^k . Togda spravedlivy sootnoxeniØ ω_k(f, δ; X) ≤ ω_k(f, δ; X)^∗ ≤ 2^kω_k(f, δ; X), ω_k(f, δ; X)^∗ ne ubyvaet, a δ^{−k}ω_k(f, δ; X)^∗ ne vozrastaet, t.e. ω_k(f, δ; X)^∗ ∈ U (k). Niße my budem rassmatrivat~ tol~ko te f,

dlØ kotoryh lim_{δ→0} ω_k(f, δ; X) = 0. Simvolom ω_k(f, δ; L^∞) oboznaqim ravnomernyæ modul~ nepreryvnosti.

TEOREMA ISPRAVIMOSTI 21 Pust~ φ ∈ U (k). Kak obyqno, qerez H^φ_X oboznaqim mnoßestvo funkciæ, norma v kotorom zadaetsØ ravenstvom ‖f|H^φ_X ‖ = ‖f|X‖ + sup_{0<δ<1} ω_k(f, δ; X) φ(δ) . DlØ naglØdnosti my ograniqimsØ sluqaem k = 2. Nebol~xie izmeneniØ, kotorye nußno sdelat~ v postroeniØh raboty pri drugih k, my poØsnim v konce raboty. Simvolom c v rabote oboznaqa¸tsØ nesuwestvennye postoØnnye.

Pust~ f summiruema na I_0. Vvedem maksimal~nye funkcii M (f, h)(t) = sup{ 1 |J| ∫ J |f(s)|ds : t ∈ J ⊆ I_0, |J| = h}, M̂ (f)(t) = sup{ 1_{|J|}^∫_J M (f, |J|)(s)ds : t ∈ J ⊆ I0}, M (f)(t) = sup{ 1 |J| ∫ J |f(s)|ds : t ∈ J ⊆ I_0}, (J proizvol~nyæ podinterval I_0).

FunkciØ M (f)(t) est~ obyqnaØ maksimal~naØ funkciØ Hardi–Litlvuda, funkciØ M (f, h)(t) est~ maksimal~naØ funkciØ Hardi–Litlvuda, vyqislennaØ po intervalam fiksirovannoæ dliny, funkciØ M̂ (f)(t) tesno svØzana s funkcieæ M (M (f))(t), no ne toßdestvenna posledneæ. Bolee togo, verna sledu¸waØ vaß- naØ Lemma 1. Pust~ λ > 0 fiksirovano i zadana funkciØ f ¿ 0, f ∈

L^{1,loc}. Poloßim D( ~M f , λ) = {t ∈ I_0 : M̂ (f)(t) > λ}. Togda dlØ kaßdogo t ∈ I_0 spravedlivo neravenstvô

M (f)(t) 6 2M (f)(t) (3)

i, sledovatel~no, verno sootnoxenie |D( ~M f, λ)| 6 c_0 λ ∫ D( gMf ,λ)^{f(s)ds, (4)}

22 E. I. BEREȷNO` priqem konstanta c_0 ne zavisit ot f.

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem t ∈ I0. Pust~ I nekotoryæ podin-

terval I_0, h = |I| i t ∈ I. Esli teper~ s ∈ I, to dlØ l¸bogo ϵ > 0 naædetsØ interval J(ϵ) s h = |J(ϵ)|, s ∈ J(ϵ), dlØ kotorogo M (f, h)(s) 6 1 h ∫ J (ϵ) f(τ )dτ + ϵ. ZameqaØ, qto J(ϵ) ∪ I takße ØvlØetsØ intervalom s |J(ϵ) ∪ I| 6 2h i t ∈ J(ϵ) ∪ I, poluqim M (f, h)(s) 6 1 h ∫ J (ϵ) f(τ )dτ + ϵ 6 1 h ∫ J (ϵ)∪I f(τ )dτ + ϵ 6

2 |J(ϵ) ∪ I| ∫ J (ϵ)∪I f(τ )dτ + ϵ 6 2M (f)(t) + ϵ, qto i dokazyvaet neravenstvo (3).

Neravenstvo (4) srazu sleduet iz (3) i horoxo izvestnogo neravenstva slabogo tipa dlØ maksimal~noæ funkcii Hardi– Litlvuda [9].

Lemma dokazana. • Iz neravenstva (4) nemedlenno poluqim neravenstvo |D( ~M f , λ)| ≤ c_0 λ ‖fχ(D( ~M f , λ))|X‖ ‖χ(D( ~M f , λ))|X^′‖ ili ψ(X; |D( ~M f , λ)|) ≤ c_0 λ ‖fχ(D( ~M f , λ))|X‖. (5) Zafiksiruem δ > 0. DlØ funkcii f : I_0 → R poloßim

f_δ(t) = 1 δ^2 δ∫ 0 ds_1 δ∫ 0 {Δ^2s_1+s_{22} (f; t) − f(t)}ds_2 =

1 δ^2 δ∫ 0 ds_1 δ∫ 0 {f(t + s_1 + s_2) − 2f(t + s_1 2 + s_2 2 )}ds_2.

TEOREMA ISPRAVIMOSTI 23

Lemma 2. Pust~ γ > 0 fiksirovano. Togda dlØ funkcii fδ (t) naæ-

detsØ mnoßestvo V (γ) takoe, qto vypolneny usloviØ: ψ(X; |V (γ)|) ≤ 3 c_0 γ ω_2(f, δ; X) δ^2

, (6)

dlØ l¸bogo t ∈ I_0\V (γ), dlØ l¸bogo h > 0 (v qastnosti, dlØ t, t + h, t + 2h ∈ I_0\V (γ)) verno neravenstvo

|Δ^2_h(f_δ; t)| < γh^2 (7) (c_0 konstanta iz neravenstva (5)).

Dokazatel~stvo. Iz ravenstva (2) i opredeleniØ maksimal~nyh

funkciæ sleduet vaßnoe neravenstvo

h^{−2}|Δ^2_h(f_δ ; t)| ≤ 1 h h∫ 0 ds_1 1 h h∫ 0 |f^{′′}_δ (t + s_1 + s_2)|ds_2 ≤

1 h h∫ 0 ds_1M (f^{′′}_δ , h)(t + s_1) ≤ ~M f^{′′}_δ (t), (8)

a iz ravenstva

f^{′′}_δ (t) = 1 δ^2

(Δ^2_δ(f; t) − 2Δ^2δ_2 (f; t))

poluqim ocenku ‖f^{′′}_δ (t)|X‖ ≤ 3 ω_2(f, δ; X) δ^2

. (9)

Poloßim V (γ) = D( ~M f^{′′}_δ , γ) = {t ∈ I_0 : ~M f^{′′}_δ (t) > γ}. Togda iz (5), (8), (9) sleduet, qto verno neravenstvo (6) . Neravenstvo (7) sleduet iz (8) i opredeleniØ mnoßestva V (γ).

Lemma dokazana. •

Lemma 3. Pust~ fiksirovano α > 0 . Togda dlØ funkcii g(t) =

f_δ (t) − f_σ (t) naædetsØ mnoßestvo W (α) takoe, qto vypolneny usloviØ: ψ(X; |W (α)|) ≤ 1 α {ω_2(f, δ; X) + ω_2(f, σ; X)}, (10)

dlØ l¸byh t, t + h, t + 2h ∈ I_0\W (α) verno neravenstvo |Δ^2_h(g; t)| ≤ 4α. (11)

24 E. I. BEREȷNO`

Dokazatel~stvo. DlØ funkcii g(t) spravedlivo sledu¸wee ne-

ravenstvo |f_δ(t) − f_σ(t)| ≤ |f_δ(t) + f(t)| + | − f(t) − f_σ (t)| =

| 1 δ^2 δ∫ 0 ds_1 δ∫ 0 Δ^2s_1+s_{22} (f; t)ds_2| + | 1 σ^2 σ∫ 0 ds_1 σ∫ 0 Δ^2s_1+s_{22} (f; t)ds_2 |,

i pofftomu ‖g|X‖ = ‖f_δ (t) − f_σ(t)|X‖ ≤ ω_2(f, δ; X) + ω_2(f, σ; X). (12) Poloßim W (α) = D(g, α) = {t : |g(t)| > α}. Togda iz (1) i (12) poluqim (10). Neravenstvo ße (11) sleduet iz opredeleniØ mnoßestva W (α).

Lemma dokazana. •

Teper~ my perehodim k osnovnoæ teoreme.

Zafiksiruem ϵ > 0, funkci¸ f, simmetriqnoe prostranstvo X i modul~ nepreryvnosti ω_2(f, δ; X), priqem my budem sqitat~, qto ω_2(f, δ; X) prinadleßit U (2), inaqe vmesto modulØ ω_2(f, δ; X) nußno vzØt~ ffkvivalentnyæ modul~ ω^∗_2 (f, δ; X) i dal~xe deæstvovat~ s nim. Vyberem teper~ dve monotonnyh posledovatel~nosti poloßitel~nyh qisel {δ_i} i {ϵ_i} tak, qtoby vypolnØlis~ usloviØ: lim i→∞ δ_i = 0, (13) ∞∑ 1 ϵ_i < ϵ, (14)

priqem vybor {δ_i}, {ϵ_i} budem osuwestvlØt~ tak, qtoby narØdu s (13) i (14) vypolnØlos~ sootnoxenie ∞∑ 1 ω_2(f, δ_i; X) ψ(X; ϵ_i) < ∞. (15) Uslovie (15) oznaqaet, qto ω_2(f, δ_i; X) dostatoqno bystro, a

ψ(X; ϵ_i) dostatoqno medlenno stremØtsØ k nul¸ (napomnim, qto

TEOREMA ISPRAVIMOSTI 25 ψ(X; t) est~ fundamental~naØ funkciØ prostranstva X). S posle-

dovatel~nostØmi {δ_i}, {ϵ_i} i modulem nepreryvnosti ω_2(f, h; X) svØßem novu¸ funkci¸

Ω_2(f, h; X) = inf_k {h^2 k∑ 1 ω_2(f, δ_i; X) δ^2_i ψ(X; ϵ_i) + ∞∑ k ω_2(f, δ_i; X) ψ(X; ϵ_i) }. (16)

Netrudno proverit~, qto Ω_2(f, h; X) ∈ U (2). Teper~ u nas vse gotovo dlØ dokazatel~stva osnovnoæ teoremy, no preßde konstantu

c_0, figuriru¸wu¸ v lemme 2 i igra¸wu¸ vaßnu¸ rol~ v teo-

remah 1 i 2, my zafiksiruem.

Teorema 1. Pust~ X simmetriqnoe prostranstvo, fundamen-

tal~naØ funkciØ kotorogo ψ(X; t) = ψ(t) strogo monotonna. Pust~ posledovatel~nosti {δ_i}, {ϵ_i} udovletvorØ¸t usloviØm (13)–(15).

Togda suwestvuet mnoßestvo J(ϵ) takoe, qto vypolneny sootnoxeniØ: |J(ϵ)| < ϵ; (17) esli t, t + h, t + 2h ∈ I_0\J(ϵ), to |Δ^2_h(f; t)| ≤ CΩ_2(f, h; X), (18) gde C – absol¸tnaØ konstanta. Moßno poloßit~ C =

= max{12c_0, 16}.

Dokazatel~stvo. Poloßim f(t) = −f_{δ1} (t) − ∞∑ 1 {f_{δi+1} (t) − f_{δi} (t)}. (19) Togda iz sootnoxeniæ (12) i (15) sleduet, qto rØd, stoØwiæ v pravoæ qasti (19), shoditsØ v X k f. Poloßim g_i(t) = f_{δi+1} (t) −

f_{δi} (t). DlØ funkciæ g_i soglasno (12) verna ocenka

‖g_i|X‖ ≤ ω_2(f, δ_{i+1}; X) + ω_2(f, δ_i; X) ≤ 2 ω_2(f, δ_i; X). (20)

Vyberem qisla α_i i γ_i tak, qtoby vypolnØlis~ sootnoxeniØ

α_i = 4 ω_2(f, δ_i; X) ψ(X; ϵ_i) ; γ_i = 6c_0 ω_2(f, δ_i; X) δ^2_i ψ(X; ϵ_i)

. (21)

Po α_i dlØ funkcii g_i soglasno lemme 3 vvedem mnoßestva W (α_i) , a po γ_i dlØ funkcii f_{δi} soglasno lemme 2 vvedem mnoßestva V (γ_i) i poloßim

J(ϵ) = {∪^∞_1 V (γ_i)} ∪ {∪^∞_1 W (α_i)}.

26 E. I. BEREȷNO` Proverim, qto mnoßestvo J(ϵ) udovletvorØet vsem usloviØm teoremy. Vo-pervyh, iz lemmy 3, vybora qisel α_i v (21) i sootnoxeniØ (20) sleduet, qto ψ(X; |W (α_i)|) ≤ 2 α_i ω_2(f, δ_i; X) = ψ(X; ϵ_i) 2 , a iz lemmy 2, vybora qisel γ_i v (21) sleduet, qto ψ(X; |V (γ_i)|) ≤ 3c_0 γ_i ω_2(f, δ_i; X) δ^2_i = ψ(X; ϵ_i) 2 . Iz togo, qto ψ(X; t) kvazivognuta, sleduet, qto ona poluadditivna. Pofftomu ψ(X; |V (γ_i)| + |W (α_i)|) ≤ ψ(X; |V (γ_i)|) + ψ(X; |W (α_i)|) ≤ ψ(X; ϵ_i). Iz togo, qto ψ(X; t) strogo monotonna, sleduet, qto verny neravenstva |V (γ_i)| + |W (α_i)| ≤ ϵ_i i, sledovatel~no, |J(ϵ)| ≤ ∑ |V (γ_i)| + |W (α_i)| ≤ ∑ ϵ_i < ϵ. Takim obrazom, uslovie (17) vypolneno.

Proverim teper~ sootnoxenie (18). Pust~ t, t + h, t + 2h ∈

I_0\J(ϵ). Togda dlØ l¸bogo k verna ocenka

|Δ^2_h(f; t)| ≤ 2 k∑ 1 |Δ^2_h(f_{δi} ; t)| + ∞∑ k |Δ^2_h(g_i; t)|.

Poskol~ku t, t + h, t + 2h ∈ I_0\J(ϵ) ⊂ I_0\V (γ_i), to soglasno (7) poluqim

|Δ^2_h(f_{δi} ; t)| < h^2γ_i = h^26c_0 ω_2(f, δ_i; X) δ^2_i ψ(X; ϵ_i)

. (22)

Poskol~ku t, t + h, t + 2h ∈ I_0\J(ϵ) ⊂ I_0\W (α_i), to soglasno (11) poluqim

|Δ^2_h(g_i; t)| ≤ 4α_i = 16 ω_2(f, δ_i; X) ψ(X; ϵ_i) . (23)

Pofftomu iz (22) i (23) sleduet neravenstvo

|Δ^2_h(f; t)| ≤ 12 c_0 h^2 k∑ 1 ω_2(f, δ_i; X) δ^2_i ψ(X; ϵ_i)

+ 16 ∞∑ k ω_2(f, δ_i; X) ψ(X; ϵ_i) . (24)

TEOREMA ISPRAVIMOSTI 27 Esli uqest~, qto levaØ qast~ v (24) ne zavisit ot k, a takße Øvnyæ vid konstant v (24), priædem k (18).

Teorema dokazana. • Obsudim teper~ vozmoßnosti opisaniØ “naimen~xego” modulØ nepreryvnosti Ω_2(f, h; X) v (16). Esli nikakoæ dopolnitel~noæ informacii o ω_2(f, δ; X) net, to primenim podhod K. Oskolkova [5, 6].

Pust~ ω_2(f, δ; X) narØdu s lim_{h→0} ω_2(f, h; X) = 0 udovletvorØet dopolnitel~nomu uslovi¸

lim_{h→0} ω_2(f, h; X) h^2

= ∞. (25)

DlØ posledovatel~nosti {ϵ_i}, udovletvorØ¸weæ (14) i dopolnitel~nomu sootnoxeni¸ lim i→∞ ϵ_{i+1} ϵ_i = 1, (26)

poloßim

c_1 = sup_i ψ(X; ϵ_i) ψ(X; ϵ_{i+1}) . Tak kak ψ(X; t) kvazivognuta, to

ψ(X; ϵ_{i+1} ) ϵ_{i+1} 6 ψ(X; ϵ_i) ϵ_i i pofftomu c_1 < ∞.

Poloßim δ_1 = 0.5 i pust~ toqki δ_2, ..., δ_n opredeleny. Opredelim teper~ toqku δ_{n+1} ravenstvom

δ_{n+1} = sup{δ > 0 : ω_2(f, δ; X) δ^2

≥ 100 ω_2(f, δ_n; X)

δ^2_n i ω_2(f, δ; X) ≤ 1 100c_1 ω_2(f, δ_n; X)}. (27)

Teper~ my pokaßem, qto modul~ Ω_2(f, h; X) dopuskaet dlØ h ∈

[δ_{k+1}, δ_k] ocenku

Ω_2(f, h; X) ≤ 4 ω_2(f, δ_k; X) ψ(X; ϵ_k) . (28)

28 E. I. BEREȷNO` Deæstvitel~no, pri vseh n verny neravenstva

ω_2(f, δ_{n+1} ; X) δ^2_{n+1}

≥ 100 ω_2(f, δ_n; X) δ^2_n , ω_2(f, δ_{n+1} ; X) ψ(X; ϵ_{n+1}) ≤ 1 100 ω_2(f, δ_n; X) ψ(X; ϵ_n) . (29)

Pofftomu iz (29) sleduet, qto k∑ 1 ω_2(f, δ_i; X) ψ(X; ϵ_i) δ^2_i ≤ 1 ψ(X; ϵ_k) k∑ 1 ω_2(f, δ_i; X) δ^2_i < 2 ω_2(f, δ_k; X) ψ(X; ϵ_k) δ^2_k

i_∞ ∑ k ω_2(f, δ_i; X) ψ(X; ϵ_i) < 2 ω_2(f, δ_k; X) ψ(X; ϵ_k) , i, sledovatel~no, dlØ h ∈ [δ_{k+1}, δ_k] vypolneno (28).

Niße posledovatel~nost~ {δ_k}, opredelennu¸ ravenstvom (27), budem nazyvat~ K-posledovatel~nost~¸ dlØ modulØ nepreryvnosti ω_2(f, δ; X). Polezno otmetit~, qto K-posledovatel~nost~

{δ_k} dlØ modulØ nepreryvnosti ω_2(f, δ; X) ubyvaet ne medlennee

geometriqeskoæ progressii.

S ispol~zovaniem K-posledovatel~nosti teoremu 1 moßno pereformulirovat~ v sledu¸wem vide.

Teorema 2. Pust~ X simmetriqnoe prostranstvo, fundamen-

tal~naØ funkciØ kotorogo ψ(X; t) = ψ(t) strogo monotonna. Pust~ posledovatel~nost~ {ϵ_i} udovletvorØet usloviØm (14) i

(26), ω_2(f, δ; X) udovletvorØet uslovi¸ (25), i {δ_k} est~ K-pos-

ledovatel~nost~ dlØ ω_2(f, δ; X).

Togda suwestvuet mnoßestvo J(ϵ) takoe, qto vypolneny sootnoxeniØ: |J(ϵ)| < ϵ; esli t, t + h, t + 2h ∈ I_0\J(ϵ) i h ∈ [δ_{k+1}, δ_k], to |Δ^2_h(f; t)| ≤ C{ ω_2(f, h; X) ψ(X; ϵ_k ) }, gde moßno poloßit~ C = 16 max{3c_0, 4}.

Teorema 2 pokazyvaet, qto dlØ vseh prostranstv H^φ_X , postroennyh po simmetriqnomu prostranstvu X s dannoæ fundamental~noæ funkcieæ, ocenka ravnomernogo modulØ nepreryvnosti odinakovo uhudxaetsØ, to est~ ω_2(f, h; L^∞) uveliqivaetsØ po

TEOREMA ISPRAVIMOSTI 29 sravneni¸ s ω_2(f, h; X) na odin i tot ße mnoßitel~. V fftom smysle ocenki ravnomernogo modulØ nepreryvnosti u funkciæ iz

H^φ_X zavisØt lix~ ot fundamental~noæ funkcii simmetriqnogo

prostranstva X .

Seæqas my pokaßem neusilØemost~ teoremy 2, priqem osnovnoæ kontrprimer budet dan dlØ periodiqeskogo sluqaØ.

Lemma 4. Pust~ Λ(φ), M (φ) est~ prostranstvo Lorenca i pro-

stranstvo Marcinkeviqa, postroennye po funkcii φ ∈ U . Pust~ zadana troæka qisel (a_k, b_k, n_k), dlØ kotoroæ 0 < a_k, 0 < b_k < 1, n_k > 3, n_k ∈ N . Opredelim qislo s_k = b_k 2^{−nk} . DlØ t ∈ R poloßim

g_k(t) = sign{sin( 2π b_k 2^{nk−1}t)}, f^{′′}_k (t) = { a_k g_k(t + 0.5 s_k), pri t ∈ [0, b_k], 0, pri t ∈ R\[0, b_k] , (30)

f_k(t) = t∫ 0 dτ τ∫ 0 f^{′′}_k (τ_1)dτ_1.

Togda pri 0 < δ < b_k 4 verny neravenstva

ω_2(f_k, δ; Λ(φ)) ≤ 2a_k min{s^2_k, δ^2}φ(b_k), (31) 1 8 a_k min{( s_k 4 )^2, δ^2}φ(b_k) ≤ ω_2(f_k, δ; M (φ)). (32)

Esli X simmetriqnoe prostranstvo s fundamental~noæ funkcieæ φ(t), to s nekotoroæ postoØnnoæ c, nezavisØweæ ot troæki

(a_k, b_k, n_k), verny neravenstva

c^{−1} a_k min{s^2_k, δ^2}φ(b_k) ≤ ω_2(f_k, δ; X) ≤ c a_k min{s^2_k, δ^2}φ(b_k). (33)

Dokazatel~stvo. Netrudno proverit~, qto funkciØ f^{′′}_k (t) pro-

porcional~na sdvinutoæ funkcii Rademahera, funkciØ f^′_k(s) = ∫_s 0 f^{′′}_k (τ )dτ est~ lomanaØ s verxinami v toqkah (0; 0), ( s_k 2 ; a_k s^k_2 ), ..., ( s_k 2 +is_k; (−1)^ia_k s_k 2 ), ..., ( s_k 2 +(2^{nk} −1)s_k; −a_k s_k 2 ), (b_k; 0), a dlØ funkcii f_k(t) verny sledu¸wie ravenstva f_k(2is_k) = 0 i = 0, 1, ..., 2^{nk−1},

30 E. I. BEREȷNO` i, sledovatel~no, f_k(t) = 0 pri t ∈ R\[0, b_k]. Iz geometriqeskih soobraßeniæ poluqim ravenstvo

max_t |f_k(t)| = ( s_k 2 )^2a_k, (34)

iz kotorogo sleduet neravenstvo

|Δ^2_h(f_k; t)| ≤ a_ks_k^2.

A iz (2) i (30) sleduet neravenstvo

|Δ^2_h(f_k; t)| ≤ a_kh^2. (35)

Pofftomu

|Δ^2_h(f_k; t)| ≤ a_k min{s^2_k, h^2}.

Esli h < b_k 4 , to Δ^2_h(f_k; t) = 0 pri t /∈ [− b_k 2 , b_k + b_k 2 ]. Ots¸da srazu sleduet neravenstvo (31).

Pust~ teper~ h ∈ (0, 0.25s_k). Esli teper~ t ∈ [0.5s_k, 0.5s_k +

0.25s_k], to iz sootnoxeniØ

|Δ^2_h(f_k; t)| = | h∫ 0 dτ_1 h∫ 0 f^{′′}_k (t + τ_1 + τ_2)dτ_2| = a_kh^2

poluqim

|t ∈ [0.5s_k, 0.5s_k + s_k] : |Δ^2_h(f_k; t)| ≥ a_kh^2| ≥ s_k 4 . Rovno takaØ ße ocenka spravedliva i dlØ drugih intervalov

[0.5s_k + is_k, 0.5s_k + (i + 1)s_k]. Pofftomu pri 0 < h < s_k 4 verno neravenstvo

|t ∈ [0, b_k] : |Δ^2_h(f_k; t)| ≥ a_kh^2| ≥ s_k 4 (2^{nk} − 1) ≥ b_k 8 , otkuda pri 0 < δ ≤ s^k_4 poluqim

ω_2(f_k, δ; M (φ)) ≥ a_kδ^2 φ( b_k 8 ) ≥ 1 8 a_kδ^2 φ(b_k).

Iz monotonnosti ω_2(f_k, δ; M (φ)) po δ i poslednego neravenstva sleduet (32). Neravenstvo ße (33) sleduet iz teoremy vloßeniØ E. M. Semenova [7]: esli fundamental~naØ funkciØ simmetriqnogo prostranstva X est~ φ(t), to spravedlivy nepreryvnye vloßeniØ Λ(φ) ⊆ X ⊆ M (φ).

Lemma dokazana. • Teper~ my moßem dokazat~ sledu¸wu¸ teoremu.

TEOREMA ISPRAVIMOSTI 31

Teorema 3. Pust~ X simmetriqnoe prostranstvo, φ ∈ U ego

fundamental~naØ funkciØ. Pust~ v ∈ U (2), lim_{h→0} v(h) = 0,

lim_{h→0} v(h) h^2

= ∞, i H^v_X prostranstvo funkciæ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ Lipxica. Pust~ dlØ posledovatel~nosti {0.5 > b_i > 0} vypolneny sootnoxeniØ:

b_i ≥ b_{i+1}; lim_{i→∞} b_i = 0; lim_{i→∞} b_i b_{i+1} = 1; ∞∑ 1 b_i = ∞. (36)

Pust~ {δ_k} est~ K-posledovatel~nost~ dlØ v(h), opredelennaØ ravenstvom (27) pri c_1 = sup_i φ(b_i) φ(b_{i+1}) . Togda naædetsØ f ∈ H^v_X takaØ, qto dlØ l¸bogo mnoßestva M s |M | > 0 vypolneno sootnoxenie: lim k→∞ φ(b_k) sup{|Δ^2_h(f; t)| : t, t + h, t + 2h ∈ M, h < δ_k} v(δ_k) > 0. (37)

Dokazatel~stvo. Srazu ße otmetim, qto pri h ∈ [0, 0.5] vypol-

neno neravenstvo ∞∑ 1 v(δ_k) min{ h^2 δ^2_k , 1} ≤ c v(h). (38) �to sleduet iz togo, qto {δ_k} est~ K-posledovatel~nost~ dlØ

v ∈ U (2).

Dokazatel~stvo (38) moßno naæti v [6] ili poluqit~ takße, kak dokazatel~stvo (28) .

DlØ kaßdogo k poloßim

a_k = v(δ_k ) δ^2_kφ(b_k) . Iz togo, qto {δ_k} est~ K-posledovatel~nost~, sledu¸t neravenstva

a_{k+1} ¿ 100a_k, δ^2_ka_k ¿ 100δ^2_{k+1}a_{k+1}. (39)

Po b_k vyberem n_k tak, qtoby vypolnØlis~ neravenstva

δ_k < s_k = b_k2^{−nk} ≤ 2δ_k (40)

32 E. I. BEREȷNO` i, sledovatel~no, verno neravenstvo

s^2_ka_k ¿ 25s^2_{k+1}a_{k+1}. (41)

Iz togo, qto {δ_k} est~ K-posledovatel~nost~, sleduet, qto ona ubyvaet ne medlennee geometriqeskoæ progressii i, sledovatel~no, ∑ δ_k < ∞. Pofftomu iz (36) i (40) sleduet, qto lim_{k→∞} n_k = ∞. Qtoby ne peregrußat~ dokazatel~stvo obozna-

qeniØmi, my budem sqitat~, qto pri vseh k verny neravenstva

n_k > 3. Teper~ my dlØ kaßdogo k po troæke a_k, b_k, n_k postroim so-

glasno lemme 4 funkcii f_k(t). Poloßim d_1 = 0, d_k = ∑_{k−1} 1 b_i (k = 2, 3, 4, ...). DlØ vseh t ∈ R_+ obrazuem funkci¸ g(t) = ∑_∞ 1 f_k(t − d_k)

i svernem poluos~ R_+ v okrußnost~ ediniqnoæ dliny, polagaØ

g_k(t) = ∞∑ i=0 f_k(i + t − d_k), f(t) = ∞∑ i=0 g(i + t) = ∞∑ k=1 g_k(t). Otmetim, qto nositel~ kaßdoæ funkcii f_k(t − d_k) leßit v intervale (d_k, d_{k+1}) dliny b_k < 0.5. Pofftomu iz (33), (34), (38), (40) i (41) sleduet, qto verny neravenstva |f(t)| ≤ ∞∑ 1 max_t |g_k(t)| ≤ ∞∑ 1 s^2_ka_k 4 < ∞,

ω_2(f, δ; X) ≤ ∞∑ 0 ω_2(g_k, δ; X) ≤ c ∞∑ 0 a_ks^2_k min{1, δ^2 s^2_k }φ(b_k) ≤

c ∞∑ 0 v(δ_k) min{1, δ^2 δ^2_k } ≤ cv(δ). Takim obrazom, f ∈ H^v_X .

Pokaßem, qto vypolneno neravenstvo (37). Zafiksiruem mnoßestvo M s |M | > 0. My moßem sqitat~, qto vse toqki M est~ toqki plotnosti. Krome togo, v silu (36) kaßdaØ toqka M prinadleßit beskoneqnomu qislu nositeleæ funkciæ g_k. V silu fftih priqin i Øvnogo vida funkciæ g_k sleduet, qto dlØ

l¸bogo n ∈ N naædutsØ k = k(n) > n, h ∈ [ s^{2k}_{20} , s^{2k}_{16} ] i tri toqki t, t + h, t + 2h ∈ M takie, qto |Δ^2_h(g_k; t)| ≥ a_kh^2 (toqki

TEOREMA ISPRAVIMOSTI 33 t, t + h, t + 2h ∈ M , voobwe govorØ, zavisØt ot k). Togda iz (34),

(35), (39), (40), (41) i usloviØ na h sleduet neravenstvo

|Δ^2_h(f; t)| ≥ |Δ^2_h(g_k; t)| − k−1∑ 1 |Δ^2_h(g_i; t)| − ∞∑ k+1 |Δ^2_h(g_i; t)| ≥

h^2a_k − k−1∑ 1 h^2a_i − ∞∑ k+1 4 max_t |g_i(t)| ≥ h^2a_k − k−1∑ 1 h^2a_i − ∞∑ k+1 a_is^2_i ≥

h^2a_k(1 − 1 99 ) − 25 24 a_{k+1}s^2_{k+1} ≥ 1 20 a_ks^2_k(1 − 1 99 ) − a_ks^2_k 24 ≥ 0.01a_ks^2_k ≥ 0.01 v(δ_k) s^2_k δ^2_k φ(b_k) ≥ 0.01 v(δ_k) φ(b_k) , iz kotorogo i sleduet (37).

Teorema dokazana. • Proill¸striruem privedennye teoremy primerom. Pust~ v(h) = h^α (0 < α < 2). Poloßim ϵ_i = c i^{−(1+γ)} s γ > 0. V fftoæ situacii K - posledovatel~nost~ legko sqitaetsØ i predstavlØet soboæ geometriqesku¸ progressi¸. Pust~ f ∈ H^v_X . Togda iz teoremy 2 poluqim, qto naædetsØ mnoßestvo mery bol~xe 1−ϵ, na kotorom ravnomernyæ modul~ nepreryvnosti vtorogo porØdka ω_2(f, δ; L^∞) dopuskaet ocenku ω_2(f, δ; L^∞) ≤ c h^α ψ(X; (ln h^{−1})^{−(1+γ)}) , esli ße poloßit~ ϵ_i = c i^{−1}(ln i)^{−(1+γ)} s γ > 0, to iz teoremy 2 sleduet, qto naædetsØ mnoßestvo mery bol~xe 1 − ϵ, na kotorom ravnomernyæ modul~ nepreryvnosti vtorogo porØdka ω_2(f, δ; L^∞) dopuskaet ocenku ω_2(f, δ; L^∞) ≤ c h^α ψ(X; (ln h^{−1})^{−1}(ln(ln h^{−1}))^{−(1+γ)} ) . S drugoæ storony, polagaØ b_i = i^{−1}, iz teoremy 3 poluqim, qto naædetsØ f ∈ H^v_X , dlØ kotoroæ ravnomernyæ modul~ nepreryvnosti vtorogo porØdka ω_2(f, δ; L^∞) na l¸bom mnoßestve poloßitel~noæ mery dopuskaet ocenku

lim_{h→0} ω_2(f, h; L^∞)ψ(X; (ln h^{−1})^{−1}) h^α > 0,

34 E. I. BEREȷNO` esli poloßit~ b_i = i^{−1}(ln i)^{−1} i primenit~ teoremu 3, to naædetsØ f_1 ∈ H^v_X , dlØ kotoroæ ravnomernyæ modul~ nepreryvnosti vtorogo porØdka ω_2(f_1, δ; L^∞) na l¸bom mnoßestve poloßitel~- noæ mery dopuskaet ocenku

lim_{h→0} ω_2(f, h; L^∞)ψ(X; (ln h^{−1})^{−1} (ln ln h^{−1})^{−1}) h^α > 0 i t.d.

Takim obrazom, “nailuqxego” modulØ nepreryvnosti, do kotorogo moßno “ispravit~” funkci¸ v rassmatrivaemoæ situacii, net.

Zameqanie 1. Teoremy 1 i 2 ime¸t prØmoæ i polnyæ analog

dlØ k > 2. DlØ fftogo dlØ k > 2 dostatoqno zamenit~ opredelenie funkcii f_δ (t) na sledu¸wee

f_δ (t) = 1 δ^k δ∫ 0 ds_1 δ∫ 0 ds_2... δ∫ 0 {Δ^k_{s1+s2+...+sk} (f; t) − (−1)^kf(t)}ds_k, modificirovat~ operator maksimal~noæ funkcii ~M f i sledit~ za znakom v formule (19).

Zameqanie 2. Odno iz predpoloßeniæ na simmetriqnoe pro-

stranstvo X zakl¸qalos~ v tom, qtoby ego fundamental~naØ funkciØ byla strogo monotonnoæ. �to predpoloßenie nesuwestvenno, a imenno, na X suwestvuet ffkvivalentnaØ simmetriqnaØ norma ‖f|X‖_1 takaØ, qto novaØ fundamental~naØ funkciØ budet strogo monotonnoæ. ˚vnyæ vid fftoæ normy priveden v zameqanii 2 raboty [2]. Takim obrazom, teoremy 1, 2 spravedlivy i bez predpoloßeniØ o strogoæ monotonnosti fundamental~noæ funkcii simmetriqnogo prostranstva X.

Zameqanie 3. Opredelenie K- posledovatel~nosti v formule

(27) zavisit ot konstanty c_1 i, sledovatel~no, ot posledovatel~nosti {ϵ_i}. Moßno opredelit~ edinu¸ dlØ vseh posledovatel~nosteæ {ϵ_i} K-posledovatel~nost~, polagaØ v formule (27)

c_1 = 1. V fftom sluqae v formulirovke teoremy 2 vmesto kon-

stanty C = max{3c_0, 4} poØvitsØ novaØ koneqnaØ konstanta, zavisØwaØ sootvetstvenno ot posledovatel~nosti {ϵ_i}. Ee Øvnyæ vid oqen~ gromozdkiæ. Teorema 3 ostanetsØ bez izmeneniæ.

TEOREMA ISPRAVIMOSTI 35

Literatura

1. A. Zigmund, Trigonometriqeskie rØdy. T. 1, 2, Mir, M., 1965. 2. E. I. Bereßnoæ, Ocenki ravnomernogo modulØ nepreryvnosti funkciæ iz simmetriqnyh prostranstv. IzvestiØ RAN 60, No. 2 (1996), 3–20.

3. ı. A. Brudnyæ, Prostranstva, opredelØemye s pomow~¸ lokal~nyh priblißeniæ. Trudy MMO 24 (1971), 69–132.

4. V. I. KolØda, Ocenki maksimal~nyh funkciæ, svØzannyh s lokal~noæ gladkost~¸. Dokl. AN SSSR 293, No. 3 (1987), 534–537.

5. K. I. Oskolkov, Ravnomernyæ modul~ nepreryvnosti summiruemyh funkciæ na mnoßestvah poloßitel~noæ mery. Dokl. AN SSSR 229, No. 2 (1976), 304–306.

6. P. L. Ul~Ønov, O rabotah N.N.Luzina po metriqeskoæ teorii funkciæ.

UMN 40, vyp. 3 (1985), 15–70.

7. S. G. Kreæn, ı. I. Petunin, E. M. Semenov, InterpolØciØ lineænyh operatorov. Nauka, M., 1977.

8. V. K. DzØdyk, Vvedenie v teori¸ ravnomernogo priblißeniØ funkciæ polinomami. Nauka, M., 1977.

9. I. Steæn, SingulØrnye integraly i differencial~nye svoæstva funkciæ.

Mir, M., 1973.

Berezhnoi E. I. A correction theorem for functions with integral

smoothness.

A theorem similar to the correction theorem of K. Oskolkov is proved.

Namely, for a function with a given kth modulus of continuity calculated

in a symmetric space X, for every ϵ > 0 a set is presented whose measure is at least 1−ϵ and on which a sharp quantitative estimate of the uniform kth modulus of continuity of this function is given. It is shown that this estimate depends only on ϵ and on the fundamental function of the

symmetric space.

Postupilo 17 avgusta 1997 g. ˚roslavskiæ gosudarstvennyæ universitet

smirn@gw.yspu.yar.ru