Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 255, 1998 g.

O. L. Vinogradov TOQNA˚ POSTO˚NNA˚ V NERAVENSTVE TIPA DȷEKSONA DL˚ PRIBLIȷENI˚ LINE`NYMI POLOȷITEL^NYMI OPERATORAMI 1. Pust~ Hn – mnoßestvo trigonometriqeskih mnogoqlenov po-

rØdka ne vyxe n, C – prostranstvo 2π-periodiqeskih nepreryvnyh vewestvennoznaqnyh funkciæ f s normoæ ‖f‖ = sup_{x∈}R|f(x)|, ω(f, h) = sup_{x∈}R_{,|t|} 6h^{|f(x + t) − f(x)|} – modul~ nepreryvnosti pervogo porØdka funkcii f ∈ C s xagom h, L^+_n – mnoßestvo lineænyh poloßitel~nyh operatorov

U : C → H_n (t.e. takih, qto U (f) ¿ 0 dlØ vseh f ¿ 0), C[ 0, 1]

i L_2[ 0, 1] – prostranstva nepreryvnyh i summiruemyh s kvadratom na [ 0, 1] funkciæ, sootvetstvenno, (φ, ψ) =^1 ∫ 0 φψ – skalØrnoe

proizvedenie funkciæ iz L_2[ 0, 1], S = { φ ∈ L_2[ 0, 1] : 1∫ 0 φ^2 = 1 } – ediniqnaØ sfera prostranstva L_2[ 0, 1], [x] – celaØ qast~ qisla x, po opredeleni¸^n ∑ k=0 ′ a_k =^{a0}_2 +^n ∑ k=1 a_k,^n ∑ k=m a_k = 0 pri m > n.

Pri h > 0, U : C → C polagaem λ(U, h) = sup_{f∈C}^{‖f−U(f)‖}_{ω(f,h)} (^0 sqitaetsØ ravnym nul¸). Veliqiny λ(U, h) nazyva¸t toqnymi posto- Ønnymi v neravenstvah ‖f − U (f)‖ 6 λ(U, h)ω(f, h). Izvestno, qto (sm., naprimer, [1]) esli operator U imeet vid U (f, x) = 1 π π∫ −π f(x + t)K(t) dt, (1)

Rabota podderßana FCP “IntegraciØ”, reg. nomer 326.53. 36

TOQNA˚ POSTO˚NNA˚ 37

gde Ødro K ¿ 0, qetno,^1_π^π ∫ −π K = 1, to

λ(U, h) = 2 π π∫ 0 ( 1 + [ t h ]) K(t) dt.

Neravenstva vida ‖f − U_n(f)‖ 6 M ω ( f,^{γπ}_{n+1} ) , gde n ∈ Z_+,

U_n : C → H_n, γ > 0, nazyva¸t neravenstvami tipa Dßeksona.

PredstavlØet interes izuqenie veliqin λ_n(γ) = inf_{Un∈L+n} λ ( U_n, γπ n + 1 ) , λ(γ) = sup_{n∈}Z_+ λ_n(γ)

i metodov priblißeniØ, realizu¸wih infimum.

Issledovaniem toqnyh postoØnnyh v neravenstvah tipa Dßeksona dlØ priblißeniØ razliqnymi poloßitel~nymi operatorami zanimalis~ mnogie matematiki. Tak, v [1] naædeno, qto

sup_{n∈}Z_+ λ ( U_n,^π_{n+1} ) =^3_2 , gde U_n – operatory Dßeksona. V [2] vy-

qisleno, qto sup_{n∈}Z_+ λ ( U_n,^π_{n+1} ) 6 1, 3424 dlØ operatorov Korovki-

na, a v [3] – dlØ operatorov Bomana–Korovkina. V [4] postroena posledovatel~nost~ poloßitel~nyh operatorov U_n, dlØ kotoroæ

sup_{n∈}Z_+ λ ( U_n,^π_{n+1} ) 6 1, 33701.

Moßno pokazat~, qto pri nahoßdenii veliqin λ_n(γ) infimum moßno brat~ po mnoßestvu Λ^+_n operatorov U_n vida (1) s Ødrom

K_n(t) = n∑ k=0 ′ ρ_k cos kt ¿ 0, ρ_0 = 1. (2)

Lemma 1. inf_{Un∈L+n} λ^(Un,^{γπ}_{n+1}^) = inf_{Un∈Λ+n} λ^(Un,^{γπ}_{n+1}^).

To, qto moßno ograniqit~sØ operatorami svertki, dokazano v [5], a to, qto pri fftom dostatoqno rassmatrivat~ lix~ qetnye Ødra – v [6].

Izvestna teorema L. Feæera–M. Rissa (sm., naprimer, [7, s.92]) o tom, qto vsØkiæ trigonometriqeskiæ mnogoqlen vida (2)

38 O. L. VINOGRADOV

predstavlØetsØ v vide

K_n(t) = 1 2 | | | | | n∑ k=0 x_ke^{ikt} | | | | | 2 , gde x = (x_0, x_1, . . . , x_n) ∈ R^{n+1}, n∑ k=0 x^2_k = 1, (3)

i obratno, vsØkiæ mnogoqlen vida (3) predstavlØetsØ v vide (2).

Ispol~zuØ ffto predstavlenie, A. N. Davidqik [8] poluqil, qto inf U_n∈Λ^+_n λ ( U_n,^{γπ}_{n+1} ) raven minimumu kvadratiqnoæ formy

(A^{(n)}x, x) = 1 π π∫ 0 ( 1 + [ (n + 1)t π ]) | | | n∑ k=0 x_ke^{ikt} | | | | 2 dt na ediniqnoæ sfere S^n prostranstva R^{n+1}. V svo¸ oqered~, fftot

minimum raven naimen~xemu sobstvennomu qislu matricy A^{(n)}

i dostigaetsØ na sootvetstvu¸wem sobstvennom vektore. Analo-

giqnaØ teorema spravedliva i dlØ proizvol~nogo γ > 0.

Teorema 1. Pust~ n ∈ Z+, γ > 0. Togda veliqina λn(γ) ravna mi-

nimumu kvadratiqnoæ formy

(A^{(n)}_γ x, x) = 1 π π∫ 0 ( 1 + [ (n + 1)t γπ ]) | | | | n∑ k=0 x_ke^{ikt} | | | | 2 dt

na S^n, t.e. naimen~xemu sobstvennomu qislu matricy A^{(n)}γ . Ope-

rator U_n, realizu¸wiæ infimum, zadaetsØ formuloæ U_n(f, τ ) = 1 2π π∫ −π f(τ + t) | | | | | n∑ k=0 x^{(n)}_k e^{ikt} | | | | | 2 dt,

gde x^{(n)} = x^{(n)}(γ) = (x^{(n)}_k )^n_{k=0} – ediniqnyæ sobstvennyæ vektor ma-

tricy A^{(n)}γ , otveqa¸wiæ sobstvennomu qislu λ_n(γ).

Matrica A^{(n)}γ simmetriqna, tepliceva:

(A^{(n)}_γ x, x) = n∑ k,j=0 a_{k−j}x_kx_j,

TOQNA˚ POSTO˚NNA˚ 39

gde a_ν = a^{(n)}_ν (γ) = 1 π π∫ 0 ( 1 + [ (n + 1)t γπ ]) cos νt dt. Vyqislenie kofffficientov a^{(n)}ν (γ) (pri γ = 1 oni vyqisleny v [8]; sm. takße [3]) daet:

a^{(n)}_0 (γ) = ([ n + 1 γ ] + 1 ) ( 1 − [ n + 1 γ ] γ 2(n + 1) ) , a^{(n)}_ν (γ) = − 1 πν ( 1 2 sin [ n + 1 γ ] νγπ n + 1 + + sin^2 [ n + 1 γ ] νγπ 2(n + 1) ctg νγπ 2(n + 1) ) pri |ν| = 1, n. Esli^1_γ ∈ N, to formuly znaqitel~no uprowa¸tsØ:

a^{(n)}_0 (γ) = n + 1 2γ + 1 2 , a^{(n)}_ν (γ) = − 1 πν sin^2 νπ 2 ctg νγπ 2(n + 1) pri |ν| = 1, n. Dalee v fftom punkte dlØ kratkosti budem pisat~ A = A^{(n)}γ ,

x = x^{(n)}(γ), x_k = x^{(n)}_k (γ), λ = λ_n(γ), a_ν = a^{(n)}_ν (γ). Dokaßem, qto pri γ ∈ (0, 1] i neqetnyh n = 2m−1 kofffficienty a_ν i vektor x obla-

da¸t sledu¸wimi svoæstvami. (Trebovanie neqetnosti n v rØde sluqaev izlixne, no fftogo vpolne dostatoqno dlØ dal~neæxego.)

A.1. a_ν 6 0 pri neqetnyh ν i a_ν ¿ 0 pri qetnyh ν. Pri ν = 0 ffto oqevidno. Pust~ ν = 1, n. Tak kak

[_{n+1} γ ]_γ n+1 = = 1 −^{θγ}_{n+1} , gde θ ∈ [ 0, 1), to

a_ν = − 1 πν ( (−1)^{ν−1} 2 sin νθγπ n + 1

+ sin^2 νπ 2 ( 1 − θγ n + 1 ) ctg νγπ 2(n + 1) ) . Sledovatel~no, pri neqetnyh ν

a_ν = − 1 πν ( 1 2 sin νθγπ n + 1

+ cos^2 νθγπ 2(n + 1) ctg νγπ 2(n + 1) ) 6 0, (4)

a pri qetnyh ν

a_ν = 1 πν ( 1 2 sin νθγπ n + 1

− sin^2 νθγπ 2(n + 1) ctg νγπ 2(n + 1) ) = = 1 πν sin^2 νθγπ 2(n + 1) ( ctg νθγπ 2(n + 1)

− ctg νγπ 2(n + 1) ) ¿ 0.^{(5)}

40 O. L. VINOGRADOV

A.2. Pri vseh ν = 1, n − 2 budet a_ν 6 a_{ν+2}. Poloßim y =^{νγπ}_{2(n+1)} ∈ ( 0,^π_2 ] , τ = 1 − 2θ ∈ [−1, 1]. DlØ neqetnyh ν A.2 sleduet iz ubyvaniØ funkciæ^{sin 2y}_y i^{cos2 θy ctg y}_y na ( 0,^π_2 ] . Pri qetnyh ν nahodim

4(n + 1) γ a_ν = sin 2θy − 2 sin^2 θy ctg y y = cos τ y − cos y y sin y = g(τ, y), y^2 sin^2 y g^′_y(τ, y) = y sin y(sin y −τ sin τ y)−(sin y +y cos y)(cos τ y −cos y), y^2 sin^2 y g^{′′}_{yτ} (τ, y) = −y sin y(sin τ y +τ y cos τ y)+y(sin y +y cos y) sin τ y = = y^2(−τ sin y cos τ y + cos y sin τ y) ¿ 0,

esli τ ∈ [−1, 0 ]. Znaqit, v silu qetnosti po τ , g^′_y(τ, y) ¿

¿ g^′_y(−1, y) = 0. Sledovatel~no, g vozrastaet po y, otkuda i vy-

tekaet trebuemoe neravenstvo.

A.3. Esli ν qetno, a μ neqetno (ν, μ = 1, n), to a_ν + a_μ 6 0. V silu A.2 ffto ravnosil~no neravenstvam a_ν + a_{ν+1} 6 0 (ν = 1, n − 1, qetno), kotorye sledu¸t iz (4) dlØ a_{ν+1}, pervogo ravenstva (5) dlØ a_ν i ustanovlennogo pri dokazatel~stve A.2 vozrastaniØ funkcii g.

A.4. Pust~ d_0 =^1_2 ,

d_ν = { −^2_{π2ν2} , esli |ν| ∈ N neqetno, 0, esli |ν| ∈ N qetno.

Togda a_ν ¿^{n+1}_γ d_ν pri vseh ν = 0, n.

V samom dele, pri ν = 0 ffto oqevidno, pri qetnyh ν = 2, n dokazano v A.1. Pri neqetnyh ν dokazyvaemoe neravenstvo svoditsØ k h(θ, y) = 1 2 sin 2θy + cos^2 θy ctg y 6 1 y . DifferenciruØ, nahodim

h^′_θ(θ, y) = y sin 2θy(ctg 2θy − ctg y);

maksimum h(θ, y) po θ dostigaetsØ pri θ =^1_2 ; h(θ, y) 6 h ( 1 2 , y ) = 1 2 sin y + cos^2 y 2 ctg y = 1 2 ctg y 2 < 1 y . Otmetim ewe, qto pri^1_γ ∈ N svoæstva A.1–A.4 soverxenno oqevidny.

TOQNA˚ POSTO˚NNA˚ 41

X.1. Sredi vektorov x ∈ S^n, dostavlØ¸wih minimum (Ax, x), naædetsØ takoæ, qto x_k = x_{n−k} (k = 0, n).

Deæstvitel~no, esli y_k = x_{n−k} (k = 0, n), to y ∈ S^n i (Ax, x) =

= (Ay, y). Znaqit, vektor y takße dostavlØet minimum forme (Ax, x) i ØvlØetsØ sobstvennym, sootvetstvu¸wim λ. A togda i

vektor z = x + y – sobstvennyæ s tem ße λ, pri fftom z_k = z_{n−k}. Pofftomu dalee moßno sqitat~, qto x_k = x_{n−k} (k = 0, n).

X.2. Vse vektora x neotricatel~ny: x_k ¿ 0. �to sleduet iz togo, qto (Ax, x) = 2m−1∑

k,j=0 a_{k−j}x_kx_j = 2 m−1∑ k,j=0 (a_{k−j} + a_{2m−1−k−j})x_kx_j i togo, qto v silu svoæstva A.3 vse vnediagonal~nye fflementy matricy a_{k−j} + a_{2m−1−k−j} nepoloßitel~ny. Znaqit, minimum dostigaetsØ na vektore s koordinatami odinakovogo znaka.

X.3. x_k simmetriqno ubyva¸t: x_0 = x_{2m−1} 6 x_1 = x_{2m−2} 6 6 · · · 6 xm−1 = xm. To, qto sredi vseh perestanovok neotricatel~nogo vektora x minimum (Ax, x) dostigaetsØ na simmetriqno ubyva¸weæ perestanovke, dokazano v [9, s.324–328]. Kak sleduet iz dokazatel~- stva, dlØ fftogo dostatoqno vypolneniØ svoæstva A.2.

X.4. Koordinaty vseh vektorov x udovletvorØ¸t neravenstvu

x_k 6^{M√}_{n+1} , gde postoØnnaØ M ne zavisit ot n.

V silu X.3 dostatoqno dokazat~ X.4 pri k = m − 1. Poloßim b_j = b_{2m−1−j} =^{m−1} ∑ r=m−j 1 r (j = −1, m − 1), c_k =^{2m−1} ∑ j=0 b_jd_{j−k}, s_l =^{m−1} ∑ k=l c_k. Ocenim snizu s_l:

s_l =

2m�1_∑ j=0 b_j m�1_∑ k=l d_j�_k = m�1_∑ j=0 b_j m�1_∑ k=l (dj�k + d2m�1�j�k ) =^m

�1_∑ j=0 b_j T_{lj},

T_{lj} = 1 2 �^2_{π2}^{[ j−l+12 ]∑}_{ν=1}^1_{(2ν}�_{1)2} �^2_{π2}^m

�l�[^{j−l+1}_2 ]_∑ ν=1 1 (2ν�1)2^{, esli j = l, m} �^{1,}

�^2_{π2}^m

�l�[^{l−j}_2 ]_∑

ν=[^{l−j}_2 ]+1 1 (2ν�1)2^{, esli j = 0, l} �^{1.}

42 O. L. VINOGRADOV

UqityvaØ, qto^∞ ∑ ν=1 1 (2ν−1)^2 = π^2 8 i ∞∑ ν=p+1 1 (2ν − 1)^2 ¿ ∞∫ p+1 dx (2x − 1)^2 = 1 2(2p + 1) , dlØ T_{lj} pri j = l, m − 1 poluqaem ocenku T_{lj} ¿ 2 π^2 ∞∑ ν=[^{j−l+1}_2 ]+1 1 (2ν − 1)^2 ¿ 1 π^2 ( 2[^{j−l+1}_2 ] + 1

) ¿^1_{π2(j − l + 2)} .

Razob~em s_l na tri summy:

Σ_1 = m−1∑ j=l (b_j − b_{l−1})T_{lj} , Σ_2 = b_{l−1} m−1∑ j=0 T_{lj} , Σ_3 = l−1∑ j=0 (b_j − b_{l−1})T_{lj} . Summa Σ_3, oqevidno, neotricatel~na. Summa Σ_2 takße neotricatel~na, potomu qto v nee vhodØt m − l slagaemyh, ravnyh^1_2 , i ne bolee, qem 2(m − l) ffkzemplØrov kaßdogo slagaemogo vida −^2_{π2}^1_{(2ν−1)2} . DlØ Σ_1 pri l = 1, m − 1, oboznaqaØ μ = m − l ∈ N, sdvigaØ indeks summirovaniØ i primenØØ neravenstvo Qebyxeva, imeem

Σ_1 ¿ 1 π^2 m−1∑ j=l m−l∑ r=m−j 1 r 1 j − l + 2 =

= 1 π^2 μ+l−1∑

j=l μ∑ r=μ+l−j 1 r 1 j − l + 2 = 1 π^2 μ∑ j=1 μ∑ r=μ−j+1 1 r 1 j + 1 ¿

¿^1_{π2}^1_μ^{( μ∑}_{j=1}^{μ∑}_{r=μ−j+1}^1_r^{)( μ∑}_{j=1}^1_{j + 1}^) =^1_{π2}^{μ∑}_{j=1}^1_{j + 1} ¿^1_{2π2} .

Analogiqno pri l = 0 i m ¿ 2

Σ_1 ¿ 1 π^2 m−1∑ j=1 m−1∑ r=m−j 1 r 1 j + 2 ¿ 1 3π^2 . Takim obrazom, pri vseh m ¿ 2 i l = 0, m − 1 budet

s_l = Σ_1 + Σ_2 + Σ_3 ¿ 1 3π^2 .

TOQNA˚ POSTO˚NNA˚ 43

Teper~, primenØØ preobrazovanie AbelØ i pol~zuØs~ simmetrieæ i vozrastaniem x_l, nahodim 2m−1∑

l=0 c_lx_l = 2 m−1∑ l=0 c_lx_l = 2 m−1∑ l=0 (s_l − s_{l+1})x_l =

= 2s_0x_0 + 2 m−1∑ l=1 s_l (x_l − x_{l−1}) ¿ 2 3π^2 ( x_0 + m−1∑ l=1 (x_l − x_{l−1}) ) = 2 3π^2 x_{m−1}. Zametim ewe, qto 1 2m 2m−1∑

j=0 b^2_j = 1 m m−1∑ j=1 (_{m−1}∑ r=m−j 1 r )_2

6^1_m^{m−1∑}_{j=1} ( m−1/2∫

m−j−1/2 dx x )_2 =

= 1 m m−1∑ j=1 ln^2 m − 1/2 m − j − 1/2 = 1 m m−1∑ j=1 ln^2 m − 1/2 j − 1/2 6 1∫ 0 ln^2 x dx = 2.

Okonqatel~no, sopostavim poluqennye neravenstva, ispol~zuem svoæstvo A.4 i neravenstvo Koxi–BunØkovskogo i vspomnim, qto x – ediniqnyæ sobstvennyæ vektor matricy A, otveqa¸wiæ sobstvennomu qislu λ:

x_{m−1} 6

3π^2 2 2m−1∑

l=0

2m−1∑

j=0 b_j d_{j−l}x_l 6 3γπ^2 4m 2m−1∑

j=0 b_j 2m−1∑

l=0 a_{j−l}x_l 6 6^{3γπ2}_2√_{2m} 1 2m 2m−1∑

j=0 b^2_j 2^{m−1} ∑ j=0 (_{2m−1}∑ l=0 a_{j−l}x_l )_2 6 6^{3γπ2}_2√_m^√(Ax, Ax) =^{3γπ2λ}_2√_m .

Svoæstvo X.4 dokazano.

A. N. Davidqik [8], podsqitav λ_n(1) pri n 6 50, poluqil ocenku λ(1) ¿ 1, 30. V toæ ße rabote on sformuliroval sledu- ¸wu¸ teoremu: pust~ funkciØ φ ∈ S takova, qto φ(1 − x) = φ(x) (x ∈ [ 0, 1]), φ(0) = φ(1) = 0 i dlØ nekotorogo ε > 0 integral

44 O. L. VINOGRADOV ε∫ 0 1−ρ(x) x^2 dx shoditsØ, gde ρ(x) = 1−x∫ 0 φ(y)φ(x + y) dy; posledovatel~-

nost~ operatorov U_n = U_{n,φ} zadaetsØ Ødrami

K_n(t) = ( 2 n∑ j=0 φ^2 ( j n ))−1 | | | | n∑ k=0 φ ( k n ) e^{ikt} | | | | | 2 . (6)

Togda lim_{n→∞} λ ( U_{n,φ}, π n ) =

= 1 2 + 2 π^2 + 1 π π/2∫ 0 ( 1 x − ctg x ) dx x + 1 π 1∫ 0 1 − ρ(x) x ctg πx 2 dx. 2. Dalee my poluqim, qto pri γ ∈ (0, 1] veliqina λ(γ) ravna

infimumu na S kvadratiqnogo funkcionala (B_γ φ, φ) = 1 π ∞∫ 0 ( 1 + [ t γπ ]) | | | | | | 1∫ 0 φ(x)e^{itx} dx | | | | | | 2 dt (koneqnogo, pravda, ne na vsem L_2[ 0, 1]). Poloßim μ(γ) = inf_{φ∈S}(B_γ φ, φ). Lemma 2. Pust~ Ωn =^{ ρ ∈ C[ 0, 1] : ρ(0) = 1, ρ(1) = 0, n∑ k=0 ′ ρ (_k n+1 ) cos kt ¿ 0 pri vseh t ∈ R } , Ω = { ρ ∈ C[ 0, 1] : ρ(0) = 1,

ρ(1) = 0, 1∫ 0 ρ(x) cos tx dx ¿ 0 pri vseh t ∈ R, ∞∫ 0 1∫ 0 ρ(x) cos tx dx dt < ∞ } . Togda pri vseh n ∈ Z_+ spravedlivo vkl¸qenie Ω ⊂ Ω_n.

Dokazatel~stvo. Voz~mem ρ ∈ Ω. Kak izvestno [10, s.170], dlØ

vseh qetnyh funkciæ f ∈ C π∫ 0 f(t) n∑ k=0 ′ ρ ( k n + 1 ) cos kt dt = ∞∫ 0 f ( t n + 1

)^1∫ 0 ρ(x) cos tx dx dt. (7)

TOQNA˚ POSTO˚NNA˚ 45

Sledovatel~no, dlØ vseh neotricatel~nyh f budet π∫ 0 f(t) n∑ k=0 ′ ρ ( k n + 1 ) cos kt dt ¿ 0,

a znaqit, i Ødro^n ∑ k=0 ′ ρ (_k n+1 ) cos kt ¿ 0, t.e. ρ ∈ Ω_n. Lemma doka-

zana.

Teorema 2. Pri vseh γ > 0 budet λ(γ) 6 μ(γ), a pri γ ∈ (0, 1]

spravedlivo ravenstvo λ(γ) = μ(γ).

Dokazatel~stvo. 1. Snaqala dokaßem, qto pri vseh n ∈ Z+ bu-

det λ_n(γ) 6 μ(γ) i, takim obrazom, λ(γ) 6 μ(γ). V silu lemmy 1 pri nahoßdenii λ_n(γ) moßno ograniqit~sØ operatorami iz Λ^+_n . Pri fftom, ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto

K_n(t) =^n ∑ k=0 ′ ρ (_k n+1 ) cos kt, gde ρ ∈ Ω_n. Ispol~zuØ ravenstvo (7)

i lemmu 2, imeem:

λ_n(γ) = inf_{ρ∈Ωn} 2 π π∫ 0 ( 1 + [ (n + 1)t γπ ])_n∑ k=0 ′ ρ ( k n + 1 ) cos kt dt =

= inf_{ρ∈Ωn} 2 π ∞∫ 0 f_n(t) 1∫ 0 ρ(x) cos tx dx dt 6 6 inf_{ρ∈Ω}^2_π ∞∫ 0 ( 1 + [ t γπ ])^1∫ 0 ρ(x) cos tx dx dt (f_n(t) – qetnaØ 2(n + 1)π-periodiqeskaØ funkciØ, ravnaØ 1 + [_t γπ ] na otrezke [ 0, (n + 1)π]). Pri fftom posledniæ infimum moßno brat~ po mnoßestvu funkciæ ρ, ne obØzatel~no udovletvorØ¸wih

uslovi¸^∞ ∫ 0 1∫ 0 ρ(x) cos tx dx dt < ∞. DlØ vsØkoæ funkcii φ, prinad-

leßaweæ S ∩ C[ 0, 1], budet 1 2 | | | | | | 1∫ 0 φ(x)e^{itx} dx | | | | | | 2 = 1 2 1∫ 0 1∫ 0 φ(x)φ(y) cos t(x − y) dx dy =

46 O. L. VINOGRADOV = 1 2 1∫ 0 1−y∫ −y φ(x + y)φ(y) cos tx dx dy = 1 2 1∫ 0 0∫ −y φ(x + y)φ(y) cos tx dx dy+

+ 1 2 1∫ 0 1−y∫ 0 φ(x + y)φ(y) cos tx dx dy = 1 2 0∫ −1 1∫ −x φ(x + y)φ(y) dy cos tx dx+

+ 1 2 1∫ 0 1−x∫ 0 φ(x + y)φ(y) dy cos tx dx = 1∫ 0 ρ(x) cos tx dx,

gde ρ(x) =^{1−x} ∫ 0 φ(x + y)φ(y) dy, ρ ∈ C[ 0, 1], ρ(1) = 0, ρ(0) =^1 ∫ 0 φ^2 = 1.

Znaqit, vvidu plotnosti C[ 0, 1] v L_2[ 0, 1]

λ_n(γ) 6 inf φ∈S∩C[ 0,1] (B_γ φ, φ) = inf_{φ∈S}(B_γ φ, φ) = μ(γ). 2. Teper~ dokaßem protivopoloßnoe neravenstvo λ(γ) ¿ μ(γ) pri γ ∈ (0, 1]. Opredelim operator B^{(n)}γ ravenstvom

(B^{(n)}_γ φ, φ) = n + 1 π π∫ 0 ( 1 + [ (n + 1)t γπ ]) | | | | | | | n∑ k=0

k+1 n+1∫ k n+1 φ e^{ikt} | | | | | | |

2 dt.

Poloßim φ_n(u) = √ n + 1 x^{(n)}_k pri u ∈ (_k n+1 ,^{k+1}_{n+1} ) , k = 0, n. Togda 1∫ 0 φ^2_n = n∑ k=0

k+1 n+1∫ k n+1 φ^2_n = (n + 1) n∑ k=0

k+1 n+1∫ k n+1 φ_n 2 = n∑ k=0 x^2_k = 1,

t.e. φ_n ∈ S. Krome togo, (B^{(n)}γ φ_n, φ_n) = (A^{(n)}γ x^{(n)}, x^{(n)}) = λ_n(γ).

Mnoßestvo E = {φ_{2m−1}}^∞_{m=2} otnositel~no kompaktno v L_2[ 0, 1]. �to sleduet iz svoæstv X.1–X.4 i teoremy M. Rissa (sm., naprimer, [11, s.320–321]; citiru¸ v qastnom sluqae prostranstva

L_2[ 0, 1]): dlØ togo, qtoby mnoßestvo E ⊂ L_2[ 0, 1] bylo otnosi-

tel~no kompaktnym, neobhodimo i dostatoqno, qtoby 1) E bylo ograniqeno,

TOQNA˚ POSTO˚NNA˚ 47

2) sdvinutye funkcii shodilis~ k dannoæ ravnomerno otno-

sitel~no φ ∈ E, t.e.^1 ∫ 0 |φ(u + τ ) − φ(u)|^2 du −→_{τ→0} 0 ravnomerno otno-

sitel~no φ ∈ E (φ(u) = 0 pri u /∈ [ 0, 1]). Vypolnenie usloviØ 1) oqevidno: φ_n ∈ S. Uslovie 2) proverØetsØ tak: dlØ vseh φ ∈ E i τ ∈ (0, 1/2) 1∫ 0 |φ(u + τ ) − φ(u)|^2 du 6 M 1∫ 0 |φ(u + τ ) − φ(u)| du =

= M 1/2−τ∫

0 (φ(u + τ ) − φ(u)) du+ + 1/2∫ 1/2−τ |φ(u + τ ) − φ(u)| du+

+ 1−τ∫ 1/2 (φ(u) − φ(u + τ )) du + 1∫ 1−τ φ(u) du =

= M 1/2+τ∫

1/2−τ φ + 1/2∫ 1/2−τ |φ(u + τ ) − φ(u)| du − τ∫ 0 φ 6 3M^2τ −→_{τ→0} 0, i analogiqno pri τ < 0. Znaqit, iz posledovatel~nosti {φ_{2m−1}} moßno vydelit~ podposledovatel~nost~ {φ_{nj} }, shodØwu¸sØ v

L_2[ 0, 1] k nekotoroæ funkcii φ ∈ S.

DelaØ zamenu peremennoæ v integrale, zapixem (B^(n^)γ φn, φn) = 1 π (n+1)π ∫ 0 ( 1 + [ t γπ ]) | | | | n∑ k=0

k+1 n+1∫ k n+1 φn e^i k n+1 t | | | |

2 dt = 1 π 1∫ 0 Gn(t) dt,

Gn(t) = ( 1 + [_t γπ ]) | |^n∑ k=0 (∫_{k+1n+1} k n+1 φn ) e^{i kn+1 t} | |^2 pri 0 6 t 6 (n + 1)π,

0 pri t > (n + 1)π.

Tak kak pri vseh t vypolnØetsØ sootnoxenie n_j∑

k=0

k+1 nj +1∫

k nj +1 φ_{nj} e^i k nj +1 t −→ j→∞ 1∫ 0 φ(x)e^{itx} dx,

48 O. L. VINOGRADOV

to posledovatel~nost~ G_{nj} potoqeqno shoditsØ k funkcii G(t) = ( 1 + [_t γπ ]) | | | 1∫ 0 φ(x)e^{itx} dx | | | | 2 , a (B_γ φ, φ) =^1_π^∞ ∫ 0 G(t) dt. Togda po

teoreme Fatu lim_{j→∞}(B^{(nj )}γ φ_{nj} , φ_{nj} ) ¿ (B_γ φ, φ). Znaqit, λ(γ) ¿

lim_{n→∞} λ_n(γ) ¿ μ(γ). Teorema dokazana.

Zameqanie 1. Pri dokazatel~stve teoremy 2 ustanovleno, qto

pri γ ∈ (0, 1] lim_{n→∞} λ_n(γ) = μ(γ). Vopros o suwestvovanii

lim_{n→∞} λ_n(γ) ostaetsØ otkrytym. A. N. Davidqik [2] privodit ocen-

ku lim_{n→∞} λ_n(1) ¿ 1, 198 . . ., no iz ego dokazatel~stva (vida λ_n(1) ¿

¿ Bn, lim_{n→∞} Bn = 1, 198 . . .) sleduet lix~ neravenstvo lim_{n→∞} λn(1) ¿

1, 198 . . ., no ne suwestvovanie lim_{n→∞} λ_n(1). Ves~ma veroØtno, qto

posledovatel~nost~ {λ_n(γ)} vozrastaet.

Zameqanie 2. Skoree vsego, uslovie γ 6 1 vo vtoroæ qasti teo-

remy izlixne i ravenstvo λ(γ) = μ(γ) dolßno imet~ mesto pri vseh γ > 0. K soßaleni¸, dokazatel~stvo teoremy opiraetsØ na specifiqeskie svoæstva matric A^{(n)}γ i ih sobstvennyh vektorov, a ih udalos~ ustanovit~ lix~ pri γ ∈ (0, 1].

Zameqanie 3. Ocenki sverhu dlØ veliqin, analogiqnyh λn(γ),

perenosØtsØ s prostranstva C na sluqaæ prostranstva M ⊂ C s polunormoæ P , udovletvorØ¸weæ usloviØm: a) dlØ vseh f ∈ M i

x ∈ R budet f(x + ·) ∈ M i P (f(x + ·)) = P (f) i b) naædetsØ takoe

M > 0, qto P (f) 6 M ‖f‖ dlØ vseh f ∈ M.

3. K tomu ße kvadratiqnomu funkcionalu privodit i zadaqa o

priblißenii na vewestvennoæ osi celymi funkciØmi koneqnoæ stepeni. V fftom punkte CR– prostranstvo ograniqennyh ravnomerno nepreryvnyh na R vewestvennoznaqnyh funkciæ, B_σ – mnoßestvo ograniqennyh na R celyh funkciæ stepeni ne vyxe

σ > 0, Λ^+_σ – mnoßestvo operatorov U_σ : CR→ B_σ vida

U_σ(f, x) = 1 π +∞∫ −∞ f(x + t)K_σ (t) dt, gde K_σ – qetnaØ neotricatel~naØ funkciØ stepeni ne vyxe σ i

TOQNA˚ POSTO˚NNA˚ 49 1 π +∞∫ −∞ K_σ = 1 (v silu neravenstv meßdu normami celyh funkciæ

koneqnoæ stepeni [12, s. 248] ffto vleqet K_σ ∈ B_σ ); mnoßestvo takih funkciæ oboznaqim qerez B^+_σ . Poloßim ℓ(U_σ , h) = sup_{f∈C} R ‖f − U_σ (f)‖ ω(f, h) , ℓ_σ (γ) = inf_{Uσ ∈Λ+σ} ℓ ( U_σ , γπ σ ) . Teorema 3. Pri vseh γ > 0 i σ > 0 budet ℓσ (γ) = μ(γ). Dokazatel~stvo. Kak ukazano v [3], ℓ(U_σ , h) = 2 π ∞∫ 0 ( 1 + [ t h ]) K_σ (t) dt. PolagaØ h =^{γπ}_σ i delaØ zamenu σt = τ , nahodim ℓ ( U_σ, γπ σ ) = 2 π ∞∫ 0 ( 1 + [ τ γπ ]) 1 σ K_σ ( τ σ ) dτ. Oqevidno, funkciØ^1_σ K_σ (_· σ ) ∈ B^+_1 , i obratno, dlØ vsØkoæ funk-

cii K_1 ∈ B^+_1 funkciØ σK_1(σ·) ∈ B^+_σ . Ots¸da ℓ_σ (γ) ne zavisit ot σ i ravno ℓ_1(γ). Tak kak dlØ vsØkoæ funkcii φ ∈ S funkciØ

K_1(t) =^1_2 | | | | 1∫ 0 φ(x)e^{itx} dx | | | | 2 prinadleßit B^+_1 , to ℓ_1(γ) 6 μ(γ). S dru-

goæ storony, vsØkaØ funkciØ K_1 ∈ B^+_1 ØvlØetsØ kvadratom modulØ nekotoroæ funkcii g ∈ B_{1/2} [12, s. 259]. Po teoreme Pffli–Vinera naædetsØ takaØ funkciØ ψ ∈ L_2[−1/2, 1/2], qto g(t) = 1/2∫ −1/2 ψ(x)e^{itx} dx = e^{−it/2} 1∫ 0 ψ(x − 1/2)e^{itx} dx.

Takim obrazom, K_1(t) =^1_2 | | | 1∫ 0 φ(x)e^{itx} dx | | | 2 (φ(x) = √ 2ψ(x − 1/2)).

Pri fftom po teoreme PlanxerelØ^1 ∫ 0 φ^2 =^1_π +∞∫ −∞ K_1 = 1. Znaqit,

ℓ_1(γ) ¿ μ(γ). Teorema dokazana.

50 O. L. VINOGRADOV

Otmetim, qto k minimizacii kvadratiqnogo funkcionala svodilas~ zadaqa o priblißenii poloßitel~nymi operatorami funkciæ klassov Zigmunda Z_α = {f ∈ C : |f(x+t)−2f(x)+f(x−t)| 6 2t^α pri vseh x ∈ R i t > 0}, 0 < α 6 2.

Pravda, tam zadaqa stavilas~ neskol~ko po drugomu. Oboznaqim ζ(U_n, α) = (n + 1)^α sup_{f∈Zα} ‖f − U_n(f)‖. V rabotah [13–15] pokazano, qto esli posledovatel~nost~ operatorov U_n = U_{n,φ} opredelØetsØ Ødrami iz formuly (6), i funkciØ φ udovletvorØet nekotorym usloviØm, to lim_{n→∞} ζ(U_{n,φ}, α) = 1 π ∞∫ 0 t^α | | | | | 1∫ 0 φ(x)e^{itx} dx | | | | | 2 dt = (W_αφ, φ) (ffta forma zapisi iz [15]). H. M. Kogan [16–18] minimiziroval

(W_αφ, φ) po φ, a v [19] podrobno issledoval operator W_1.

Dal~neæxaØ zadaqa sostoit v izuqenii funkcionala (B_γ φ, φ) i, konkretno, spektral~nyh svoæstv operatora B_γ . V kaqestve oblasti opredeleniØ operatora B_γ razumno vybrat~ plotnoe v L_2[ 0, 1] mnoßestvo^∘L^{(1)}_2 (√ x(1 − x); 0, 1 ) absol¸tno nepreryvnyh na [ 0, 1] funkciæ φ, takih qto φ(0) = φ(1) = 0 i 1∫ 0 √ x(1 − x)φ^{′2}(x) dx < ∞. Moßno dokazat~, qto spektr opera-

tora B_γ diskreten, operator B_γ imeet edinstvennu¸ poloßitel~nu¸ na (0, 1) sobstvennu¸ funkci¸ φ_γ ∈^∘L^{(1)}_2 (√ x(1 − x); 0, 1 ) , φ_γ (1 − x) = φ_γ (x). Otveqa¸wee eæ sobstvennoe qislo λ(γ) po-

loßitel~noe, prostoe i naimen~xee. Soglasno variacionnomu principu

λ(γ) = min

φ∈^∘L^{(1)}_2 (√_{x(1−x);0,1})_{∩S}(B^γ φ, φ) = (B^γ φ^γ , φ^γ ). Podrobnoe issledovanie operatora B_γ budet provedeno v otdel~noæ rabote.

TOQNA˚ POSTO˚NNA˚ 51

Zameqanie 4. Pust~ ργ (x) =^{1−x∫}_0 φγ (x + y)φγ (y) dy, operatory Vn

zada¸tsØ Ødrami (2) s kofffficientami ρ_k = ρ_γ (_k n+1 ) . Togda iz ravenstva 2 π π∫ 0 ( 1 + [ (n + 1)t γπ ])_n∑ k=0 ′ ρ_γ ( k n + 1 ) cos kt dt =

= 1 π ∞∫ 0 f_n(t) | | | | | 1∫ 0 φ_γ (x)e^{itx} dx | | | | | 2 dt (f_n iz dokazatel~stva teoremy 2) sleduet, qto sup_{n∈}Z_+ λ ( V_n,^{γπ}_{n+1} ) = = lim_{n→∞} λ ( V_n,^{γπ}_{n+1} ) = λ(γ).

Zameqanie 5. Veliqiny λ(γ) mogut byt~ podsqitany s l¸boæ

stepen~¸ toqnosti kakim-libo iz standartnyh metodov vyqisleniØ sobstvennyh qisel integral~nyh operatorov. Metod Ritca daet dlØ λ(γ) ocenku sverhu; dlØ ocenki snizu moßno ispol~zovat~ znaqeniØ λ_n(γ). Podsqet pokazyvaet, qto λ(1) = 1, 312 . . .

Literatura

1. Wang Xing-hua, The exact constant of approximation of continuous functions by the Jackson singular integral. — Chinese Math. 5, No. 2 (1964), 254–260.

2. A. N. Davidqik, Priblißenie nepreryvnyh funkciæ lineænymi poloßitel~nymi operatorami. — IssledovaniØ po sovremennym problemam summirovaniØ i priblißeniØ funkciæ i ih priloßeniØm, vyp.6 (1975), 48–51, Dnepropetrovsk.

3. V. V. ȷuk, G. I. Natanson, K voprosu priblißeniØ funkciæ posredstvom poloßitel~nyh operatorov. — Uqenye zapiski Tartuskogo gos. un-ta. Trudy po matematike i mehanike. Funkcional~nyæ analiz i priloßeniØ 19, vyp. 430 (1977), 58–69, Tartu.

4. N. I. Merlina, K voprosu priblißeniØ nepreryvnyh periodiqeskih funkciæ lineænymi poloßitel~nymi metodami approksimacii. — Upravlenie, nadeßnost~, navigaciØ, vyp.3 (1976), 153–157, Saransk.

5. V. V. ȷuk, G. I.Natanson, O priblißenii differenciruemyh periodiqeskih funkciæ lineænymi metodami. — Vestnik Leningr. un-ta, ser.1, vyp.4 (No. 19) (1977), 16–21.

6. O. L. Vinogradov, Nekotorye toqnye neravenstva dlØ vtorogo modulØ nepreryvnosti periodiqeskih funkciæ i funkciæ, prodolßennyh s otrezka. — Zap. nauq. semin. POMI 232 (1996), 33–49.

52 O. L. VINOGRADOV

7. G. Polia, G. Sege, Zadaqi i teoremy iz analiza. T.2. M., 1978. 8. A. N. Davidqik, Priblißenie periodiqeskih funkciæ lineænymi poloßitel~nymi operatorami. — IssledovaniØ po sovremennym problemam summirovaniØ i priblißeniØ funkciæ i ih priloßeniØm (1982), 187–193, Dnepropetrovsk.

9. G. G. Hardi, D. E. Littlvud, G. Polia, Neravenstva. M., 1948. 10. V. V. ȷuk, G. I. Natanson, Trigonometriqeskie rØdy Fur~e i fflementy teorii approksimacii. L., 1983.

11. L. V. Kantoroviq, G. P. Akilov, Funkcional~nyæ analiz. M., 1977. 12. A. F. Timan, TeoriØ priblißeniØ funkciæ deæstvitel~nogo peremennogo. M., 1960.

3. L. I. Bausov, PorØdok priblißeniØ funkciæ klassa Zα lineænymi poloßitel~nymi polinomial~nymi operatorami. — Uspehi matematiqeskih nauk 17, vyp. 1 (103) (1962), 149–155.

14. L. I. Bausov, O porØdke priblißeniØ funkciæ klassa Zα lineænymi poloßitel~nymi operatorami. — Matematiqeskie zametki 4, No. 2 (1968), 201–210.

15. V. A. Baskakov, O porØdke priblißeniØ differenciruemyh funkciæ nekotorymi lineænymi poloßitel~nymi operatorami. — Matematiqeskiæ sbornik 76 (118), No. 3 (1968), 344–361.

16. H. M. Kogan, Ob odnoæ variacionnoæ zadaqe teorii priblißeniæ. — ȷurnal vyqislitel~noæ matematiki i matematiqeskoæ fiziki 2, No. 1 (1962), 151–154.

17. H. M. Kogan, O porØdke priblißeniØ funkciæ klassa Zα lineænymi poloßitel~nymi polinomial~nymi operatorami. — IssledovaniØ po sovremennym problemam konstruktivnoæ teorii funkciæ (1965), 157–162, Baku.

18. H. M. Kogan, Rasqet toqnyh dvustoronnih ocenok pervogo sobstvennogo znaqeniØ singulØrnogo integro-differencial~nogo operatora. — Voprosy toqnosti i ffffektivnosti vyqislitel~nyh algoritmov (trudy simpoziuma), vyp.3 (1969), 86–97, Kiev.

19. H. M. Kogan, Ob odnom singulØrnom integro-differencial~nom uravnenii. — Differencial~nye uravneniØ 3, No. 2 (1967), 278–293.

Vinogradov O. L. The sharp constant in Jackson-type inequality for approximation by linear positive operators.

In what follows, C is the space of 2π-periodic continuous real-valued functions with uniform norm, ω(f, h) = sup_{|t|} 6h,x∈R^{|f(x + t) − f(x)| is the} first modulus of continuity of function f ∈ C with step h, H_n is the set of trigonometric polynomials of order not greater than n, L^+_n is the set of linear positive operators U_n : C → H_n (i.e. such that U_n(f) ¿ 0 for every f ¿ 0), L_2[ 0, 1] is the space of square integrable on [ 0, 1] functions,

λ_n(γ) = inf_{Un∈L+n} sup_{f∈C} ‖f − U_n(f)‖ ω(f,^{γπ}_{n+1} ) , λ(γ) = sup_{n∈}Z_+ λ_n(γ).

TOQNA˚ POSTO˚NNA˚ 53

It is proved that λ_n(γ) coincides with the smallest eigenvalue of some

matrix of order n + 1. The principal result of the paper is the following:

for every γ > 0 λ(γ) doesn’t outnumber and for γ ∈ (0, 1] is equal to the

minimum of square functional

(B_γ φ, φ) = 1 π ∞∫ 0 ( 1 + [ t γπ ]) | | | | | | 1∫ 0 φ(x)e^{itx} dx | | | | | | 2 dt

on the unit sphere of L_2[ 0, 1]. Then it is calculated that λ(1) = 1, 312 . . .

Postupilo 17 marta 1997 g. S.-Peterburgskiæ

gosudarstvennyæ universitet

olvin@ math.lgu.spb.su