Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 255, 1998 g.

E. S. Dubcov

PRAVIL^NYE UNITARNO INVARIANTNYE PROSTRANSTVA NA KOMPLEKSNO` SFERE

1. Vvedenie

Otpravnoæ toqkoæ dlØ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ sledu¸wee ponØtie.

Opredelenie ([1]). Predpoloßim, qto K – ffto kompaktnoe

Hausdorfovo prostranstvo, C(K) oboznaqaet prostranstvo vseh (kompleksnoznaqnyh) nepreryvnyh funkciæ na K, M (K) – prostranstvo vseh (kompleksnyh) regulØrnyh borelevskih mer na K. Pust~ X ⊂ C(K) – zamknutoe podprostranstvo i μ – poloßitel~naØ mera na M (K). Troæka (X, K, μ) nazyvaetsØ pravil~noæ, esli suwestvuet τ > 0, takoe qto neravenstvo sup ∫ K |f|^2 dμ : f ∈ X, |f| < φ > τ^∫ K φ^2 dμ (1.1)

vypolnØetsØ dlØ vseh φ ∈ C(K), φ > 0. �to zapisyvaetsØ kak (X, K, μ) ∈ (R). Pravil~nye troæki na kompleksnoæ sfere (t.e. sluqaæ K = S_n = {ζ ∈ C^n : |ζ| = 1}) vyzyva¸t osobyæ interes. V qastnosti, ffta tehnika dostavlØet naglØdnoe rexenie zadaqi o vnutrennih funkciØh v ediniqnom xare iz C^n (a takße v oblastØh s bolee sloßnoæ geometrieæ). V nastoØweæ rabote pravil~nye troæki issledu¸tsØ s toqki zreniØ spektral~noæ teorii funkciæ.

Zadaqa. Pust~ μ ∈ M (S) – poloßitel~naØ mera i podprostran-

stvo X ⊂ C(S) unitarno invariantno. ˚vlØetsØ li troæka (X, S, μ) pravil~noæ?

Issledovanie qastiqno podderßano grantom DGICYT (Centre de Recerca

Matemàtica, IEC, Barselona) i grantom RFFI 96-01-00693. 54

PRAVIL^NYE PROSTRANSTVA NA KOMPLEKSNO` SFERE 55 Poskol~ku unitarno invariantnym podprostranstvam prostranstva C(S) vzaimno odnoznaqno sootvetstvu¸t podmnoßestva Ω ⊂ Z^2_+ (takoe Ω nazyva¸t spektrom), to my prosto govorim, qto pravil~na troæka (Ω, S, μ). V qastnosti, v rabote poluqeny sledu¸wie rezul~taty.

Dostatoqnye usloviØ.

1) (Ω, S, μ) ∈ (R), esli Ω soderßit skol~ ugodno xirokie polosy, parallel~nye diagonali {(p, p) : p ∈ Z_+}. Naprimer, mnoßestvo {(p, q) : q 6 p 6 αq} ⊂ Z^2_+ ØvlØetsØ pravil~nym pri α > 1. 2) Zafiksiruem k ∈ Z_+. (Ω, S, μ) ∈ (R), esli Ω soderßit skol~ ugodno dlinnye intervaly gorizontal~nogo luqa Ω(k) = {(p, k) :

p ∈ Z+}. V qastnosti, luq Ω(k) pravilen.

Uslovie o “proizvol~no dlinnyh intervalah” ne sluqaæno. Deæstvitel~no, pust~ σ oboznaqaet meru Lebega na S; σ(S) = 1.

Neobhodimoe uslovie. Predpoloßim, qto (Ω, S, σ) ∈ (R). To-

gda mnoßestva {{(p_1, q_1), (p_2, q_2)} : p_1 + q_2 − p_2 − q_1 = k} beskoneqny dlØ vseh k ∈ Z_+.

UtverßdeniØ o pravil~nosti troek svØzany s kompaktnost~¸ opredelœnnyh operatorov GankelØ i da¸t interesnu¸ informaci¸ dlØ interpolØcionnyh zadaq (sm. niße). Otmetim takße, qto pravil~nost~ troæki (Ω, S, σ) vleqœt suwestvovanie singulØrnoæ mery so spektrom v Ω ∪ Ω, gde Ω = {(p, q) ∈ Z^2_+ : (q, p) ∈ Ω}.

AbstraktnaØ teoriØ pravil~nyh troek razvita v [1] (dal~- neæxie rezul~taty dany v [2] i [3]). Vaßnost~ rassmatrivaemogo svoæstva ill¸striruetsØ takße sledu¸wim ravnosil~nym svoæstvom (ffkvivalentnost~ dokazana v [1]).

Opredelenie. (X, K, μ) ∈ (R2), esli dlØ proizvol~nyh φ ∈ C(K),

φ > 0, ε > 0 suwestvuet funkciØ f ∈ X, takaØ qto |f| 6 φ na K i μ{|f| ≠ φ} < ε. OboznaqeniØ. Otkrytyæ ediniqnyæ xar v C^n oboznaqaetsØ Bn

ili B (kak pravilo, razmernost~ n zafiksirovana, pofftomu v dal~neæxem indeks n qasto opuskaetsØ), takim obrazom, S = ∂B i B = S ∪ B. M_+(S) = {μ ∈ M (S) : μ poloßitel~na}.

Esli n = 1, to B, S, σ obyqno zamenØ¸tsØ na D, Ti m. U = U(n) – (kompaktnaØ) gruppa vseh unitarnyh operatorov

na C^n. H(B) oboznaqaet klass vseh golomorfnyh funkciæ f : B → C . A(B) = H(B) ∩ C(B) – algebra golomorfnyh funkciæ

nepreryvnyh vplot~ do granicy.

56 E. S. DUBCOV

DlØ issledovaniØ funkciæ i mer, zadannyh na sfere, ispol~- zuetsØ klassiqeskiæ integral Puassona. Imenno, dlØ μ ∈ M (S)

P [μ](z) = ∫ S P (z, ζ) dμ(ζ) = ∫ S 1 − |z|^2 |z − ζ|^{2n} dμ(ζ) (z ∈ B, ζ ∈ S) – integral Puassona mery μ.

Ob unitarno invariantnyh prostranstvah na kompleksnoæ sfere. Prostranstvo X ⊂ L^0(S) nazyvaetsØ unitarno invari-

antnym, esli f ∘ U ∈ X dlØ vseh f ∈ X i U ∈ U. MonografiØ [4] (glava 12) soderßit vs¸ neobhodimu¸ informaci¸ o takih ob¨ektah. “�lementarnymi” U-invariantnymi prostranstvami ØvlØ¸tsØ H(p, q).

Opredelenie. Zafiksiruem razmernost~ n. DlØ neotricatel~-

nyh celyh qisel p i q oboznaqim qerez H(p, q) vektornoe prostranstvo vseh garmoniqeskih odnorodnyh mnogoqlenov v C^n polnoæ stepeni p + q, stepeni p po peremennym z_1, ..., z_n i stepeni q po z_1, ..., z_n. Tot ße simvol ispol~zuetsØ dlØ sußeniØ H(p, q) na S.

Otmetim, qto golomorfnye polinomy sootvetstvu¸t sluqa¸ q = 0 i antigolomorfnye – sluqa¸ p = 0. Pri n = 1 ffti dva varianta isqerpyva¸t vse vozmoßnosti: H(p, 0) = C z^p , H(0, q) =

C z^q i H(p, q) = {0} pri pq ≠ 0.

Sledu¸wie fakty garmoniqeskogo analiza na S horoxo izvestny. Prostranstvo H(p, q) ne imeet netrivial~nyh Uinvariantnyh podprostranstv i L^2(S) = ⊕_{(p,q)∈}Z2_+ H(p, q). Esli X = L^p(S) (1 6 p < ∞) ili X = C(S), a Y ⊂ X – U-invariantnoe podprostranstvo, to suwestvuet mnoßestvo Ω ⊂ Z^2_+, takoe qto Y = X_Ω^{def}= span_X {H(p, q) : (p, q) ∈ Ω}.

Qasto my budem ispol~zovat~ sledu¸wiæ rezul~tat ob umnoßenii H(p, q)-prostranstv. Pust~ H(p, q)· H(r, s) oboznaqaet mnoßestvo vseh f ∈ C(S), takih qto f = ∑_N j=1 g_jh_j dlØ nekotoryh g_j ∈ H(p, q), h_j ∈ H(r, s). Teorema 1.1 (pravilo umnoßeniØ, sm. [4], 12.4.4). Pust~ n > 2,

togda H(p, q) · H(r, s) ⊂ J∑ j=0 H(p + r − j, q + s − j),

PRAVIL^NYE PROSTRANSTVA NA KOMPLEKSNO` SFERE 57 gde J = min(p, s) + min(q, r). Bolee togo, esli n > 3, to imeet mesto ravenstvo.

Oboznaqim qerez K_{pq} ortogonal~nyæ proektor iz L^2(S) na H(p, q). Togda dlØ kaßdoæ toqki z ∈ S suwestvuet edinstvennaØ funkciØ K_{pq} (·, z) ∈ H(p, q) (vosproizvodØwee Ødro), takaØ qto (K_{pq} f)(z) = ⟨f, K_{pq} (·, z)⟩_L2_{(S)} = ∫ S K_{pq} (z, ζ)f(ζ) dσ(ζ). Spektr mery μ ∈ M (S) opredelØetsØ kak

spec (μ) = {(p, q) ∈ Z^2_+ : K_{pq} μ ≠ 0}.

DlØ opisaniØ spektrov udobno predstavlØt~ mnoßestvo Z^2_+ kak pervyæ kvadrant celoqislennoæ rexœtki na ploskosti. Esli f ∈ L^1(S), to my otoßdestvlØem funkci¸ f i meru fσ ∈ M (S). V qastnosti, esli X = L^p(S) (1 6 p < ∞) ili X = C(S), to X_Ω = {f ∈ X : spec (f) ⊂ Ω}.

Prostranstva golomorfnyh funkciæ – klassiqeskie i vaßnye primery U-invariantnyh prostranstv. Poloßim A(S) = {f ∈ C(S) : ∃ g ∈ A(B), t.q. f = g|_S }, togda A(S) – unitarno invariantnaØ algebra i A(S) = C_{Ω(0)}(S).

Svoæstvo (A(S), S, σ) ∈ (R) ustanovleno v [1]. Bolee togo, imeet mesto sledu¸waØ teorema (po opredeleni¸ Ω ∈ (LI_0), esli dlØ kaßdogo M ∈ Z_+ naædœtsØ m ∈ Z_+, takoe qto (m + j, 0) ∈ Ω dlØ vseh 0 6 j 6 M ).

Teorema 1.2 (A. B. Aleksandrov [1]). Predpoloßim, qto Ω ∈

(LI_0). Togda (C_Ω(S), S, μ) ∈ (R) dlØ vseh μ ∈ M_+(S).

Kak ukazano vyxe, my budem dokazyvat~ pravil~nost~ troek (C_Ω(S), S, μ) dlØ razliqnyh Ω ⊂ Z^2_+. Tak kak σ i X = C_Ω(S) U-invariantny, to imeet mesto implikaciØ (X, S, σ) ∈ (R) ⇒ (X, S, μ) ∈ (R) dlØ vseh poloßitel~nyh mer μ ∈ M (S) ([1], predloßenie 17). Pofftomu naxe vnimanie budet ograniqeno sluqaem μ = σ. Esli (C_Ω(S), S, σ) ∈ (R), to budet ispol~zovat~sØ kratkaØ zapis~ Ω ∈ (R).

OrganizaciØ stat~i. V naqale §2 rassmotrena model~naØ si-

tuaciØ K = T^n. Toqnee, esli Λ ⊂ Z^n i Λ soderßit proizvol~no bol~xie kuby, to spektr Λ pravilen. Poskol~ku monomy (haraktery) z^α, α ∈ Z^n, unimodulØrny na T^n, dokazatel~stvo prohodit

58 E. S. DUBCOV bez zatrudneniæ. V sluqae sfery neobhodimo naæti zamenu dlØ monomov z^α. Napomnim, qto Ryl~ i Voætawik postroili takie zamenØ¸wie polinomy v golomorfnom sluqae.

Teorema 1.3 (Ryl~ i Voætawik [5]). Suwestvu¸t Pj ∈ H(j, 0), j ∈ Z+, takie qto ‖Pj‖2 > 2^{−n}‖Pj‖∞. DlØ ustanovleniØ pravil~nosti spektrov, soderßawih xirokie polosy, ispol~zu¸tsØ mnogoqleny s podobnym svoæstvom i spektrom v diagonal~nom luqe s nomerom m, m ∈ Z. Takße v §2 Øvno postroeny polinomy RW -tipa P_j ∈ H(j, k), j ∈ Z_+, k fiksirovano.

Funkcii so spektrom na gorizontal~nyh (vertikal~nyh) luqah issledu¸tsØ v §3. Special~noe vnimanie udeleno sootvetstvu¸wim Ω-spektral~nym operatoram GankelØ. V §4 pokazano, qto svoæstva (RW ) (suwestvovanie polinomov RW -tipa) i (CH) (kompaktnost~ Ω-spektral~nyh operatorov GankelØ) vlekut pravil~nost~. ˚vnye primery poluqa¸tsØ primeneniem rezul~tatov iz §§2,3.

PrimeneniØ pravil~nyh troek pri izuqenii interpolØcionnyh mnoßestv predstavleny v §5. Osoboe vnimanie udeleno mnoßestvam pl¸rigarmoniqeskoæ interpolØcii. V zakl¸qitel~nom §6 obsußda¸tsØ primery “bol~xih” nepravil~nyh spektrov i spektry, dlØ kotoryh CH-svoæstvo ne vypolneno.

Zameqanie. Qast~ rezul~tatov iz §§3,4 byla anonsirovana

v [6].

2. Pravil~nost~ i svoæstvo RylØ-Voætawika Pravil~nye troæki i unimodulØrnye polinomy. Snaqala

my otklonimsØ ot osnovnoæ linii i rassmotrim model~nyæ sluqaæ gruppy T^n. Meru Haara na T^n oboznaqim qerez m_n. DlØ

Λ ⊂ Z^n opredelim CΛ(T^n) = {f ∈ C(T^n) : spec (f) ⊂ Λ}. Polo-

ßim Kub (α, r) = {β ∈ Z^n : |α_j − β_j | < r dlØ vseh 1 6 j 6 n}, α ∈ Z^n, r > 0. Opredelenie. Budem govorit~, qto Λ ⊂ Z^n soderßit bol~xie

kuby, esli dlØ vsØkogo N ∈ N naædœtsØ toqka α ∈ Z^n, takaØ qto Kub (α, N ) ⊂ Λ.

Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ qastnym sluqaem predloßeniØ 16 iz [1].

PRAVIL^NYE PROSTRANSTVA NA KOMPLEKSNO` SFERE 59

Predloßenie 2.1. Esli mnoßestvo Λ soderßit bol~xie kuby,

to (C_Λ(T^n), T^n, m_n) ∈ (R).

Dokazatel~stvo. TrebuetsØ ustanovit~ svoæstvo (1.1). Ne uma-

lØØ obwnosti moßno predpoloßit~, qto φ – poloßitel~nyæ mnogoqlen, a potomu spec (φ) ⊂ Kub (0, N ) dlØ nekotorogo N ∈ N. Svoæstvo bol~xih kubov daœt Kub (α, N ) ⊂ Λ. Poloßim f =^1_2 φz^α, togda |f| < φ, spec (f) ⊂ Kub (α, N ) ⊂ Λ (pofftomu f ∈ C_Λ(T^n)) i ‖f‖^2 =^1_4 ‖φ‖^2. �

Svoæstvo ‖z^α‖_2 = ‖z^α‖_∞ bylo rexa¸wim v predyduwem rassußdenii. Pofftomu interesno otmetit~, qto ravenstvo ‖P ‖_2 = ‖P ‖_∞ dlØ mnogoqlena P na S_n, n > 2, vleqœt P ≡ const. Deæstvitel~no, pust~ B^mR⊂ R^m oboznaqaet vewestvennyæ ediniqnyæ xar, S^{m−1}R = ∂B^mR. Nam potrebuetsØ lemma v razmernosti odin.

Lemma 2.2. Pust~ P – mnogoqlen, P : R^2 → C , P (S^1R) ⊂ T i

P (x_1, x_2) ≠ 0 dlØ vseh (x_1, x_2) ∈ B^2R. Togda P ≡ λ na S^1R, |λ| = 1.

Dokazatel~stvo.

Xag 1. Suwestvu¸t k ∈ Zi λ ∈ T, takie qto P (x1, x2) = λ(x1 +

ix_2)^k dlØ vseh (x_1, x_2) ∈ S^1R.

Poloßim ζ = x_1 + ix_2 (S^1Ri T otoßdestvleny). Pust~ P (ζ) = ∑ k16k6k2^ak^{ζk} dlØ^{ζ ∈} T,^k1^{, k}2^∈ Z. Predpoloßim, qto^k1^{≠ k}2 i a_{k1} a_{k2} ≠ 0, togda dlØ (k_1 − k_2)-ogo kofffficienta Fur~e imeem (P P )^(k_1 − k_2) = a_{k1} a_{k2} . S drugoæ storony (P P )^(k_1 − k_2) = 0, tak kak P (ζ)P (ζ) ≡ 1. Protivoreqie.

Xag 2. Esli P (x1, x2) = (x1 + ix2)^k, (x1, x2) ∈ S^1R, to k = 0.

Pust~ k ≠ 0, togda P (S^1R) = T. Rassmotrim gomotopi¸ γ_τ , τ ∈ [0, 1] s γ_0(t) = {e^{it}, t ∈ [0, 2π)} i γ_1(t) = {1}. Togda β_τ = P ∘ γ_τ – gomotopiØ s β_0(t) = {e^{ikt}, t ∈ [0, 2π)} i β_1(t) = {1}. Sledovatel~- no, suwestvuet τ ∈ (0, 1), takoe qto 0 ∈ β_τ [0, 1]; inymi slovami, P (x_1, x_2) = 0 dlØ nekotoroæ toqki (x_1, x_2) ∈ B^2R, protivoreqie. �

Predloßenie 2.3. Pust~ P : R^m → C ØvlØetsØ mnogoqlenom, m > 3, togda iz |P | = const na S^{m−1}R sleduet P = const na S^{m−1}R . Dokazatel~stvo. Pust~ |P | = 1 na S^{m−1}R . Vyberem seqenie D xa-

ra B^mRvewestvennoæ ploskost~¸ R^2 tak blizko k granice S^{m−1}R , qto P (x) ≠ 0 dlØ vseh x ∈ D (ffto vozmoßno, tak kak |P | = 1

60 E. S. DUBCOV na S^{m−1}R i P nepreryven). Zametim, qto D ⊂ R^2 est~ krug i P (∂D) ⊂ T, pofftomu lemma 2.2 pokazyvaet, qto P ≡ const na ∂D. Sledovatel~no, lokal~no P est~ konstanta i P ≡ const na S^{m−1}R .

�

Pofftomu stanovitsØ vaßnoæ bolee slabaØ ocenka ‖P ‖_2 > τ ‖P ‖_∞, 0 < τ < 1. Toqnee, interesen sledu¸wiæ vopros. Pust~

Ω ⊂ Z^2_+. Suwestvuet li takoe 0 < τ < 1, qto inf (p,q)∈Ω sup f∈H(p,q) { ‖f‖_2 ‖f‖_∞ : f ≢ 0 }

> τ ? (2.1)

DlØ Ω = {(p, 0) : p ∈ Z_+} teorema 1.3 daœt poloßitel~nyæ otvet. S drugoæ storony, esli Ω = {(p, p) : p ∈ Z_+}, to vopros (2.1) ostaœtsØ otkrytym (sm. [7], glava 1, 3.6). Tem ne menee, moßno ustanovit~ pravil~nost~ nekotoryh ob¨edineniæ diagonal~nyh luqeæ.

Spektr, parallel~nyæ diagonali. My budem izuqat~ pra-

vil~nost~ spektrov, soderßawih polosy, parallel~nye “diagonali” {(p, p) : p ∈ Z_+}.

Snaqala rassmotrim luqi. DlØ k ∈ Z i N ∈ Z_+ poloßim D(k, N ) = {(p, q) ∈ Z^2_+ : p − q = k i min(p, q) > N }, D(k) = D(k, 0). Otmetim, qto f ∈ C_{D(k)}(S) ⇔ f ∈ C(S) i f(λζ) = λ^kf(ζ) dlØ vseh ζ ∈ S i λ ∈ T (v qastnosti, f ∈ C_{D(0)}(S) ⇔ f ∈ C(S) i funkciØ f

T-invariantna). Deæstvitel~no, esli f(λζ) = λ^kf(ζ) i k ≠ p − q, to ∫ S f(ζ)K_{pq} (z, ζ) dσ(ζ) = ∫ S ∫ T^{f(λζ)Kpq (z, λζ) dm(λ)} dσ(ζ)

= ∫ S ∫ T^{λk+q−p dm(λ)} f(ζ)K_{pq} (z, ζ) dσ(ζ) = 0. ObratnaØ implikaciØ verna po opredeleni¸ prostranstva H(p, q), p − q = k. Takim obrazom, D(k, N ) ∉ (R). Odnako nekotorye “slabye” RW -mnogoqleny vsœ ße suwestvu¸t.

Lemma 2.4 (horoxo izvestnaØ). Pust~ f, g ∈ CR(S). Togda naæ-

dœtsØ operator U ∈ U, takoæ qto ∫ S f · (g ∘ U ) dσ = ∫ S f dσ · ∫ S g dσ.

PRAVIL^NYE PROSTRANSTVA NA KOMPLEKSNO` SFERE 61

Dokazatel~stvo. Tak kak gruppa U svØzna, to dostatoqno pro-

integrirovat~ po U i primenit~ teoremu Fubini. �

Lemma 2.5. Pust~ n > 2, k ∈ Zi N ∈ Z+. Togda suwestvuet mno-

goqlen P = P (k, N ), takoæ qto spec (P ) ⊂ D(k, N ) i const(n)‖P ‖_2 > ‖P ‖_∞ = 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ k = 0. Oboznaqim qerez πn : Sn →

C P^{n−1} kanoniqesku¸ proekci¸ na proektivnoe prostranstvo.

DlØ g ∈ C_{D(0)}(S_n) sootvetstvu¸wiæ π-obraz ĝ korrektno opredelœn ravenstvom ĝ(πζ) = g(ζ), ζ ∈ S_n (takim obrazom, imeetsØ vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu C_{D(0)}(S_n) i C(C P^{n−1} )).

Pust~ N ∈ Z_+ i C_N (C P^{n−1}) sootvetstvuet prostranstvu C_{D(0,N)}(S_n).

Poloßim σ̂ = π_n(σ), togda troæka (C(C P^{n−1} ), C P^{n−1}, σ̂), oqevidno, pravil~na. Tak kak C_N (C P^{n−1}) ⊂ C(C P^{n−1} ) est~ podprostranstvo koneqnoæ korazmernosti, to (C_N (C P^{n−1} ), C P^{n−1} , σ̂) ∈ (R) (sm. [1]). Napomnim, qto (R) ⇔ (R2), pofftomu naædœtsØ mnogoqlen P̂ ∈ C_N (C P^{n−1}), takoæ qto 2‖P̂ ‖_2 > ‖P̂ ‖_∞ = 1. Pust~ P sootvetstvuet mnogoqlenu P̂ , togda 2‖P ‖_2 > ‖P ‖_∞ = 1 takße.

V obwem sluqae k ∈ Z_+ (ne umalØØ obwnosti) i N ∈ Z_+. Vyberem mnogoqlen P_0, takoæ qto spec (P_0) ⊂ D(0, N + k) i 2‖P_0‖_2 > ‖P_0‖_∞ = 1. Pust~ R_k ∈ H(k, 0) ØvlØetsØ RW -polinomom (t.e. const (n)‖R_k‖_2 > ‖R_k‖_∞ = 1, sm. teoremu 1.3) i ‖P_0 · (R_k ∘ U_k)‖_2 = ‖P_0‖_2‖R_k‖_2 (U_k ∈ U – ispol~zovana lemma 2.4), togda spec (P_0 · (R_k ∘ U_k)) ⊂ D(k, N ) v silu teoremy 1.1. DlØ zaverxeniØ argumenta poloßim P = P_0 · (R_k ∘ U_k). � DlØ (p, q) ∈ Z^2_+ sootvetstvu¸waØ polosa xiriny L ∈ Z_+ opredelØetsØ ravenstvom Π(p, q, L) = {(k, m) ∈ Z^2_+ : p − q 6 k − m 6 p − q + L i q 6 m} (otmetim, qto Π(p, q, 0) est~ luq).

Opredelenie. Mnoßestvo Ω ⊂ Z^2_+ soderßit xirokie polosy,

esli dlØ vsØkogo M ∈ Z_+ suwestvuet toqka (p, q) ∈ Z^2_+, takaØ qto Π(p, q, M ) ⊂ Ω. Teorema 1.1 dostavlØet pravilo umnoßeniØ dlØ polos.

Lemma 2.6. Pust~ φ ∈ C(S), L ∈ Z+ i spec (φ) ⊂ {(p, q) ∈ Z^2_+ :

p + q 6 L}. Pust~ (r, s) ∈ Z^2_+, P ∈ C(S) i spec (P ) ⊂ {(r + L + t, s + t) :

t > L}. Togda spec (φP ) ⊂ Π(r, s, 2L).

Dokazatel~stvo. Tak kak p+q 6 L i t > L, to (r+L+t+p, s+t+q) ∈

Π(r + L, s + L, 2L). S drugoæ storony, J = min(p, s + t) + min(q, r +

62 E. S. DUBCOV

L + t) 6 p + q 6 L, otkuda (r + L + t + p − j, s + t + q − j) ∈ Π(r, s, 2L) dlØ vseh 0 6 j 6 J. Teper~ primenim teoremu 1.1. �

Teorema 2.7. Esli Ω soderßit xirokie polosy, to Ω ∈ (R).

Dokazatel~stvo. My deæstvuem kak v predloßenii 2.1 i pred-

polagaem, qto φ ØvlØetsØ poloßitel~nym mnogoqlenom, a potomu spec (φ) ⊂ {(p, q) ∈ Z^2_+ : p + q 6 L} dlØ nekotorogo L ∈ Z_+.

Svoæstvo xirokih polos daœt taku¸ toqku (k, m) ∈ Z^2_+, qto Π(k, m, 2L) ⊂ Ω. Lemma 2.5 dostavlØet mnogoqlen P , takoæ qto spec (P ) ⊂ Π(k + 2L, m + L, 0) i C‖P ‖_2 > ‖P ‖_∞ = 1. Vyberem po lemme 2.4 takoæ operator U ∈ U, qto ‖(P ∘ U )φ‖_2 = ‖P ‖_2‖φ‖_2.

Teper~ opredelim f =^1_2 (P ∘ U )φ. Togda |f| < φ, ‖f‖_2 > (1/2C)‖φ‖_2 i po lemme 2.6 spec (f) ⊂ Π(k, m, 2L), t.e. f ∈ C_Ω(S). �

Primer 2.8. Pust~ 0 < α < 1 i Δ(1, α) = {(p, q) ∈ Z^2_+ : p > q >

αp}, togda Δ(1, α) ∈ (R). Bolee togo, pust~ Λ ⊂ Z_+ soderßit proizvol~no dlinnye intervaly (t.e. dlØ vsØkogo N ∈ Z_+ naædœtsØ takoe m ∈ Z_+, qto m + j ∈ Λ dlØ vseh 0 6 j 6 N ), togda spektr

Δ(1, α) ∩ {(p, q) ∈ Z^2_+ : p − q ∈ Λ} ØvlØetsØ pravil~nym.

RW -mnogoqleny na gorizontal~nyh luqah. My vozvrawaemsØ

k voprosu (2.1) v sluqae gorizontal~nogo luqa. Imenno, pri k ∈

Z+ rassmotrim spektr Ω = Ω(k) = {(p, k) : p ∈ Z+}.

Snaqala napomnim metody dlØ postroeniØ sootvetstvu¸wih golomorfnyh mnogoqlenov (t.e. dlØ k = 0). Dokazatel~stvo v [5] osnovano na teorii koneqnomernyh banahovyh prostranstv, v [5] oqerqen i vtoroæ sposob s ispol~zovaniem funkciæ Rademahera. (sm. takße [8], §2). Polinomy Rudina-Xapiro primeneny v Øvnoæ konstrukcii v [9] (dlØ n = 2). Nekotorye usileniØ rezul~- tatov iz [5] predstavleny v [10].

V [7] pokazano, qto abstraktnyæ RW -metod rabotaet dlØ Ω(k) i pri k > 0. My dadim konstruktivnoe dokazatel~stvo sootvetstvu¸wego fakta.

Predloßenie 2.9. Pust~ k ∈ Z+ i n > 2. Togda suwestvu¸t kon-

stanta c(k, n) > 0 i mnogoqleny W_p ∈ H(p, k), takie qto dlØ vseh

p ∈ Z+ imeem

(a) |W_p(ζ)| 6 1 dlØ vseh ζ ∈ S, (b) ‖W_p‖_L2_{(σ)} > c(n, k).

PRAVIL^NYE PROSTRANSTVA NA KOMPLEKSNO` SFERE 63

Dokazatel~stvo. DlØ ζ, η ∈ S poloßim d^2(ζ, η) = 1 − |⟨ζ, η⟩|^2 i

E_δ(η) = {ζ ∈ S : d(ζ, η) < δ} (0 < δ 6 1). Napomnim, qto d udovletvorØet neravenstvu treugol~nika i σ(E_δ) = δ^{2n−2}.

Zafiksiruem k ∈ Z_+ i predpoloßim (ne umalØØ obwnosti), qto p > k + n −1. V dal~neæxem p takße fiksirovano. Opredelim f(z) = f_{pk}(z) := (2p)^{k/2}z^p_1 z^k_2.

Otmetim, qto |f(z)| dostigaet svoego maksimuma na mnoßestve |z_1|^2 = p/(p + k), bolee togo, esli ε^2 > p/(p + k), to

max{|f(z)| : z ∈ S \ E_ε(e_1)} = (2p)^{k/2}(1 − ε^2)^{p/2}ε^k. Poloßim δ^2 = 1/2p. Pust~ B ∈ N stol~ veliko, qto ∞∑ m=B (m + 1)^{k+2n−2} exp(−m^2/4) < 1/3 i B > (2k)^{1/2}.

V silu 1.4.9 iz [4], imeem ∫ S |f|^2 dσ = (2p)^k (n − 1)! p! k!

(n − 1 + p + k)! > 1 (2p)^{n−1} = δ^{2n−2}. S drugoæ storony B^2δ^2 > k/p > k/(p + k), pofftomu ∫ S\E_{Bδ} (e1) |f|^2 dσ 6 ∑ m¿B^σ ( E_{(m+1)δ} ) · max{|f(z)| : z ∈ S \ E_{mδ} (e_1)}

6^∑_m

¿B^{(m + 1)} 2n−2δ2n−2(1 − m2δ2)p/2mkδk(2p)k/2

6 δ^{2n−2 ∞∑}_{m=B}(m + 1)^{k+2n−2} exp(−pδ^2m^2/2) · (2pδ^2)^{k/2}

= δ^{2n−2} ∞∑ m=B (m + 1)^{k+2n−2} exp(−m^2/4) 6 δ^{2n−2} 3 . V summe poluqaem ∫ E_{Bδ}(e1) |f|^2 dσ > 2 3 δ^{2n−2}, ‖f‖_L2_{(EBδ(e1))} > 2 3 δ^{n−1}. Pust~ teper~ A ∈ N stol~ veliko, qto B^{k+n−1} ∞∑ m=A (m + 2)^{k+2n−2} exp(−m^2B^2/4) < 1/3.

64 E. S. DUBCOV Vyberem takie toqki {η_j}^M_{j=1} ⊂ S, qto E_{ABδ}(η_j ) ne ime¸t poparnyh pereseqeniæ i odnovremenno ⋃_M j=1 E_{2ABδ}(η_j ) ⊃ S. Poslednee vkl¸qenie vleqœt ocenki M (2ABδ)^{2n−2} = M σ(E_{2ABδ}) > 1, M > (2ABδ)^{2−2n}. Zafiksiruem takie operatory U_j ∈ U, qto U_j (η_j) = e_1 i oprede- lim g_j = f ∘ U_j , h = M∑ j=1 g_j. Togda vypolneno

‖h‖^2_L2_{(σ)} > M∑ j=1 ∫ E_{Bδ}(η_j ) |h|^2 dσ, (2.2)

‖h‖_L2_{(EBδ (ηj ))} > ‖g_j ‖_{L2(EBδ(ηj ))} − ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ i≠j g_i ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_{L2(EBδ (ηj ))} , (2.3)

‖g_j ‖_L2_{(EBδ(ηj ))} = ‖f‖_L2_{(EBδ(e1))} > 2 3 δ^{n−1}. (2.4)

Zafiksiruem j_0 ∈ [1, M ] i ζ ∈ E_{Bδ} (η_{j0}). DlØ m ∈ Z_+ opredelim H_m = {η_i : mBδ 6 d(ζ, η_i) 6 (m + 1)Bδ, i ≠ j_0}. Po vyboru toqek {η_j}^M_{j=1} imeem H_m = ? dlØ m < A. S drugoæ storony, esli η_i ∈ H_m, to

|g_i(ζ)| 6 (mBδ)^k (2p)^{k/2} exp(−m^2B^2/4).

Teper~ ocenim |H_m| (koliqestvo fflementov v H_m). Tak kak mnoßestva E_{Bδ}(η_i) poparno diz¨¸nktny i E_{Bδ(ηi)} ⊂ E_{(m+2)Bδ} (ζ), to poluqaem |H_m| 6 (m + 2)^{2n−2}. Otkuda ∑ i≠j0 |g_i(ζ)| 6 ∞∑ m=A (m + 2)^{k+2n−2}B^k exp(−m^2B^2/4) < 1 3B^{n−1} , ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ i≠j0 g_i ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_{L2} (EBδ(ηj_0 ))

6 σ^{1/2}(EBδ )^1_{3Bn−1} =^{δn−1}_3 .

PRAVIL^NYE PROSTRANSTVA NA KOMPLEKSNO` SFERE 65 V silu (2.3) i (2.4) imeem ‖h‖_L2(_{EBδ (ηj0 )}) > δ^{n−1} 3 . Nakonec, (2.2) dostavlØet

‖h‖^2 > M δ^{2n−2} 9 >^1_{9(2AB)2n−2} .

Otmetim, qto konstanty A i B zavisØt tol~ko ot k, n. Pofftomu dostatoqno ravnomerno ocenit~ modul~ |h(ζ)|, ζ ∈ S. Pust~ ζ ∈ S, togda neravenstvo d(ζ, η_j) 6 Bδ imeet mesto ne bolee, qem dlØ odnogo indeksa j ∈ [1, M ]. Poskol~ku mnoßestva E_{ABδ}(η_j) diz¨- ¸nktny, poluqennye vyxe ocenki da¸t |h(ζ)| 6 M∑ j=1 |g_j(ζ)|

6 (2p)^{k/2 ( p}_{p + k}^{)p/2 ( k}_{p + k}^{)k/2} +^{∞∑}_{m=A}^{(m + 2)k+2n−2Bk}

exp(m^2B^2/4)

6 Σ(k) < +∞.

My poluqaem (a) i (b) posle normirovki W_p = h_p/Σ(k). �

3. Funkcii so spektrom na gorizontal~nyh luqah

V §2 byli issledovany nekotorye ob¨edineniØ diagonal~- nyh luqeæ, teper~ my rassmatrivaem gorizontal~nye luqi. V dal~neæxem predpolagaetsØ, qto k, m ∈ Z_+ i k > m. Poloßim Ω(k, m) = {(p, q) ∈ Z^2_+ : k > q > m}. V nastoØwem razdele budut poluqeny predvaritel~nye rezul~taty o funkciØh so spektrom v Ω(k, m) (priloßeniØ k voprosam pravil~nosti dany v §4).

Prostranstva Akm i H^p_{km}. Opredelim A_{km}(S) = C_{Ω(k,m)}(S), A_k(S) = A_{kk}(S), H^p_{km}(S) = L^p_{Ω(k,m)}(S), H^p_k (S) = H^p_{kk}(S) (1 6 p < ∞).

Poloßim takße H^p_{km}(B) = {P [f] : f ∈ H^p_{km}(S)} (zdes~ P [f] – integral Puassona), opredelenie prostranstva A_{km}(B) analogiqno.

66 E. S. DUBCOV

Esli k = m = 0, to rassmatrivaemye prostranstva sovpada¸t s klassami Hardi H^p(B) i xarovoæ algebroæ A(B). DlØ prostranstv H^p_{km}(B) (1 6 p < ∞) imeetsØ opisanie v duhe klassiqeskogo H^p(B)-opredeleniØ. Imenno, oboznaqim qerez h_Ω(B) (Ω ⊂ Z^2_+) prostranstvo takih funkciæ u, qto u(z) = ∑ (p,q)∈Ω u_{pq}(z) (z ∈ B), (3.1)

gde u_{pq} ∈ H(p, q) i rØd (3.1) shoditsØ ravnomerno na kompaktnyh podmnoßestvah xara (t.o. funkciØ u garmoniqna). Pust~ 1 6 p < ∞, togda h^p_Ω(B) – ffto mnoßestvo takih u ∈ h_Ω(B), qto

sup 0<r<1 ∫ S |u(rζ)|^p dσ(ζ) 1/p < +∞. (3.2)

Horoxo izvestno, qto pri p > 1 uslovie (3.2) vleqœt suwestvovanie takoæ funkcii f ∈ L^p(S), qto u = P [f]. Zametim, qto ‖u_r − f‖_p → 0 pri r → 1−, pofftomu spec (f) ⊂ Ω. Otkuda h^p_Ω(B) = L^p_Ω(B), p > 1. Esli p = 1, to (3.2) dostavlØet u = P [μ] dlØ nekotoroæ mery μ ∈ M (S). Kak i vyxe, imeem spec (μ) ⊂ Ω. Teper~ napomnim (sm. [11]), qto uslovie spec (μ) ⊂ Ω(k, m) vleqœt μ ≪ σ, otkuda h^1_{Ω(k,m)}(B) = H^1_{km}(B).

Otmetim, qto v razmernosti odin (t.e. n = 1) imeem A_{k0}(T) = z^k A(T), a prostranstva A_{km}(T) ime¸t koneqnu¸ razmernost~ dlØ vseh m > 0. Esli n > 2, to prostranstva A_{k0}(B) takße tesno svØzany s algebroæ A(B). Naprimer, imeetsØ estestvennoe opisanie fftih prostranstv v terminah ∂-proizvodnoæ. Deæstvitel~- no, esli f ∈ A_{k0}(B), to ∂^{k+1}f = 0 v B (po opredeleni¸ poslednee ravenstvo oznaqaet, qto D_{j1} D_{j2} . . . D_{jk+1} f = 0 dlØ vseh posledovatel~nosteæ {j_s}^{k+1}_{s=1} , gde 1 6 j_s 6 n). Esli f – mnogoqlen, to my nemedlenno imeem ffto utverßdenie; obwiæ sluqaæ poluqaetsØ posle polinomial~noæ approksimacii. S drugoæ storony, obratnoe verno daße dlØ negarmoniqeskih funkciæ.

Predloßenie 3.1. Pust~ f ∈ C(B) ∩ C^{k+1}(B) i ∂^{k+1}f = 0 v B.

Togda f|_S ∈ A_{k0}(S) i sootvetstvenno ∂^{k+1}P [f|_S ] = 0 v B.

Dokazatel~stvo. Tak kak fr → f v prostranstve C(S) pri

r → 1−, to utverßdenie predloßeniØ dostatoqno proverit~ dlØ

PRAVIL^NYE PROSTRANSTVA NA KOMPLEKSNO` SFERE 67

f_r , 0 < r < 1. Vospol~zuemsØ kasatel~nymi operatorami Koxi- Rimana L_{ij} = z_iD_j − z_jD_i, 1 6 i < j 6 n. Pust~ q > 1, u ∈ H(p, q), u ≠ 0. Horoxo izvestno (sm. [4], 18.3.3), qto togda L_{ij}u ∈ H(p + 1, q − 1) dlØ vseh i, j, a takße L_{ij} u ≠ 0 dlØ nekotoryh i i j.

Poloßim f_{pq} = K_{pq}[f_r ]. Pust~ f_{pq} ≠ 0 dlØ nekotorogo q > k, togda naædutsØ posledovatel~nosti i_s, j_s (1 6 s 6 k + 1), takie qto L_{i1j1} . . . L_{ik+1jk+1} f_{pq} ≠ 0, otkuda L_{i1j1} . . . L_{ik+1jk+1} f_r ≠ 0 takße. S drugoæ storony, ravenstvo ∂^{k+1}f = 0 vleqœt L_{i1j1} . . . L_{ik+1jk+1} f_r (ζ) = 0 dlØ ζ ∈ S, protivoreqie.

Tak kak K_{pq} [f_r] = 0 dlØ vseh q > k, to f_r ∈ A_{k0}(S), pofftomu f|_S ∈ A_{k0}(S), otkuda P [f|_S ] ∈ A_{k0}(B) i ∂^{k+1}P [f|_S ] = 0. �

Sledstvie 3.2. Pust~ f ∈ Ak0(S), g ∈ Am0(S). Togda fg ∈

A_{(k+m)0}(S). V qastnosti, A_{k0}(S) ØvlØetsØ U-invariantnym modulem nad algebroæ A(S).

Dokazatel~stvo 1. Tak kak ∂^{k+m+1}(P [f] · P [g]) = 0 v xare, to

utverßdenie sleduet iz predloßeniØ 3.1.

Dokazatel~stvo 2. Primenim teoremu 1.1. � VosproizvodØwie Ødra dlØ prostranstv H^2_k(B). DlØ Ω ⊂ Z^2_+

oboznaqim qerez K_Ω(ζ, z) vosproizvodØwee Ødro dlØ prostranstva L^2_Ω(B). Po opredeleni¸ ffto oznaqaet, qto K_Ω(·, z) ∈ L^2_Ω(S) dlØ vseh z ∈ B i f(z) = ⟨f, K_Ω(·, z)⟩_L2_{(S)} dlØ vseh f ∈ L^2_Ω(B) i z ∈ B, t.e. f(z) = ∫ S f(ζ) K_Ω(ζ, z) dσ(ζ) = ∫ S K_Ω(z, ζ) f(ζ) dσ(ζ). (3.3) Esli mnoßestvo Ω sostoit iz edinstvennoæ toqki (p, q), to budet ispol~zovat~sØ preßnee oboznaqenie K_{pq} (z, ζ) (sm. §1); v fftom sluqae formula (3.3) verna takße pri z ∈ S.

Napomnim, qto Ω(k) = {(p, k) ∈ Z^2_+} dlØ k ∈ Z_+. Mnoßestvo Ω(k) sootvetstvuet prostranstvu H^2_k(B) (v preßnih oboznaqeni- Øh), C_k(z, ζ) budet oboznaqat~ vosproizvodØwee Ødro dlØ fftogo prostranstva. Otmetim, qto C_0(z, ζ) = C(z, ζ) – ffto klassiqeskoe

68 E. S. DUBCOV vosproizvodØwee Ødro dlØ klassa Hardi H^2(B), ego nazyva¸t Ødrom Koxi (ili Koxi-Segœ). Verna sledu¸waØ ØvnaØ formula C(z, ζ) = (1 − ⟨z, ζ⟩)^{−n} (z ∈ B, ζ ∈ S). Naxa pervaØ cel~ – pokazat~, qto singulØrnosti Øder |C_k(z, ζ)| i |C(z, ζ)| ves~ma shoßi. Preßde vsego, napomnim nekotorye svoæstva Øder K_{pq} (z, ζ) i prostranstv H(p, q). Pust~ D(p, q, n) oboznaqaet razmernost~ prostranstva H(p, q). Kombinatornoe rassußdenie pokazyvaet (sm. [7]), qto D(p, q, n) = ( p + n − 2 p )( q + n − 2 q ) p + q + n − 1 n − 1 (n > 2). (3.4)

Pri ζ ∈ S, z ∈ B, vypolnØetsØ ocenka (sm. [7]) |K_{pq}(z, ζ)| 6 |z|^{p+q}D(p, q, n). (3.5) Svoæstva (3.4) i (3.5) da¸t sledu¸wu¸ estestvennu¸ formulu dlØ Ω-spektral~nogo vosproizvodØwego Ødra (my opuskaem standartnoe rassußdenie).

Lemma 3.3. Pust~ Ω ⊂ Z^2_+, togda

K_Ω(z, ζ) = ∑ (p,q)∈Ω K_{pq} (z, ζ), z ∈ B, ζ ∈ S. PoslednØØ lemma, Øvnye formuly dlØ K_{pq}(z, ζ) i summirovanie neskol~kih geometriqeskih progressiæ da¸t formuly dlØ Øder C_k(z, ζ). Deæstvitel~no, pri p > q imeem (sm. [7], glava 1, 3.2) K_{pq} (z, ζ) = D(p, q, n)⟨z, ζ⟩^{p−q}P^{p−q,n−2}_q ( |⟨z, ζ⟩|^2 |z|^2 ) · |z|^{2q}, gde z ∈ B, ζ ∈ S i P^{α,β}_m (s α, β > −1) oboznaqaet mnogoqlen stepeni m ortogonal~nyæ v L^2([0, 1], x^α(1− x)^β dx) vsem mnogoqlenam men~xeæ stepeni i normirovannyæ usloviem P^{α,β}_m (1) = 1 (inymi slovami, P^{α,β}_m est~ polinom ˚kobi (sm. [12])).

Naprimer (sm. [6]),

C_1(z, ζ) = n ⟨ζ, z⟩ − |z|^2 (1 − ⟨z, ζ⟩)^{n+1} − |z|^2 (1 − ⟨z, ζ⟩)^n .

PRAVIL^NYE PROSTRANSTVA NA KOMPLEKSNO` SFERE 69 V qastnosti, |C_1(z, ζ)| 6 n + 1 |1 − ⟨z, ζ⟩|^n = (n + 1)|C(z, ζ)| dlØ vseh z ∈ B, ζ ∈ S. PoslednØØ ocenka okazyvaetsØ rexa¸weæ i verna dlØ vseh k ∈ Z+. Teorema 3.4. Predpoloßim, qto n > 2, k ∈ Z+ i Ck(z, ζ) est~

vosproizvodØwee Ødro dlØ prostranstva H^2_k(B_n). Togda C_k(z, ζ) = k∑ m=0 P_m (z, z, ⟨z, ζ⟩, ⟨ζ, z⟩) ( ⟨ζ, z⟩ − |z|^2 )_m (1 − ⟨z, ζ⟩)^{n+m} , dlØ nekotoryh polinomov P_m. V qastnosti, |C_k(z, ζ)| 6 const (k, n) |C(z, ζ)| dlØ vseh z ∈ B, ζ ∈ S. Dokazatel~stvo. My opuskaem rutinnye vyqisleniØ, osnovan-

nye na svoæstvah polinomov ˚kobi. �

Operatory Tœplica i GankelØ. Teper~ my gotovy izuqit~ in-

tegral~nye operatory, poroßdœnnye Ødrami C_k(z, ζ). Otmetim, qto formula (3.3) avtomatiqeski verna dlØ f ∈ L^1_Ω(B). Pofftomu dlØ f ∈ L^1(S) opredelim

K_Ω[f](z) = ∫ S K_Ω(z, ζ)f(ζ) dσ(ζ) (z ∈ B). Budem nazyvat~ K_Ω[f] Ω-preobrazovaniem Koxi funkcii f. Operator K_Ω, zadannyæ na L^2(S) ukazannoæ formuloæ, est~ ortogonal~nyæ proektor na L^2_Ω. Kak obyqno, my ispol~zuem oboznaqenie C_k[f] v sluqae mnoßestva Ω(k).

Zameqanie. Bezuslovno, formula, dannaØ v teoreme 3.4, poka-

zyvaet, qto operator C_k imeet sil~nyæ tip (p, p), 1 < p < ∞, slabyæ (1, 1) tip i t.d.

Poskol~ku mera σ U-invariantna i K_Ω(U z, ζ) = K_Ω(z, U^{−1}ζ) (U ∈ U), to preobrazovanie Koxi kommutiruet s deæstviem unitarnoæ gruppy U.

70 E. S. DUBCOV

Lemma 3.5. Pust~ f ∈ L^1(S), Ω ⊂ Z^2_+ i U ∈ U. Togda KΩ[f ∘ U ] =

(K_Ω[f]) ∘ U .

Operatorom Tœplica (toqnee, analogom klassiqeskogo operatora Tœplica) s simvolom φ ∈ C(S) budem nazyvat~ operator T_{Ω,φ} : L^2(S) → L^2_Ω(B), opredelœnnyæ ravenstvom T_{Ω,φ}[f](z) = K_Ω[φf](z), z ∈ B. Ω-spektral~nyæ operator GankelØ V_{Ω,φ} : L^2(S) → L^2(S) (takße analog klassiqeskogo) deæstvuet po formule V_{Ω,φ}[f](ζ) = φ(ζ)K_Ω[f](ζ) − T_{Ω,φ}[f](ζ) (ζ ∈ S). DlØ Ω = Ω(k) ispol~zu¸tsØ oboznaqeniØ T_{k,φ} i V_{k,φ}. Pri izuqenii operatora GankelØ udobno prodolßit~ simvol φ do funkcii nepreryvnoæ na B, opredelit~ funkci¸ f v xare posredstvom integrala Puassona i rassmatrivat~ funkci¸ V_{Ω,φ}[f](z) pri z ∈ B. Otmetim, qto znaqeniØ V_{Ω,φ}[f](ζ), ζ ∈ S ne zavisØt ot sposoba prodolßeniØ dlØ φ.

V dal~neæxem sledu¸waØ teorema budet vaßnym instrumentom.

Teorema 3.6. Pust~ φ ∈ C^1(S), k ∈ Z+. Togda (a) T_{k,φ}(A_k(S)) ⊂ A_k(B). (b) V_{k,φ}(C(S)) ⊂ C(S) i operator V_{k,φ} : C(S) → C(S) kompakten. (c) UtverßdeniØ (a) i (b) verny dlØ prostranstv i operatorov, sootvetstvu¸wih mnoßestvu Z^2_+ \ Ω(k).

Dokazatel~stvo. Ne umalØØ obwnosti predpoloßim, qto sim-

vol φ prodolßen do funkcii iz C^1(B). Napomnim, qto V_{k,φ}[f](z) = ∫ S [φ(z) − φ(ζ)]C_k(z, ζ)f(ζ) dσ(ζ) (z ∈ B). Poloßim e_1 = (1, 0, . . ., 0). Tak kak φ ∈ C^1(B), to v silu teoremy 3.4 dlØ vseh r ∈ [0, 1) imeem |φ(re_1) − φ(ζ)| |C_k(re_1, ζ)| 6 const |re_1 − ζ| |1 − ⟨re_1, ζ⟩|^n

6 const |1 − ζ1|^{1/2−n}. (3.6)

Zametim, qto |1− ζ_1|^{1/2−n} ∈ L^1(S), pofftomu ispol~zovanie lemmy 3.5 pokazyvaet, qto funkciØ V_{k,φ}[f](z) ravnomerno nepreryvna pri z ∈ B. Sledovatel~no, ffta funkciØ prodolßima po nepreryvnosti na B. PervaØ qast~ utverßdeniØ (b) dokazana.

PRAVIL^NYE PROSTRANSTVA NA KOMPLEKSNO` SFERE 71 Tak kak φf ∈ C(B) i T_{k,φ}[f] = φf − V_{k,φ}[f] (dlØ f ∈ A_k(S)), to verno utverßdenie (a). S drugoæ storony, ocenka (3.6) pokazyvaet, qto semeæstvo {V_{k,φ}[f] : ‖f‖_∞ 6 1} ravnostepenno nepreryvno i ravnomerno ograniqeno. Teper~ teorema Arcela-Askoli dostavlØet (b).

Toßdestvo VZ2_{+\Ω(k),φ} + V_{Ω(k),φ} = VZ2_{+,φ} ≡ 0 vleqœt (c). �

Zameqanie. Teorema 3.6 imeet mesto i pri men~xih ograniqe-

niØh na simvol φ. Tak, dostatoqno predpolagat~, qto funkciØ φ udovletvorØet uslovi¸ Dini (sm. [4], 6.5.4; neobhodimo vnov~ primenit~ teoremu 3.4 i lemmu 3.5).

4. Pravil~nost~ i kompaktnye operatory GankelØ Napomnim, qto spektr Ω(0) = {(p, 0) : p ∈ Z_+} pravilen (teorema 1.2). V nastoØwem razdele pokazano, qto luqi Ω(k) = {(p, k) :

p ∈ Z+}, k ∈ Z+ takße pravil~ny. �to budet sledovat~ iz odnogo

obwego utverßdeniØ i rezul~tatov iz §§2,3. Zafiksiruem spektr

Ω ⊂ Z^2_+. Sledu¸wie dva ograniqeniØ na Ω igra¸t rexa¸wu¸

rol~.

(RW)-svoæstvo. (Suwestvovanie mnogoqlenov RW -tipa, sr. s teoremoæ 1.3 i §2.) Suwestvuet konstanta c = c(Ω) > 0 i posledovatel~nost~ mnogoqlenov {R_j}^∞_{j=0}, takie qto R_j ∈ H(p_j , q_j) ⊂ C_Ω(S), max(p_j , q_j) > j i

c‖R_j‖_L2_{(σ)} > ‖R_j‖_L1_{(σ)} = 1.

Zameqanie. Moßno rassmatrivat~ modifikaci¸ privedœnnogo

svoæstva, kogda spec (R_j ) – ffto ne edinstvennaØ toqka, a podmnoßestvo v Ω (sr. s lemmoæ 2.5).

(CH)-svoæstvo. (Kompaktnost~ Ω-spektral~nogo operatora GankelØ.) Ω-spektral~nyæ operator GankelØ V_{Ω,φ} kompaktno deæstvuet iz C_Ω(S) v C(S) dlØ kaßdogo mnogoqlena φ ∈ C(S).

Pri vypolnenii svoæstv (RW ) i (CH) moßno ustanovit~ pravil~nost~ troæki (C_Ω(S), S, σ), ispol~zuØ metod iz [1]. Kak obyqno, nam potrebuet lemma ob umnoßenii. DlØ (r, s) ∈ Z^2_+ i L ∈ Z_+ poloßim Sq (r, s, L) = {(p, q) ∈ Z^2_+ : |p − r| + |q − s| < L} (kvadrat s centrom (r, s)). Otmetim, qto Sq (r, s, 0) = ?.

72 E. S. DUBCOV

Lemma 4.1. Pust~ φ ∈ C(S), L ∈ N, spec (φ) ⊂ Sq (0, 0, L) i ψ ∈

H(r, s). Togda spec (φ · ψ) ⊂ Sq (r, s, L).

Teorema 4.2. Pust~ Ω ∈ (RW ) i Ω ∈ (CH). Pust~ {(pj, qj)}^∞_{j=0} –

posledovatel~nost~ iz RW -svoæstva, L_j ∈ Z_+ i sup{L_j : j ∈ Z_+} = ∞. Togda Ω ∩ ⋃ j∈Z+^{Sq (pj , qj, Lj )} ∈ (R). V qastnosti, Ω ∈ (RW ) ∩ (CH) ⇒ Ω ∈ (R).

Dokazatel~stvo. DlØ dannogo mnogoqlena φ ∈ C(S), φ > 0, ne-

obhodimo proverit~ svoæstvo (1.1). Pust~ spec (φ) ⊂ Sq (0, 0, L) dlØ nekotorogo L ∈ N. Zafiksiruem taku¸ posledovatel~nost~ {j_k}^∞_{k=0}, qto L_{jk} > L. Svoæstvo (RW ) dostavlØet mnogoqleny R_{jk} . Lemma 2.4 daœt takie operatory U_k ∈ U, qto

‖φ · (R_{jk} ∘ U_k)‖^2 = ‖φ‖^2 ‖R_{jk} ‖^2 > ‖φ‖^2/c(Ω).

Opredelim g_k = R_{jk} ∘U_k, f_k = 2T_{Ω,φ}[g_k]/3 = 2 (φ · g_k − V_{Ω,φ}[g_k]) /3. Po lemme 4.1 vypolneno spec (f_k) ⊂ Ω ∩ Sq (p_{jk} , q_{jk} , L_{jk} ).

Imeem g_k ∈ H(p_{jk} , q_{jk} ), p_{jk} + q_{jk} > j_k → ∞ pri k → ∞ i ‖g_k‖_∞ = 1, pofftomu posledovatel~nost~ {g_k}^∞_{k=0} shoditsØ k nul¸ v slaboæ topologii prostranstva L^2(σ). A potomu i posledovatel~nost~ {V_{Ω,φ}[g_k]}^∞_{k=0} shoditsØ k nul¸ v slaboæ topologii prostranstva L^2(σ). Ispol~zuØ (CH)-svoæstvo, my poluqaem

lim_{k→∞} ‖V_{Ω,φ}[g_k]‖_{C(S)} = 0. (4.1)

Deæstvitel~no, pust~ poslednee ravenstvo ne verno. Tak kak operator V_{Ω,φ} : C_Ω(S) → C(S) kompakten i posledovatel~nost~ {g_k}^∞_{k=0} ograniqena v C_Ω(S), to nekotoraØ podposledovatel~nost~ iz {V_{Ω,φ}[g_k]}^∞_{k=0} shoditsØ (v C(S), a potomu i v slaboæ topologii L^2(σ)) k nenulevomu predelu, protivoreqie.

Takim obrazom, dlØ dostatoqno bol~xih k (4.1) daet |f_k(ζ)| < φ(ζ)‖g_k‖_{C(S)} 6 φ(ζ), ζ ∈ S, ‖f_k‖^2 > 1 3 ‖φg_k‖^2 > 1 3c(Ω)

‖φ‖^2. �

Primenim poluqennyæ rezul~tat dlØ gorizontal~nyh luqeæ.

PRAVIL^NYE PROSTRANSTVA NA KOMPLEKSNO` SFERE 73

Opredelenie. Pust~ k ∈ Z+ i Ω ⊂ Z^2_+. My pixem Ω ∈ (LIk)

(dlinnye intervaly na urovne k), esli dlØ vsØkogo M ∈ Z_+ naædœtsØ takoe m ∈ Z_+, qto (m + j, k) ∈ Ω dlØ vseh 0 6 j 6 M .

Sledstvie 4.3. Pust~ k ∈ Z+ i Ω ∈ (LIk), togda Ω ∈ (R). V qast-

nosti, mnoßestvo Ω(k) pravil~no.

Dokazatel~stvo. Predloßenie 2.9 daœt svoæstvo Ω(k) ∈ (RW ).

Po teoreme 3.6 imeem Ω(k) ∈ (CH). �

Zameqanie. Poslednee sledstvie daœt, v qastnosti, singulØr-

nye predstavlØ¸wie (dlØ xarovoæ algebry) mery so spektrom v Ω(k) ∪ Ω(k) ∪ {(0, 0)}, k > 1.

Sledu¸wiæ fakt dostavlØet primery pravil~nyh spektrov inogo tipa.

Sledstvie 4.4. Suwestvuet takaØ vozrasta¸waØ funkciØ Φ :

Z+ → Z+, qto limp→∞ Φ(p) = ∞ i dlØ vsØkogo α > 0 spektr

Δ(Φ, α) = {(p, q) ∈ Z^2_+ : Φ(p) 6 q 6 αp} pravilen.

Zameqanie. Pust~ k ∈ Z+, α > 0, togda pereseqenie Δ(Φ, α)∩Ω(k)

koneqno. Interesno takße sravnenie s primerom 2.8.

Dokazatel~stvo. Poloßim a0 = 1 i postroim po indukcii po-

sledovatel~nost~ {a_j }^∞_{j=0}, a_{j+1} > 2a_j. Pust~ a_j ∈ Z_+ postroeno. V silu sledstviØ 4.3 (svoæstvo (R2)) naædutsØ mnogoqlen P_j i M_j ∈ Z_+, takie qto spec (P_j) ⊂ [(a^2_j + j, a_j), (a^2_j + M_j, a_j)] ⊂ Z^2_+ i 2‖P_j‖_2 > ‖P_j‖_∞ = 1. Vyberem takoe a_{j+1} ∈ Z_+, qto a^2_{j+1} > a^2_j + M_j + j i a_{j+1} > 2a_j. Dalee rabotaet indukciØ.

Pust~ j ∈ Z_+ i p ∈ [a^2_j , a^2_{j+1}), togda opredelim Φ(p) = a_j −j. DlØ proverki pravil~nosti mnoßestva Δ(Φ, α) primenim argument iz dokazatel~stva teoremy 2.7. �

5. InterpolØcionnye mnoßestva na sfere Opredelenie. Pust~ X ⊂ C(S) – zamknutoe podprostranstvo i

E ⊂ S – kompakt. E nazyvaetsØ (I)-mnoßestvom (interpolØcionnoe mnoßestvo dlØ X), esli X |_E = C(E).

E ØvlØetsØ (N )-mnoßestvom (nul~-mnoßestvo), esli |μ|(K) = 0 dlØ vseh μ ∈ X^⊥, gde X^⊥ = {μ ∈ M (S) : ∫ S f dμ = 0 dlØ vseh f ∈ X} – annulØtor podprostranstva X.

Privedœnnye opredeleniØ ØvlØ¸tsØ klassiqeskimi. Nam takße potrebu¸tsØ dva bolee special~nyh ponØtiØ.

74 E. S. DUBCOV

Opredelenie. E ⊂ S nazyvaetsØ (SP I)-mnoßestvom (strogaØ

pik-interpolØciØ), esli dlØ proizvol~nyh g ∈ C(E) i p ∈ C(S), p > 0, |g| 6 p na E, suwestvuet funkciØ f ∈ X, takaØ qto f |_E = g i |f| 6 p na S. E nazyvaetsØ (SP )-mnoßestvom (strogiæ pik), esli E ≠ S i privedœnnoe vyxe svoæstvo vypolnØetsØ dlØ g ≡ 1.

Napomnim dve klassiqeskie teoremy.

Teorema 5.1 (teorema Bixopa, sm. [4], 10.3.1). (N ) ⇒ (P I). Teorema 5.2 (teorema Gliksberga, sm. [13], glava 2, 12.5). Pred-

poloßim, qto μ ∈ X^⊥ ⇒ μ |_E ∈ X^⊥. Pust~ f ∈ X |_E , p ∈ C(S), p > 0 i |f| 6 p na E. Togda suwestvuet funkciØ g ∈ X, takaØ qto g |_E = f i |g| 6 p na S.

Sledstvie 5.3. (SP I) ⇔ (N ).

Dokazatel~stvo. Teoremy Bixopa i Gliksberga dostavlØ¸t

trudnu¸ qast~ (N ) ⇒ (SP I). Pofftomu pust~ E ∈ (SP I) i f ∈ C(E). Vyberem ravnomerno ograniqennu¸ posledovatel~nost~ {h_k}^∞_{k=1} ⊂ X, taku¸ qto h_k |_E ≡ f i h_k → 0 na S \ E pri k → ∞. Predpoloßim, qto μ ∈ X^⊥, togda 0 = ∫ S h_k dμ → ∫ E f dμ. Tak kak f ∈ C(E) proizvol~na, to |μ|(E) = 0. � Teper~ rassmotrim sluqaæ X = C_Ω(S), Ω ⊂ Z^2_+. Napomnim, qto dlØ Ω = Ω(0) (t.e. X = A(S)) vse vvedœnnye opredeleniØ ffkvivalentny (imeetsØ mnogo interesnyh rezul~tatov v fftoæ situacii, dal~neæxie detali privedeny v [4], 10.1.2). Pl¸rigarmoniqeskiæ sluqaæ Ω = {(p, q) ∈ Z^2_+ : pq = 0} (t.e. X = P HC(S) = {f ∈ C(S) : ∃g ∈ C(B), t.q. g pl¸rigarmoniqna v B, g |_S = f)} bolee zamyslovat.

Pl¸rigarmoniqeskie funkcii. Suwestvuet bol~xoe koliqe-

stvo kompaktov E ⊂ S, takih qto E ∈ (I) dlØ P HC(S), no E ∉ (I) dlØ A(S) (prosteæxiæ primer – ffto bol~xaØ okrußnost~

Tζ = {λζ : λ ∈ T}, ζ ∈ S). Pofftomu interesno otmetit~ takoæ

fakt.

Predloßenie 5.4. Sledu¸wie svoæstva ffkvivalentny.

(1) (SP ) dlØ P HC(S), (2) (N ) dlØ P HC(S), (3) (N ) dlØ A(S).

Dokazatel~stvo. (1) ⇒ (3). Pust~ E ∈ (SP ).

PRAVIL^NYE PROSTRANSTVA NA KOMPLEKSNO` SFERE 75 Sluqaæ 1: σ(K) = 0. Opredelim M_0(S) = {ρ ∈ M_+(S) : ρ(S) = 1 i ∫ S f dρ = f(0) dlØ vseh f ∈ A(B)} (predstavlØ¸wie mery).

Pust~ μ ∈ A(S)^⊥ , togda v silu teoremy Henkina-Koula-Rffndßa (sm. [4], 9.6) suwestvuet ρ ∈ M_0(S), takaØ qto μ ≪ ρ. Vyberem posledovatel~nost~ {f_k}^∞_{k=1} ⊂ P HC(S), taku¸ qto f_k = 1 na E i

1 > |fk| → 0 na S \ E. Togda ∫ S f_k dρ = ∫ S f_k dσ → 0 pri k → ∞. S drugoæ storony, ∫ S f_k dρ → ρ(E), otkuda ρ(E) = 0 i |μ|(E) = 0.

Sluqaæ 2: σ(E) > 0. Pust~ {f_k}^∞_{k=1} iz sluqaØ 1. Togda f_kσ → 11 |_E σ ≠ 0 v *-slaboæ topologii prostranstva M (S). Sledovatel~no, integral Puassona P [11 |_E σ] pl¸rigarmoniqen, a potomu zamknutyæ nositel~ mery 11 |_E σ raven S (sm. [14]), t.e. E = S, protivoreqie.

Oqevidno, qto (3) ⇒ (2), a takße (2) ⇒ (1) po sledstvi¸ 5.3.

�

Teper~ my privedœm odin otricatel~nyæ rezul~tat o (I)- mnoßestvah dlØ P HC(S). Imenno, esli σ(E) > 0, to E ∉ (I) (sm. [15], gde poluqeny poloßitel~nye rezul~taty na prostyh gladkih krivyh). My dadim fflementarnoe dokazatel~stvo bez pravil~nyh troek (shodnyæ argument ispol~zovan v [16] pri izuqenii polikrugovoæ algebry); s pomow~¸ pravil~nyh troek v sledu¸wem podrazdele budet poluqeno bolee sil~noe utverßdenie.

Rassmotrim ediniqnyæ tor T^n i prostranstvo P HC(T^n) = span_{C(}Tn_){z^α : α ∈ Z^n_+ ili α ∈ Z^n_−}. Poloßim F (Z^n) = {(−k_1, k_2, . . . k_n) : k_j ∈ Z_+}, G(Z^n) = −F (Z^n), J(Z^n) = Z^n \ F (Z^n). Opredelim J(T^n) = span_{C(}Tn_){z^α : α ∈ J(Z^n)}, opredeleniØ prostranstv F (T^n) i G(T^n) analogiqny. Oqevidno, qto P HC(T^n) ⊂

J(T^n). Otmetim takße vkl¸qenie J(T^n) · G(T^n) ⊂ J(T^n). (5.1)

Predloßenie 5.5. Pust~ E ∈ (I) dlØ J(T^n). Togda mn(E) = 0. V

qastnosti, esli E ∈ (I) dlØ P HC(T^n), to m_n(E) = 0.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto E ∈ (I) i mn(E) > 0.

Esli g ∈ C(E) i ‖g‖_∞ 6 1, to po teoreme ob otkrytom otobraßenii suwestvuet funkciØ f ∈ J(T^n), takaØ qto f |_E = g

76 E. S. DUBCOV

i ‖f‖_{C(}Tn_) 6 C, gde C > 0 (inymi slovami, E ØvlØetsØ (I)- mnoßestvom s konstantoæ C).

Zafiksiruem ε = m_n(E)/10C > 0. Predstavim T^n v vide ob¨- edineniØ mnoßestv E, K i L, gde K kompaktno i m_n(L) < ε.

Vyberem funkci¸ φ ∈ C(S), taku¸ qto φ |_E ≡ 1, φ |_K ≡ 2ε

i 1 > φ > 2ε na S. Naædœm polinom p, takoæ qto |p − φ| 6 ε.

Vvedœm vspomogatel~nu¸ funkci¸ h(z) = z_1z_2 . . . z_n. Tak kak p – mnogoqlen, to naædœtsØ m ∈ N, takoe qto ψ = h^mp ∈ G(T^n). Otmetim, qto |φ − |ψ|| < ε, v qastnosti ∫ E |ψ| dm_n > m_n(E)/2. (5.2) V silu (5.1) imeem fψ ∈ J(T^n). S drugoæ storony, hm_n ∈

J(T^n)^⊥, otkuda^∫_S fψh dmn = 0, sledovatel~no | | | | | ∫ E ψgh dm_n | | | | | = | | | | | ∫ E ψfh dm_n | | | | |

6

| | | | | ∫ K

| | | | | + | | | | | ∫ L

| | | | |

6 3εC + 2Cε.

Tak kak |h| = 1 i g ∈ C(E) – proizvol~naØ funkciØ, to ∫ E |ψ| dm_n < 5Cε = m_n(E)/2, qto protivoreqit (5.2). �

Sledstvie 5.6. Pust~ E ∈ (I) dlØ P HC(S), togda σ(E) = 0.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim tor T^n = {z ∈ C^n : |zj| = n^{−1/2}} i

polikrug D^n = {z ∈ C^n : |z_j | < n^{−1/2}}, togda T^n ⊂ S_n i D^n ⊂ B_n. Pofftomu, esli f ∈ P HC(S_n), to f |_T n ∈ P HC(T^n).

Pust~ E ∈ (I) dlØ P HC(S_n) i σ(E) > 0, togda suwestvuet unitarnyæ operator U ∈ U, takoæ qto m_n(U E) > 0. Tak kak prostranstvo P HC(S_n) U-invariantno, to U E ∈ (I) dlØ P HC(S_n), otkuda U E ∩ T^n ∈ (I) dlØ P HC(T^n), protivoreqie. �

Teper~ my ispol~zuem pravil~nye troæki, qtoby dokazat~ predyduwiæ rezul~tat dlØ prostranstv, kotorye xire, qem P HC(S). InterpolØcionnye mnoßestva i pravil~nost~.

Predloßenie 5.7. Pust~ Ω ⊂ Z^2_+ i Λ = Z^2_+ \ Ω. Predpoloßim,

qto Ω ∈ (R) i E ∈ (I) dlØ C_Λ(S). Togda σ(E) = 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ E – ffto (I)-mnoßestvo s konstantoæ C

i σ(E) > 0. Vyberem taku¸ funkci¸ φ ∈ C(S), qto 1 > φ > 0,

PRAVIL^NYE PROSTRANSTVA NA KOMPLEKSNO` SFERE 77

φ |_E ≡ 1 i ∫

S\E φ dσ < σ(E)/3C. Tak kak (R) ⇔ (R2) (sm. §1), naædœtsØ takaØ funkciØ g ∈ C_Ω(S), qto |g| 6 φ i σ{|g| ≠ φ} < σ(E)/2, v qastnosti, σ{ζ ∈ E : |g(ζ)| = 1} > σ(E)/2. Po opredeleni¸ interpolØcionnogo mnoßestva s konstantoæ C imeem f |_E ≡ g |_E , gde f ∈ C_Λ(S), ||f||_{C(S)} 6 C. Tak kak Ω∩Λ = ?, to ∫ S fg dσ = 0. S drugoæ storony, verny ocenki | | | | | | ∫ S fg dσ | | | | | |

>^∫

E |f|^2 dσ − | | | | | | ∫ S\E fg dσ | | | | | | >^{σ(E)}_2 −^{Cσ(E)}_{3C} > 0,

protivoreqie. �

Sledstvie 5.8. Pust~ 0 < α < 1 i k ∈ Z+. Predpoloßim, qto {(p, q) ∈ Z^2_+ : αp 6 q} ⊂ Ω ⊂ Z^2_+ \ {(p, k) : αp > q}. Togda E ∈ (I) dlØ C_Ω(S) ⇔ σ(E) = 0. TakaØ ße ffkvivalentnost~

verna dlØ Ω = {(p, q) ∈ Z^2_+ : (q, p) ∈ Ω}.

Dokazatel~stvo. Esli E ∈ (I) dlØ CΩ(S), to σ(E) = 0 v silu

sledstviØ 4.3 i predloßeniØ 5.7. S drugoæ storony, esli μ ∈ C_Ω(S)^⊥ , to μ ≪ σ v silu odnoæ iz versiæ teoremy brat~ev Riss (sm. [11]). Inymi slovami, esli σ(E) = 0, to E ∈ (N ) dlØ C_Ω(S), t.e. E ∈ (I) dlØ C_Ω(S). �

6. Nepravil~nost~ i nekompaktnye operatory GankelØ

Nepravil~nye spektry. Teoremy 2.7 i 4.2 da¸t dostatoqnye

usloviØ dlØ pravil~nosti. V nastoØwem podrazdele my privedœm odno neobhodimoe arifmetiqeskoe uslovie.

Opredelenie. Pust~ Ω ⊂ Z^2_+, k ∈ Z. k-kratnost~¸ spektra Ω

nazyvaetsØ mnoßestvo M(Ω, k) = {{(p_1, q_1), (p_2, q_2)} : p_1 + q_2 − p_2 −

q_1 = k}.

Zameqanie. Pust~ f ∈ H(p1, q1), g ∈ H(p2, q2), togda spec (fg) ⊂

{(p, q) ∈ Z^2_+ : p − q = p_1 + q_2 − p_2 − q_1} v silu teoremy 1.1. �to ob¨- ØsnØet dannoe vyxe opredelenie. Otmetim takße, qto M(Ω, 0) koneqno togda i tol~ko togda, kogda Ω koneqno.

78 E. S. DUBCOV

Qtoby poluqit~ dostatoqnoe uslovie, vospol~zuemsØ sledu¸- wim ponØtiem.

Opredelenie. Pust~ Ω ⊂ Z^2_+. Togda Ω ∈ (R3), esli dlØ vsØkoæ

φ ∈ C(S), φ > 0, naædœtsØ funkciØ f ∈ L^2_Ω(S), takaØ qto |f| = φ σ-p.v.

Napomnim, qto (R) ⇒ (R3) (sm. [1]).

Predloßenie 6.1. Pust~ n > 2 (razmernost~), Ω ⊂ Z^2_+ i Ω ∈ (R3).

Togda mnoßestvo M(Ω, k) beskoneqno dlØ vseh k ∈ Z.

Dokazatel~stvo. Pust~ M(Ω, k) koneqno i k ≠ 0, togda

max{p_1 + q_2 + p_2 + q_1 : {(p_1, q_1), (p_2, q_2)} ∈ M(Ω, k)} = L < ∞.

Zafiksiruem toqku (p, q) ∈ Z^2_+, taku¸ qto p−q = k i p+q > L+1. Voz~mœm mnogoqlen g ∈ H(p, q), ‖Re g‖_∞ = 1 (H(p, q) ≠ 0 poskol~ku

n > 2 ) i opredelim φ = (3 + g + g)^{1/2}. Togda φ ∈ C(S), φ > 0.

Tak kak Ω ∈ (R3), to suwestvuet f ∈ L^2_Ω(S), takaØ qto ff = φ^2 = 3+ g + g σ-p.v. V qastnosti, K_{pq} (ff ) = g ≠ 0. Sledovatel~no, v silu teoremy 1.1 naædutsØ (r_1, t_1), (r_2, t_2) ∈ spec (f) ⊂ Ω, takie qto (p, q) = (r_1 + t_2 − j, r_2 + t_1 − j) dlØ nekotorogo j ∈ [0, J]. Pofftomu {(r_1, t_1), (r_2, t_2)} ∈ M(Ω, k) i r_1 + t_1 + r_2 + t_2 > p + q > L + 1, protivoreqie. �

Primer 6.2 (sr. s primerom 2.8 i sledstviem 4.3). DlØ k ∈ Z

poloßim D(k) = {(p, q) ∈ Z^2_+ : p−q = k}. Pust~ Λ ⊂ Z_+ i |a−b| > 2 pri vseh a, b ∈ Λ. Togda ⋃ k∈Λ D(k) ∉ (R). Nekompaktnye Ω-spektral~nye operatory GankelØ. (CH)-

svoæstvo igralo rexa¸wu¸ rol~ v §4. Napomnim, qto Ω(k) = {(p, k) : p ∈ Z_+} ∈ (CH) dlØ vseh k ∈ Z_+. Zdes~ my daœm opisanie vseh (CH)-podmnoßestv luqa Ω(k).

Predloßenie 6.3. Pust~ k ∈ Z+ i Ω ⊂ Ω(k) ⊂ Z^2_+. Togda operator

V_{Ω,φ} : C_Ω(S) → L^2(S) kompakten dlØ vseh mnogoqlenov φ ∈ C(S) togda i tol~ko togda, kogda libo Ω koneqno, libo Ω(k) \ Ω koneqno.

Dokazatel~stvo. Esli Ω(k) \ Ω koneqno, to implikaciØ ⇐ ØvlØ-

etsØ slaboæ versieæ teoremy 3.6. Sluqaæ koneqnogo mnoßestva Ω trivialen.

PRAVIL^NYE PROSTRANSTVA NA KOMPLEKSNO` SFERE 79 Pofftomu rassmotrim protivopoloßnu¸ implikaci¸ i predpoloßim, qto Ω beskoneqno i operator V_{Ω,φ} : C_Ω(S) → L^2(S) kompakten dlØ φ(z) = z_1. Esli mnoßestvo Ω(k)\Ω beskoneqno, to naædœtsØ takaØ posledovatel~nost~ {(p_j , k)}^∞_{j=0} ⊂ Ω, qto (p_j +1, k) ∉ Ω dlØ vseh j ∈ Z_+. Rassmotrim RW -mnogoqleny R_j ∈ H(p_j, k),

j ∈ Z+, t.e. ‖Rj‖2 = 1, ‖Rj‖∞ 6 const, ‖z1Rj‖2 = ‖z1‖2. Togda

po teoreme 1.1

V_{Ω,z1} [R_j] = z_1R_j − K_Ω[z_1R_j] = z_1R_j ↛ 0 v L^2(S) pri j → ∞.

S drugoæ storony, R_j → 0 v slaboæ topologii prostranstva L^2(S) i ‖R_j‖_∞ 6 const, otkuda (napomnim, qto operator V_{Ω,z1} kompakten) V_{Ω,z1} [R_j] → 0 v L^2(S). �to protivoreqie pokazyvaet, qto mnoßestvo Ω(k) \ Ω koneqno. �

Sledovatel~no, my imeem polnoe opisanie (CH)-spektrov v razmernosti 1.

Sledstvie 6.4. Poloßim Λ1 = Z, Λ2 = Z+, Λ3 = Λ1 \ Λ2, Λ4 = ?.

Pust~ Λ ⊂ Z, togda operator V_{Λ,φ} : C_Λ(T) → L^2(T) kompakten dlØ vseh mnogoqlenov φ ∈ C(T) togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet koneqnoe mnoßestvo E i j ∈ {1, 2, 3, 4}, takie qto (Λ \ Λ_j) ∪ (Λ_j \ Λ) = E.

SituaciØ na tore daße ewœ prowe.

Predloßenie 6.5. Pust~ n > 2 i Λ ⊂ Z^n. Togda operator VΛ,φ :

C_Λ(T^n) → L^2(T^n) kompakten dlØ vseh mnogoqlenov φ ∈ C(T^n) togda i tol~ko togda, kogda libo Λ koneqno, libo Z^n \ Λ koneqno.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto Λ beskoneqno. Opredelim

e^j ∈ Z^n ravenstvami ( e^j ) k = δ_{jk}, 1 6 j, k 6 n. Tak kak operator V_{Λ,zj} (V_{Λ,zj} ) kompakten, to mnoßestvo {α ∈ Z^n : α ∈ Λ, α + e^j ∉ Λ} ({α ∈ Z^n : α ∈ Λ, α−e^j ∉ Λ}) koneqno dlØ vseh 1 6 j 6 n. Pofftomu mnoßestvo {α ∈ Z^n : α ∉ Z^n} koneqno. �

Privedœnnoe vyxe rassußdenie daœt takße sledu¸wie Øvnye primery.

Predloßenie 6.6. 1) Pust~ Λ ⊂ Z+. Togda^⋃_{k∈Λ} Ω(k) ∈ (CH) ⇔

Λ koneqno ili Z_+ \ Λ koneqno. 2) Pust~ Γ ⊂ Z. Togda ⋃ m∈Γ D(m) ∈ (CH) ⇔ Γ = ? ili Γ = Z.

80 E. S. DUBCOV

Sledstvie 6.7. Pust~ Ω =^⋃_{k∈Λ} Ω(k) i KΩ(z, ζ) – vosproizvodØwee

Ødro dlØ L^2_Ω(B). Esli Λ beskoneqno, to ocenka |K_Ω(z, ζ)| 6 const |1− ⟨z, ζ⟩|^{−n−ε} ne imeet mesta pri vseh ε < 1/2 (sr. s teoremoæ 3.4).

Blagodarnosti. Nekotorye rezul~taty nastoØweæ raboty so-

derßatsØ v dissertacii avtora. Avtor gluboko priznatelen svoemu nauqnomu rukovoditel¸ A. B. Aleksandrovu za predloßennye zadaqi i mnogie poleznye obsußdeniØ. Avtor blagodaren �. Amaru za podderßku i rukovodstvo, a takße hotel by poblagodarit~ P. Aherna i Dß. Brunu za poleznye kommentarii.

Literatura

1. A. B. Aleksandrov, Vnutrennie funkcii na kompaktnyh prostranstvah.

— Funkc. anal. i ego pril. 18, ˝ 2 (1984), 1–13.

2. A. B. Aleksandrov, Inner functions: results, methods, problems. — Proc. Internat.

Congress Math., Berkeley, 1986. 699–707.

3. A. B. Aleksandrov, Ortogonal~nye bazisy iz vnutrennih funkciæ. — Dokl. AN SSSR 306, ˝ 2 (1989), 265–268.

4. U. Rudin, TeoriØ funkciæ v ediniqnom xare iz C n. M., Mir, 1984.

5. J. Ryll, P. Wojtaszczyk, On homogeneous polynomials on a complex ball. — Trans.

Amer. Math. Soc. 276 (1983), 107–116.

6. E. S. Dubcov, Nekotorye voprosy garmoniqeskogo analiza na kompleksnoæ sfere. — Vestnik SPbGU, ser. mat. 1995, ˝ 1, 15–21.

7. A. B. Aleksandrov, TeoriØ funkciæ v xare. — V kn.: Itogi nauki i tehniki (VINITI) 8. M., 1985, s. 115–190.

8. W. Rudin, New constructions of functions holomorphic in the unit ball of C n.

Amer. Math. Soc. (CBMS Regional Conf. Ser. in Math. 63), Providence, 1986. 9. J. Bourgain, Applications of the spaces of homogeneous polynomials to some problems on the ball algebra. — Proc. Amer. Math. Soc. 93 (1985), 277–283.

10. A. B. Aleksandrov, Sobstvennye golomorfnye otobraßeniØ iz xara v polidisk. — Dokl. AN SSSR 286, ˝ 1 (1986), 11–15.

11. R. J. M. Brummelhuis, An F. and M. Riesz theorem for bounded symmetric domains. — Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 37 no. 2 (1987), 139–150.

12. G. Segœ, Ortogonal~nye mnogoqleny. M., Mir, 1962. 13. T. Gamelin, Ravnomernye algebry. M., Mir, 1973.

14. F. Forelli, Measures whose Poisson integrals are pluriharmonic. — Illinois J.

Math. 18 (1974), 373–388.

15. B. Berndtsson, J. Bruna, Traces of pluriharmonic functions on curves. — Ark.

Mat. 28 (1990), 221–230.

16. U. Rudin, TeoriØ funkciæ v polikruge. M., Mir, 1974.

PRAVIL^NYE PROSTRANSTVA NA KOMPLEKSNO` SFERE 81 Doubtsov E. S. Regular unitarily invariant spaces on the complex sphere.

Let K be a compact space, X a closed subspace of C(K), and μ a positive measure on K. The triple (X, K, μ) is said to be regular if for any positive function φ ∈ C(K) and for any ε > 0 there exists a function f ∈ X such that |f| ≤ φ on K and μ{t ∈ K : |f(t)| ≠ φ(t)} < ε. The case when K is the unit sphere in C^n and the subspace X is invariant with respect to the unitary group is investigated. Sufficient spectral conditions and a necessary condition for regularity are obtained. Connections with compactness of certain Hankel operators and applications to interpolation problems are presented.

Postupilo 9 aprelØ 1998 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

es@dub.pdmi.ras.ru