Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 255, 1998 g.

V. V. Kapustin

OPERATORY, BLIZKIE K UNITARNYM, I IH FUNKCIONAL^NYE MODELI. 1

V nastoØweæ stat~e my budem rassmatrivat~ operator T , deæstvu¸wiæ v nekotorom gil~bertovom prostranstve H funkciæ f, analitiqeskih v okrestnosti beskoneqnosti, po formule [T f](z) = zf − (zf)_∞, (1) gde (zf)_∞ = lim_{z→∞} zf(z). Naxa cel~ – postroit~ takoæ operator, unitarno ffkvivalentnyæ zadannomu operatoru.

V naxeæ rabote my budem rassmatrivat~ funkcional~nye modeli takogo vida glavnym obrazom dlØ operatorov, blizkih k unitarnomu. V fftoæ pervoæ qasti raboty my budem predpolagat~, qto rassmatrivaemoe prostranstvo sostoit iz skalØrnyh funkciæ, i my pokaßem, qto dlØ odnomernyh vozmuweniæ unitarnyh operatorov moßno postroit~ taku¸ skalØrnu¸ model~.

Iz formuly (1) sleduet, qto sobstvennaØ funkciØ, sootvetstvu¸waØ sobstvennomu qislu λ, neobhodimo imeet vid^1_{z−λ} (esli ona prinadleßit prostranstvu H). Deæstvitel~no, dopustim, qto f – takaØ sobstvennaØ funkciØ, i (zf)_∞ = 1. Togda uslovie T f = λf perepisyvaetsØ kak zf − 1 = λf, otkuda

f(z) =^1_{z−λ} .

Esli ße qislo λ ne prinadleßit spektru operatora T , to rezol~venta R_λ = (T − λI)^{−1} deæstvuet po pravilu

[R_λf](z) = f(z) − f(λ) z − λ . Na samom dele, imeem: T R_λf − λR_λf = f, qto ravnosil~no ravenstvu

(z − λ)[R_λf](z) − f(z) = (z[R_λf])_∞ = const .

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI No. 95–01–00482 i FCP “IntegraciØ”, reg. nomer 326.53. 82

OPERATORY, BLIZKIE K UNITARNYM 83

PodstavlØØ z = λ, poluqaem, qto postoØnnaØ v pravoæ qasti ravna −f(λ), otkuda (z − λ)[R_λf] = f − f(λ).

Poluqennye formuly dlØ sobstvennyh vektorov i rezol~venty predstavlØ¸tsØ suwestvennymi priqinami dlØ poluqeniØ predstavleniæ operatorov v vide (1) v celØh ih dal~neæxego spektral~nogo analiza. Tak, esli funkciØ f ∈ H predstavlØetsØ v vide f(z) = ∫_{dκ(λ)} z−λ , gde κ – naprimer, nekotoroe raspredelenie, to ffta formula zadaet spektral~noe razloßenie funkcii f otnositel~no operatora T .

Vyvedem formuly dlØ znaqeniæ funkciæ iz H vne spektra operatora T . Suwestvuet fflement g ∈ H takoæ, qto (zh)_∞ = (h, g) dlØ vseh h ∈ H. Po formule (1), [T h](λ) = λh(λ) − (h, g), otkuda [(T − λI)h](λ) = −(h, g). Esli λ ne prinadleßit spektru operatora T , to podstavlØØ h =

(T − λI)^{−1}f, poluqaem f(λ) = ((λI − T )^{−1}f, g). (2) 1. Prosteæxie primery

Rassmotrim prosteæxie primery operatorov vida (1) v nekotoryh prostranstvah.

1. Prostranstvo racional~nyh funkciæ s fiksirovannym ko-

neqnym naborom pol¸sov (s zadannymi kratnostØmi) daet obwiæ vid koneqnomernogo cikliqeskogo operatora, t.e. operatora, ime¸wego cikliqeskiæ vektor, iteracii operatora na kotorom poroßda¸t vse prostranstvo.

2. Prostranstvo H^2_− estestvennym obrazom otoßdestvlØetsØ s

prostranstvom funkciæ vida { ∑_∞ k=1 a_k/z^k : (a_k) ∈ l^2}, a sootvet-

stvu¸wiæ operator vida (1) unitarno ffkvivalenten operatoru obratnogo sdviga f →^{f−f (0)}_z v prostranstve Hardi H^2.

3. Invariantnoe podprostranstvo prostranstva iz predyduwego

primera. DlØ vnutrenneæ funkcii θ poloßim H = H^2_− ∩H^2/θ. Poluqa¸wiæsØ operator okazyvaetsØ sßatiem s harakteristiqeskoæ funkcieæ θ. Pri fftom dlØ funkciæ iz prostranstva H oka-

84 V. V. KAPUSTIN

zyva¸tsØ opredelennymi znaqeniØ vnutri kruga kak dlØ funkciæ iz klassa H^2/θ.

4. Pust~ ψ ∈ H^2, ψ(0) ≠ 0. Rassmatrivaemoe prostranstvo imeet

vid H^2_−/ψ = {u/ψ : u ∈ H^2_−}. Norma v nem opredelena po pravilu

‖u/ψ‖_H2�_{/ψ} = ‖u‖_H2�. Funkcii u ∈ H^2_− i ψ ØvlØ¸tsØ graniqny-

mi znaqeniØmi funkciæ, analitiqeskih vne kruga, a iz usloviØ

ψ(0) ≠ 0 sleduet, qto predel na beskoneqnosti funkciæ naxego

prostranstva raven nul¸.

V [1] dokazano, qto odnomernye vozmuweniØ singulØrnyh unitarnyh operatorov obwego vida (lix~ s odnim neobhodimym usloviem, ograniqiva¸wim kratnost~ spektra) unitarno ffkvivalentny sußeniØm operatorov, postroennyh v primere 4, na nekotoroe invariantnoe podprostranstvo, ime¸wee vid^{H2}�_ψ ∩^{H2}_φ , gde φ ∈ H^2, |φ| = |ψ| p.v. Bolee togo, pokazano, qto funkcii φ, ψ mogut byt~ vybrany tak, qto θ = φ/ψ ∈ H^∞, θ(0) = 0.

2. KonstrukciØ dlØ sßatiæ so skalØrnoæ harakteristiqeskoæ funkcieæ

Teper~ dopustim, qto funkcii iz H mogut imet~ skaqok na okrußnosti. DlØ f ∈ H potrebuem, qtoby ee sußenie na vnexnost~ kruga f_− bylo funkcieæ iz H^2_−, sußenie f_+ na vnutrennost~ kruga bylo funkcieæ klassa N_+ , t.e. pri umnoßenii na nekotoru¸ vnexn¸¸ funkci¸ stanovilos~ by ograniqennoæ. Na skaqok f_+ − f_− naloßim ograniqenie, qtoby on prinadleßal prostranstvu L^2(wdm), gde m – normirovannaØ mera Lebega na okrußnosti, w – nekotoryæ ves takoæ, qto otricatel~naØ qast~ funkcii log w summiruema (dopuskaetsØ, qtoby w = +∞ na mnoßestve poloßitel~noæ mery – na fftom mnoßestve funkcii iz H ne ime¸t skaqka). Normu opredelim po formule

‖f‖^2 = ‖f_−‖^2_L2 + ‖f_+ − f_−‖^2_L2_{(wdm)}. (3)

Pust~ θ – vnexnØØ funkciØ takaØ, qto |θ|^2 =^w_{1+w} . Dokaßem, qto togda operator, opredelennyæ formuloæ (1), imeet harakteristiqesku¸ funkci¸ θ. DlØ fftogo dostatoqno pokazat~, qto on unitarno ffkvivalenten model~nomu operatoru M_θ s harakteristiqeskoæ funkcieæ θ, kotoryæ stroitsØ sledu¸wim obrazom. My privedem beskoordinatnu¸ versi¸ funkcional~noæ modeli, sm. [2].

OPERATORY, BLIZKIE K UNITARNYM 85

KonstrukciØ opredlØetsØ dvumØ izometriqeskimi vloßeniØmi π, π_∗ prostranstva L^2 v nekotoroe gil~bertovo prostranstvo H, priqem summa obrazov operatorov π, π_∗ plotna v H, a operator π^∗π deæstvuet v L^2 kak operator umnoßeniØ na θ. V prostranstve H deæstvuet unitarnyæ operator U , deæstvie kotorogo soglasovano s vloßeniØmi π, π_∗: U (πa + π_∗a) = πza + π_∗za_∗, a, a_∗ ∈ L^2. Model~nye prostranstvo i operator opredelØ¸tsØ po formulam:

K_θ = { h ∈ H : π^∗h ∈ H^2, π^∗h ∈ H^2_− } , M_θh = P_θU h, gde P_θ – ortoproektor v H na K_θ. Opredelim Δ = (1 − |θ|^2)^{1/2},

e = {ξ : |ξ| = 1, Δ(ξ) ≠ 0}. DlØ klassiqeskoæ modeli S.-NadØ,

Foæaxa ime¸t mesto sledu¸wie formuly:

H = L^2 ⊕ L^2(e), π = ( θ Δ ) , π_∗ = ( I 0 ) . Opredelim operator Y iz prostranstva H v nekotoroe prostranstvo par funkciæ: dlØ h ∈ H poloßim Y h = [ θ^{−1} π^∗ h, π^∗h ] . (DlØ udobstva budem ispol~zovat~ kvadratnye skobki dlØ oboznaqeniØ par funkciæ.) Esli vvesti normirovku dlØ par [f_+ , f_−] po formule (3), to operator Y okaßetsØ izometriqeskim. Deæstvitel~no, dlØ h = πa + π_∗a_∗, gde a, a_∗ ∈ L^2 (takie vektora obrazu¸t plotnoe mnoßestvo), imeem

‖Y h‖^2 = ‖π^∗h‖^2_L2 + ‖θ^{−1}π^∗h − π^∗h‖_L2_{(wdm)} =

= ‖a + θa_∗‖^2_L2 + ‖θ^{−1}(θa + a_∗) − (a + θa_∗)‖^2_L2_{(wdm)} =

= ‖a + θa_∗‖^2_L2 + ‖ ‖ ‖ ‖ θ Δ (a + θ^{−1}a_∗ − a − θa_∗) ‖ ‖ ‖ ‖ 2 L2 = ‖a + θa_∗‖^2 + ‖Δa_∗‖^2 =

= (a, a) + (θa, a_∗) + (θa_∗, a) + (a_∗, a_∗) = (πa + π_∗a_∗, πa + π_∗a_∗) = ‖h‖^2.

Krome togo, dlØ h ∈ K_θ para funkciæ Y h = [f_+, f_−] opredelØet fflement prostranstva H, esli pervu¸ funkci¸ rassmatrivat~

86 V. V. KAPUSTIN

kak meromorfnu¸ funkci¸ vnutri kruga, a vtoru¸ – vne kruga. Esli ße f = [f_+ , f_−] ∈ H, to h = πf_− + τ_∗ θ(f_+ − f_−) Δ (4) – fflement prostranstva K_θ takoæ, qto Y h = f. V fftoæ formule izometriqeskiæ operator τ_∗ : L^2(e) → H opredelØetsØ iz ravenstva τ_∗Δ = π_∗ − πθ. Znaqit, operator Y unitarno otobraßaet K_θ na H.

Ostalos~ proverit~, qto Y M_θ = T Y . Pust~ h ∈ K_θ. Imeem: M_θh = P_θU h = U h − πj_0π^∗U h, gde j_0 – operator vyqisleniØ nulevogo kofffficienta, t.e. ortoproektor na odnomernoe podprostranstvo postoØnnyh funkciæ. Dalee, esli poloßit~ A = j_0zπ^∗h, to Y M_θh = [ θ^{−1}π^∗U h − j_0π^∗U h, π^∗U h − j_0π^∗U h ] = = [ zθ^{−1}π^∗h − A, zπ^∗h − A ] = zY h − A = T Y h. My pokazali, qto operator Y osuwestvlØet unitarnu¸ ffkvivalentnost~ operatorov M_θ i T .

Esli ße dopustit~, qto funkciØ f_+ moßet imet~ vnutrenn¸¸ funkci¸ ϑ v znamenatele, t.e. ϑf_+ ∈ N_+ , to v kaqestve θ nußno vzØt~ funkci¸, vnutrenniæ somnoßitel~ kotoroæ raven ϑ, a modul~ opredelØetsØ iz usloviØ |θ|^2 =^w_{1+w} . Poluqennyæ operator T budet imet~ harakteristiqesku¸ funkci¸ θ. Dokazatel~stvo poqti doslovno povtorØet tol~ko qto provedennye rassußdeniØ.

3. Unitarnye operatory

Privedem konstrukci¸, svØzyva¸wu¸ unitarnyæ operator kratnosti 1 s postroeniØmi na funkcional~noæ modeli. Pri fftom nam ponadobitsØ harakteristiqeskaØ funkciØ sßatiØ i odin sposob ee vyqisleniØ, davno izvestnyæ, no ne oqen~ qasto ispol~zuemyæ v nastoØwee vremØ.

Pust~ M – vpolne neunitarnoe sßatie v gil~bertovom prostranstve K, D = (I − M^∗M )^{1/2}, D_∗ = (I − M M^∗)^{1/2}, D =

clos rangeD, D_∗ = clos rangeD_∗. HarakteristiqeskaØ funkciØ θ_0

opredelØetsØ kak funkciØ v ediniqnom kruge, znaqeniØ kotoroæ – operatory iz D v D_∗,

θ_0(λ)d = ( − M + λD_∗(I − λM^∗)^{−1}D ) d, d ∈ D.

OPERATORY, BLIZKIE K UNITARNYM 87

�to – klassiqeskoe opredelenie harakteristiqeskoæ funkcii. Bolee udobnym predstavlØetsØ drugoe opredelenie. Pust~ E, E_∗ – nekotorye gil~bertovy prostranstva, j : K → E, j_∗ : K → E_∗ – nekotorye operatory s plotnymi obrazami takie, qto j^∗j =

D^2 = I − M^∗M , j^∗ j_∗ = D^2_∗ = I − M M^∗. Opredelim unitarnye

operatory – : D → E, –_∗ : D_∗ → E_∗ iz sootnoxeniæ j = –D,

j_∗ = –_∗D_∗, i poloßim

θ(λ) = –_∗θ_0(λ)–^∗.

(Poskol~ku v fftoæ formule operatory – i –_∗ unitarny i ne zavisØt ot λ, govorØt, qto funkcii θ_0 i θ “sovpada¸t”. Znaqit, takoe opredelenie “sovpadaet” s klassiqeskim.)

Imeet mesto formula

θ_0(λ)D = D_∗(I − λM^∗)^{−1}(λ − M ),

otkuda

θ(λ)j = θ(λ)–D = –_∗θ_0(λ)D = –_∗D_∗(I − λM^∗)^{−1}(λ − M ) =

= j_∗(I − λM^∗)^{−1}(λ − M ).

Sledovatel~no, iz (I − λM^∗)f = (λ − M )h, gde f, h ∈ K, sleduet, qto θ(λ)jh = j_∗f. (5) Privedem vyqisleniØ harakteristiqeskoæ funkcii θ dlØ sledu¸wego sluqaØ. Pust~ μ – mera na ediniqnoæ okrußnosti T,

μT= 1, K = L^2(μ), M = z − ( · , z)1I = z(I − ( · , z)z). Togda M – vpolne neunitarnoe sßatie, i moßno vzØt~ E = E_∗ = C ,

jh = (h, z), j_∗f = (f, 1I). Esli (I − λM^∗)f = (λ − M )h, to (1 − λz)f + λ(f, 1I)z = (λ − z)h + (h, z)1I, otkuda, delØ na λ − z, poluqaem −zf + (f, 1I) λz λ − z = h + (h, z) 1 λ − z .

88 V. V. KAPUSTIN

Rassmotrim funkcii, stoØwie v levoæ i pravoæ qastØh fftogo ravenstva, kak fflementy L^2(μ), i napixem ih skalØrnye proizvedeniØ s funkcieæ z:

−(f, 1I) + (f, 1I) ∫ λdμ(z) λ − z = (h, z) + (h, z) ∫ zdμ(z) λ − z . Ots¸da po formule (5) sleduet, qto θ(λ) = j_∗f jh = (f, 1I) (h, z) = 1 + ∫_{zdμ(z)} λ−z −1 + ∫_{λdμ(z)} λ−z , ili 1 + θ(λ) 1 − θ(λ) = ∫ z + λ z − λ dμ(z). (6) ˚sno, qto dlØ l¸boæ funkcii θ ∈ H^∞ takoæ, qto ‖θ‖_∞ 6 1 i θ(0) = 0, suwestvuet poloßitel~naØ mera μ na okrußnosti T takaØ, qto μT= 1 i vypolneno sootnoxenie (6). Po takoæ funkcii θ postroim meru μ i operator M , a takße operator T kak v konstrukcii obwego sluqaØ v konce razdela 2 o sßatiØh so skalØrnymi harakteristiqeskimi funkciØmi. Operatory M i T unitarno ffkvivalentny, poskol~ku ih harakteristiqeskie funkcii sovpada¸t.

Otmetim, qto dlØ operatora T v sluqae θ(0) = 0 imeem (zf)_∞ =

(f,^1_z ), gde^1_z – funkciØ iz prostranstva H, dlØ kotoroæ f_+ =^1_z , f_− = z. Deæstvitel~no, iz opredeleniØ normy (3) sleduet, qto ( f, 1 z ) = ( f_−, 1 z ) + (f_+ − f_−, 0) = (f_−, z) = (zf_−)_∞.

Vtoroe slagaemoe v skalØrnom proizvedenii propadaet, tak kak funkciØ^1_z ne imeet skaqka na okrußnosti. Operator, deæstvu¸- wiæ iz prostranstva H v prostranstvo L^2(μ) i osuwestvlØ¸wiæ unitarnu¸ ffkvivalentnost~ operatorov T i M , perevodit funkci¸^1_z , kotoraØ prinadleßit Ødru operatora T , v funkci¸ z iz Ødra operatora M (s toqnost~¸ do mul~tiplikativnoæ unimodulØrnoæ konstanty).

4. Perehod k modeli vozmuweniØ

Pust~ teper~ operator T zadan formuloæ (1), i g ∈ H – takoæ fflement, qto (zf)_∞ = (f, g) dlØ vseh f ∈ H. Pust~ a – nekotoraØ funkciØ, opredelØ¸waØ fflement prostranstva H. Rassmotrim prostranstvo H_a, sostoØwee iz funkciæ vida^f_{1−a} , gde f

OPERATORY, BLIZKIE K UNITARNYM 89

probegaet vse prostranstvo H. Norma na prostranstve H_a opredelØetsØ kak ‖ ‖^f_{1−a} ‖ ‖_{Ha} = ‖f‖_H , qto v sluqae prostranstv tipa L^2

oznaqaet poØvlenie vesa. Takim obrazom, operator deleniØ na

1 − a unitarno otobraßaet H na H_a. Operator T_a opredelØetsØ

po formule (1), no teper~ v prostranstve H_a. Esli f ∈ H, to f 1−a ∈ H_a, i, poskol~ku lim_{z→∞} a(z) = 0, T_a f 1 − a = zf 1 − a − ( zf 1 − a ) ∞ = zf 1 − a − (zf)_∞ = = zf − (zf)_∞ + (zf)_∞a 1 − a = T f + (f, g)a 1 − a . Takim obrazom, operator T_a unitarno ffkvivalenten operatoru

T + ( · , g)a v prostranstve H.

5. Osnovnoæ rezul~tat

Pust~ U – unitarnyæ operator kratnosti 1, x – ego cikliqeskiæ vektor, y – nekotoryæ vektor. Rassmotrim operator

U + ( · , x)y; ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto ‖x‖ = 1.

Primenim provedennye vyxe postroeniØ dlØ predstavleniØ takogo operatora v vide (1).

Tak kak U – cikliqeskiæ unitarnyæ operator, on unitarno ffkvivalenten operatoru umnoßeniØ na z v nekotorom prostranstve L^2(ν), gde ν – koneqnaØ mera na ediniqnoæ okrußnosti. Pust~ vektoru x sootvetstvuet funkciØ γ ∈ L^2(ν); tak kak x – cikliqeskiæ vektor, imeem γ ≠ 0 ν-p.v. Pust~ μ – mera, dμ = |γ|^2dν. Togda operator umnoßeniØ na z/γ unitarno otobraßaet L^2(ν) na L^2(μ), priqem funkciØ γ perehodit v z. DlØ prostoty budem sqitat~, qto U i est~ operator umnoßeniØ na z v L^2(μ), a x = z. Tak kak ‖x‖ = 1, poluqaem, qto μT= 1. Postroim funkci¸ θ po formule (6), i operator T po funkcii θ kak v razdele 2. Soglasno postroeniØm razdula 3, on unitarno ffkvivalenten operatoru M = z − ( · , z)1I = U − ( · , x)U x. Pust~ Γ – operator, osuwestvlØ¸wiæ unitarnu¸ ffkvivalentnost~: T = ΓM Γ^∗, i pust~ a = Γ(U x + y). Kak my pokazali v konce razdela 3, g = Γz. Togda operator U + ( · , x)y = M + ( · , x)(U x + y) unitarno ffkvivalenten operatoru ΓM Γ^∗ + ( · , Γx)a = T + ( · , g)a, i, sledovatel~no, unitarno ffkvivalenten operatoru T_a, postroennomu po sheme, privedennoæ v razdele 4.

Nax osnovnoæ rezul~tat sostoit v sledu¸wem.

90 V. V. KAPUSTIN

Teorema. Pust~ U – unitarnyæ operator, x – ego cikliqeskiæ

vektor, U +( · , x)y – ego odnomernoe vozmuwenie. Togda suwestvuet operator special~nogo vida, unitarno ffkvivalentnyæ operatoru U + ( · , x)y: – suwestvuet funkciØ θ ∈ H^∞, ‖θ‖_∞ 6 1, θ(0) = 0, i funkcii φ, ψ ∈ H^2 takie, qto ψ(0) = 1, i θψ − φ ∈ ΔL^2, gde Δ = (1 − |θ|^2)^{1/2};

– prostranstvo H sostoit iz par funkciæ, pervaØ iz kotoryh – meromorfnaØ funkciØ v ediniqnom kruge, a vtoraØ – v ego vnexnosti, H = { f = [f_+, f_−] : f_+ ∈

H^2 φ , f_− ∈ H^2_− ψ , f_+ φ − f_−ψθ ∈ ΔL^2 } ; – operator T v H opredelØetsØ formuloæ (1); – norma v prostranstve H opredelØetsØ kak

‖f‖^2 = ‖f_−ψ‖^2_L2 + ‖ ‖ ‖ ‖ f_+ φ − f_−ψθ Δ ‖ ‖ ‖ ‖ 2 L2 . Dokazatel~stvo osnovano na postroeniØh, provedennyh pered

formulirovkoæ teoremy. Otmetim, qto funkciØ θ zdes~ – harakteristiqeskaØ funkciØ sßatiæ M i T , kotorye unitarno ffkvivaletny. Formuly v formulirovke teoremy poluqa¸tsØ pri perehode ot operatora T k operatoru T + ( · , g)a, kak v razdele 4. Operator T deæstvuet v prostranstve par funkciæ { Y h = [θ^{−1}π^∗h, π^∗h] : h ∈ K_θ } , priqem para funkciæ [u_+, u_−], gde u_+ ∈ H^2/θ, u_− ∈ H^2_−, opredelØet nekotoryæ fflement h prostranstva K_θ v tom smysle, qto

u_+ = θ^{−1}π^∗h, u_− = π^∗h, togda i tol~ko togda, kogda θ(u_+ − u_−) ∈ ΔL^2(e), v silu formuly (4), i norma fflementa h opredelØetsØ

soglasno formule (3):

‖h‖^2 = ‖u_−‖^2_L2 + ‖ ‖ θ Δ (u_+ − u_−)‖^2_L2 .

�lementu a sootvetstvuet para funkciæ Y a = [θ^{−1}π^∗a, π^∗a]. Soglasno naxeæ sheme, qtoby postroit~ funkcii, sootvetstvu¸wie modeli operatora T + ( · , g)a v vide (1), nam nußno pereæti ot funkciæ Y h k funkciØm^{Y h}_{1−Y a} . Opredelim funkcii φ, ψ ∈ H^2 formulami φ = θ−π^∗ a, ψ = 1−π^∗a. Esli para [u_+, u_−], gde u_+ ∈ H^2/θ,

OPERATORY, BLIZKIE K UNITARNYM 91 u_− ∈ H^2_−, opredelØet nekotoryæ fflement prostranstva K_θ, to pri

delenii na funkci¸ 1 − Y a my poluqaem novu¸ paru [f_+, f_−], gde

f_+ = u_+ 1 − θ^{−1}π^∗ a = θu_+ φ ∈ H^2 φ ,

f_− = u_− 1 − π^∗a = u_− ψ ∈ H^2_− ψ . Sootnoxenie θ(u_+ − u_−) ∈ ΔL^2(e) ravnosil~no sootnoxeni¸

f_+ φ − f_−ψθ ∈ ΔL^2, i vyraßenie dlØ normy proverØetsØ nepo-

sredstvenno podstanovkoæ formul dlØ f_+ i f_−.

Avtor blagodaren D. V. ˚kuboviqu za qtenie rukopisi i poleznye kommentarii.

Literatura

1. V. V. Kapustin, Odnomernye vozmuweniØ singulØrnyh unitarnyh operatorov. — Zapiski nauqn. semin. POMI 232 (1996), 118–122.

2. N. K. Nikolskii, V. I. Vasyunin, A unified approach to the function models, and the transcription problem. The Gohberg anniversary collection, vol. 2 (Calgary, 1988), Operator theory: Adv. and Appl., vol. 41, Birkhäuser, Basel-Boston (1989), 405–434.

Kapustin V. V. Operators close to unitary and their function models. 1. We construct a function model for an operator in Hilbert space, which is close to an isometry. The model operator acts on a space of functions meromorphic inside and outside the unit disk. The functions from the space may be regarded as a generalization of Cauchy integrals of distributions, which gives a base for spectral analysis. The first part included in this issue contains a theorem on the existence of such a model for one-dimensional perturbations of a unitary operator.

Postupilo 6 oktØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

kapustin@ pdmi.ras.ru