Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

V. L. Oleænik

MERY KARLESONA I RAVNOMERNO SOVERXENNYE MNOȷESTVA

Vvedenie

Pust~ G – oblast~ na kompleksnoæ ploskosti C , G ≠ C , m – ploskaØ mera Lebega, μ – neotricatel~naØ lokal~no-koneqnaØ borelevskaØ mera na G. Pri p > 0 oboznaqim qerez L^p(G, μ) prostranstvo izmerimyh funkciæ na G takih, qto ‖f‖_{p,μ} := ( ∫ G |f(z)|^pdμ(z) )_{1/p} < ∞. DlØ z ∈ G, r > 0 i β > −1 poloßim D(z, r) := {ζ ∈ C : |z−ζ| < r}, d(z) := dist (z, ∂G), dm_β(z) := d(z)^βdm(z), L^{p,β} (G) := L^p(G, m_β), L^p(G) := L^{p,0}(G) = L^p(G, m) i ‖f‖_p := ‖f‖_{p,m}. Vesovoe prostranstvo Bergmana odnoznaqnyh regulØrnyh v oblasti G funkciæ iz L^{p,β}(G) oboznaqim qerez L^{p,β}_a (G).

Pri dal~neæxeæ harakteristike mer μ nam udobno budet rassmatrivat~ sledu¸wie ob¨ekty: D(z) := D(z, d(z)/2) – krug s centrom v toqke z ∈ G i radiusom ravnym polovine rasstoØniØ ot z do granicy ∂G, μ̃(z) := μ(D(z)) - znaqenie mery μ na fftih krugah, a takße funkci¸ sravneniØ ρ_β (z) := μ̃(z)/m̃_β (z) mery μ s vesovoæ meroæ m_β .

Poskol~ku neotricatel~naØ funkciØ ρ_β (z) izmerima, to dlØ proizvol~nyh vewestvennyh δ i β > −1 my moßem opredelit~ veliqinu (koneqnu¸ ili beskoneqnu¸) ‖μ‖_{δ,β} := ‖ρ_β‖_{1/δ,mfi} , esli δ > 0 i ‖μ‖_{δ,β} := sup_{z∈G} ρ_β(z)m̃_β (z)^δ, esli δ ≤ 0.

Vs¸du v dal~neæxem polagaem, qto p > 0, q > 0 i δ = δ(p, q) := 1 − q/p 6 1. Pust~ β > −1. Rassmotrim operator vloßeniØ I_μ = I_μ(G, p, q, β) : L^{p,β}_a (G) ⊂ L^q (G, μ). 92

MERY KARLESONA 93

Kak obyqno, poloßim ‖I_μ‖ = sup(‖f‖_{q,μ}/‖f‖_{p,mfi} ), gde sup rasprostranØetsØ na vse f ≢ 0, f ∈ L^{p,β}_a . Mery, dlØ kotoryh koneqna veliqina ‖I_μ‖, nazyva¸tsØ merami Karlesona.

My budem govorit~, qto oblast~ G prinadleßit klassu

A(p, q, β), esli suwestvuet postoØnnaØ C = C(G, p, q, β) takaØ, qto

dlØ vsØkoæ mery μ spravedlivo neravenstvo: ‖μ‖_{δ,β} 6 C‖I_μ‖^q. (1) Poloßim, dalee, A(p, q) = ⋂ β>−1 A(p, q, β), A(p) = ⋂ q>0 A(p, q) i A = ⋂ p>0 A(p). Zametim, qto protivopoloßnaØ ocenka ‖I_μ‖^q 6 C_1‖μ‖_{δ,β} spravedliva dlØ vseh β > −1 v proizvol~noæ oblasti G ≠ C s nekotoroæ postoØnnoæ C_1 = C_1(G, p, q, β) < ∞ (sm. [14, 18]). Poslednee oznaqaet, qto koneqnost~ veliqiny ‖μ‖_{δ,β} obespeqivaet ograniqennost~ sootvetstvu¸wego operatora vloßeniØ I_μ. Takim obrazom, esli G ∈ A(p, q, β), to usloviØ ‖μ‖_{δ,β} < ∞ i ‖I_μ‖ < ∞ ffkvivalentny. S drugoæ storony, poskol~ku ediniqnyæ krug D prinadleßit klassu A ([17, 14, 16, 12, 10]), to v klasse A sobrany vse takie oblasti G, dlØ kotoryh procedura opisaniØ mer Karlesona v vesovom prostranstve Bergmana L^{p,β}_a (G) sovpadaet s ih opisaniem dlØ ediniqnogo kruga D. Drugie varianty daet primer ograniqennoæ oblasti, udovletvorØ¸weæ obobwennomu vnexnemu uslovi¸ konusa. TakaØ oblast~ prinadleßit klassu

A(p, q, β) pri β > β_0, gde −1 6 β_0 6 0 opredelØetsØ svoæstva-

mi oblasti ([18, 10, 11]). Prosteæxiæ primer neograniqennoæ oblasti iz klassa A dostavlØet nam poluploskost~ Im z > 0. Odnako oblast~ G s ograniqennym dopolneniem ili s izolirovannymi graniqnymi toqkami ne prinadleßit ni odnomu iz klassov A(p, q, β) [11]. Drugim obwim svoæstvom oblasteæ iz klassa A ØvlØetsØ ravnomernaØ soverxennost~ ih dopolneniæ. Napomnim opredelenie ravnomernoæ soverxennosti zamknutogo mnoßestva [19]. �to svoæstvo igraet vaßnu¸ rol~ v razliqnyh voprosah analiza ([1, 7, 8, 13, 20]). Kak otmeqeno vyxe, nas interesu¸t lix~ oblasti s neograniqennym dopolneniem.

94 V. L. OLE`NIK

Neograniqennoe zamknutoe mnoßestvo E ∈ C nazyvaetsØ ravnomerno soverxennym, esli suwestvuet postoØnnaØ c > 0 takaØ, qto dlØ vseh ζ ∈ E i vseh r ∈ (0, ∞) E ∩ {z : cr 6 |z − ζ| 6 r} ≠ ?. V qastnosti mnoßestvo E ne soderßit izolirovannyh toqek. V obwem sluqae mnoßestvo E nazyva¸t ravnomerno soverxennym, esli moduli dvusvØznyh oblasteæ razdelØ¸wih E ograniqeny sverhu [20]. Svoæstvo oblasti imet~ ravnomerno soverxennoe dopolnenie konformno invariantno (sr. [8], Remark 4.7). Krome togo, svoæstvo ravnomernoæ soverxennosti invariantno otnositel~no drobno-lineænyh preobrazovaniæ, pri kotoryh obraz E ostaetsØ neograniqennym [19]. V toæ ße rabote ffkvivalentnoe opredelenie formuliruetsØ v terminah logarifmiqeskoæ emkosti, otkuda neposredstvenno sleduet, qto dlØ ravnomerno soverxennogo mnoßestva E kaßdaØ komponenta svØznosti dopolneniØ

C \ E ØvlØetsØ regulØrnoæ dlØ zadaqi Dirihle.

Sledu¸waØ teorema daet neobhodimoe uslovie prinadleßnosti oblasti G klassu A.

Teorema 1. Pust~ oblast~ G prinadleßit klassu A(p, q, 0), to-

gda dopolnenie E = C \ G - neograniqennoe zamknutoe ravnomerno soverxennoe mnoßestvo.

Kak sledstvie teoremy 1 poluqaem, qto dlØ vsØkoæ oblasti G iz klassov A(p, q), A(p) ili A ee dopolnenie C \ G - ravnomerno soverxennoe mnoßestvo.

Vopros o prinadleßnosti koneqnosvØznoæ oblasti G klassu A rexaetsØ prosto i polnost~¸.

Teorema 2. KoneqnosvØznaØ oblast~ G ⊂ C , G ≠ C prinadleßit

klassu A togda i tol~ko togda, kogda ee dopolnenie E = C \ G - neograniqenno i ne soderßit izolirovannyh toqek.

Teorema 2 estestvennym obrazom perenositsØ na polikrugovye oblasti v C^n (sm. [11]).

NarØdu s voprosom ob ograniqennosti operatora vloßeniØ I_μ voznikaet vopros o ego kompaktnosti (sr. [11]). Naibolee prostoæ sluqaæ sootvetstvuet sootnoxeni¸ q < p, kotoroe garantiruet kompaktnost~ operatora I_μ pri uslovii ego ograniqennosti. Ocenka popereqnikov kompaktnyh mnoßestv analitiqeskih

MERY KARLESONA 95

funkciæ dana v rabote [15]. Prinadleßnost~ operatora vloßeniØ I_μ klassam Xattena-fon Neæmana (p = q = 2) obsußdaetsØ v rabotah ([9, 11]).

Osnovnye rezul~taty stat~i poluqeny avtorom sovmestno s V. N. Kudaxovym (sm. [9–11]). Avtor vyraßaet iskrenn¸¸ blagodarnost~ P. P. Kargaevu, M. Vuorinen i Zheng-Xu He za poleznye obsußdeniØ. DannaØ rabota qastiqno podderßana grantom Meßdunarodnoæ Sorosovskoæ Programmy ObrazovaniØ v Oblasti Toqnyh Nauk (ISSEP, N d97-1200).

1. Dokazatel~stvo teoremy 1. Nam ponadobitsØ sledu¸waØ Lemma 1. Pust~ p > 0, s ¿ 4, r > 0, K = {z : r < |z| < sr} – kol~co

i r_s := r √ s – vnutrennØØ toqka kol~ca K. Togda suwestvuet poloßitel~naØ funkciØ ε_p(s) ograniqennaØ pri s ¿ 4 i stremØwaØsØ k nul¸ pri s → +∞ takaØ, qto dlØ vsØkoæ analitiqeskoæ funkcii f ∈ L^p_a(K) vypolnena sledu¸waØ ocenka

r^2_s |f(r_s)|^p 6 (1 + ε_p(s))(ln s)^{−1}‖f‖^p. (2)

Dokazatel~stvo. Dokaßem neravenstvo (2) pri r = 1 i rs =^√s,

togda obwiæ sluqaæ poluqaetsØ preobrazovaniem podobiØ. Ocenim kofffficient c_k v rØde Lorana funkcii f(z) analitiqeskoæ v kol~ce K, k ∈ Z. DlØ vseh t ∈ (1, s) imeem |c_k| = | | 1 2πi ∫ |ζ|=t f(ζ) ζ^{k+1} dζ | | 6^1_{2πtk} 2π∫ 0 |f(te^{iθ})|dθ 6 1 t^k (^{2π}∫ 0 |f(te^{iθ})|^pdθ )_{1/p} . Poslednee neravenstvo pri p > 1 ØvlØetsØ sledstviem neravenstva Gœl~dera i neravenstva (1 + a)^p 6 1 + a^p, a > 0 pri 0 < p 6 1.

Dalee integrirovanie po t daet |c_k|^p s∫ 1 t^{pk+1}dt 6 s∫ 1 tdt 2π∫ 0 |f(te^{iθ})|^pdθ = ‖f‖^p. Esli 2/p ne ØvlØetsØ celym qislom, to dlØ vseh celyh k imeem s∫ 1 t^{pk+1}dt = (pk + 2)^{−1}(s^{pk+2} − 1). (3)

96 V. L. OLE`NIK

S drugoæ storony, esli k_0 = k_0(p) := 2/p - celoe, to pri vseh

k ≠ −k_0 my imeem ravenstvo (3), a pri k = −k_0 pravaØ qast~ (3)

ravna ln s. S uqetom usloviØ s ¿ 4 dlØ otricatel~nyh pokazateleæ pk + 2 pravaØ qast~ formuly (3) ocenivaetsØ snizu qerez

(1 − 4^{−α})|pk + 2|^{−1}, a pri pk + 2 > 0 qerez (1 − 4^{−β})(pk + 2)^{−1}s^{pk+2}.

Zdes~ α = α(p) := min{|pk + 2| : pk + 2 < 0, k ∈ Z} > 0 i

β = β(p) := min{pk + 2 : pk + 2 > 0, k ∈ Z} > 0. Zametim, qto v

zavisimosti ot znaka qisla pk + 2 my imeem sootvetstvu¸wie predstavleniØ pk + 2 = −α − pm i pk + 2 = β + pm, m ∈ N. Krome togo α + β = p, esli 2/p ne ØvlØetsØ celym qislom. V qastnosti pri p > 2 poluqaem β = 2 i α = p − 2, a esli 2/p - celoe, to α = β = p. V poslednem sluqae voznikaet slagaemoe s logarifmom. �to slagaemoe igraet glavnu¸ rol~ v dokazyvaemoæ ocenke (2). Poskol~ku okonqatel~nye neravenstva dlØ c_k zavisØt ot znaka pokazatelØ pk + 2, to pri ocenke veliqiny s^{1/p}|f( √ s)| 6^{∞∑}_{k=−∞} |ck|s^{(pk+2)/(2p)} nam neobhodimo rassmotret~ sluqai pk + 2 < 0 i pk + 2 > 0.

Itak, pust~ pk+2 = −pm−α, m ∈ N i a_− = a_−(p) := (1−4^{−α})^{−1/p}, togda ∑ pk+2<0 |c_k|s^{(pk+2)/(2p)} 6 a_− (^∞∑ m=0 (pm + α)^{1/p}s^{−(pm+α)/(2p)} ) ‖f‖_p 6 a−p^{1/p( ∞∑}_{m=o}(m + 1)^{1/p}2^{−m)}s^{−α/(2p)}‖f‖p = c−(p)s^{−α/(2p)}‖f‖p. (4) V sluqae pk +2 = pm+β, m ∈ N ocenka provoditsØ analogiqno, i my poluqaem sledu¸wee neravenstvo ∑ pk+2>0 |c_k|s^{(pk+2)/(2p)} 6 c_+(p)s^{−β/(2p)}‖f‖_p. (5) Zdes~ Øvnoe vyraßenie dlØ postoØnnoæ c_+(p) poluqaetsØ iz vyraßeniØ dlØ c_−(p) prostoæ zamenoæ qisla α na qislo β.

I, nakonec, esli −pk_0 + 2 = 0 dlØ nekotorogo k_0 ∈ N, to voznikaet slagaemoe |c_{−k0} |s^{(−pk0+2)/(2p)} = |c_{−k0}| 6 (ln s)^{−1/p}‖f‖_p. (6)

MERY KARLESONA 97

Poskol~ku stepennaØ funkciØ s^γ , γ > 0 stremitsØ k beskoneqnosti pri s → ∞ bystree, qem logarifmiqeskaØ funkciØ ln s, to ob¨edinØØ formuly (4)-(6) my prihodim k trebuemoæ ocenke (2). Lemma 1 dokazana.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy 1 predpoloßim, qto dopolnenie E = C \ G oblasti G ne ØvlØetsØ ravnomerno soverxennym mnoßestvom. Togda suwestvu¸t posledovatel~nosti poloßitel~nyh qisel r_j i R_j, a takße toqek ζ_j ∈ E takie, qto

4 6 sj := Rj/rj → ∞ pri j → ∞. Krome togo K_j := {z : r_j < |z − ζ_j | < R_j} ⊂ G. Poloßim ρ_j = √ R_jr_j i z_j = ζ_j + ρ_j ∈ G. DlØ proizvol~nyh p > 0

i q > 0 rassmotrim posledovatel~nost~ mer Diraka μ_j sosredotoqennyh v toqkah z_j i s massami ravnymi μ_j (z_j ) = ρ^{2q/p}_j (ln s_j )^{q/p}. Zametim, qto ρ_j ¿ dist(z_j , E) = d(z_j) ¿ ρ_j −r_j = ρ_j (1−1/√s_j ) ¿ ρ_j /2. Pofftomu ‖μ_j‖_{δ,0} ≍ (ln s_j )^{q/p} → ∞ pri j → ∞. Ocenim teper~ veliqiny ‖I_{μj} ‖. V silu lemmy 1 dlØ dostatoqno bol~xih j i vseh

f ∈ L^p_a(G) my imeem

‖f‖^p_{q,μj} = |f(z_j )|^pρ^2_j ln s_j 6 2 ∫ Kj |f(z)|^pdm(z) 6 2‖f‖^p. Sledovatel~no ‖I_{μj} ‖ 6 2^{1/p} dlØ vseh j. Poslednee oznaqaet, qto dlØ l¸boæ postoØnnoæ C suwestvuet mera μ takaØ, qto neravenstvo (1) naruxaetsØ. T.o. oblast~ G, dopolnenie kotoroæ ne ØvlØetsØ ravnomerno soverxennym mnoßestvom, ne moßet prinadleßat~ klassu A(p, q, 0), p > 0, q > 0. Teorema 1 dokazana.

2. Dokazatel~stvo teoremy 2. Nam ponadobØtsØ nekotorye fak-

ty iz teorii konformnyh preobrazovaniæ. Pervoe utverßdenie nißesledu¸weæ lemmy ØvlØetsØ qasto upotreblØemoæ formulirovkoæ 1/4 - teoremy Kœbe, a vtoroe - teorema iskaßeniØ [2].

Lemma 2. Pust~ a ∈ (0, 1) i b(a) = (1 − a)(1 + a)^{−3}. Pust~ oblast~

G ≠ C i F (z) - regulØrnaØ i odnolistnaØ funkciØ na G. Poloßim G_1 = F (G) i d(F (z)) = dist(F (z), ∂G_1) . Togda dlØ l¸byh toqek z ∈ G i w ∈ D(z, ad(z)) imeem 1) d(F (z)) 4d(z) 6

|F^′(z)| 6 4 d(F (z)) d(z) ,

98 V. L. OLE`NIK

2) |F^′(w)| ¿ b(a) d(F (z)) 4d(z) . Dokazatel~stvo lemmy 2. Dokaßem vtoru¸ qast~ lemmy. DlØ

fiksirovannogo z ∈ G poloßim w = z + d(z)t i

f(t) := F (z + d(z)t) − F (z) d(z)F^′(z) . Pri fftom f^′(t) = F^′(z + d(z)t)/F^′(z). Togda f budet regulØrnoæ i odnolistnoæ funkcieæ v ediniqnom kruge D = {t : |t| < 1} s usloviØmi normirovki f(0) = 0, f^′(0) = 1. Po teoreme iskaßeniØ [2, str. 52] dlØ vseh t ∈ D my imeem b(|t|) 6 |f^′(t)| i, esli dopolnitel~no |t| 6 a, to b(a) 6 b(|t|) 6 |f^′(t)|. V terminah F i w poslednee sootnoxenie prinimaet vid b(a)|F^′(z)| 6 |F^′(z + d(z)t)| = |F^′(w)|. Takim obrazom, ispol~zuØ utverßdenie 1), poluqim utverßdenie 2). Lemma 2 dokazana.

Dalee suwestvennu¸ rol~ igraet special~nyæ klass konformnyh preobrazovaniæ. Iz vseh regulØrnyh i odnolistnyh funkciæ F na nekotoroæ oblasti G rassmotrim te, dlØ kotoryh funkciØ (F^′)^a ØvlØetsØ regulØrnoæ v G dlØ vseh vewestvennyh pokazateleæ a, a ∈ R. Mnoßestvo takih funkciæ oboznaqim qerez U (G). ˚sno, qto esli otobraßenie F ∈ U (G), to obratnoe otobraßenie

F^{−1} ∈ U (F (G)). Sledu¸waØ lemma ØvlØetsØ sledstviem teoremy

o monodromii (sr. [3, Lemma 1.1.6]).

Lemma 3. Pust~ G - koneqnosvØznaØ oblast~ na kompleksnoæ

ploskosti C , granica kotoroæ neograniqena i sostoit iz kontinuumov. Togda suwestvuet funkciØ F (z) iz klassa U (G) takaØ, qto obraz G_1 = F (G) - ograniqennaØ oblast~ i kaßdaØ komponenta granicy ∂G_1 ØvlØetsØ zamknutoæ analitiqeskoæ krivoæ ȷordana.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego zametim, qto esli oblast~ G ne-

ograniqena i K ee neograniqennyæ graniqnyæ kontinuum, to po teoreme Rimana dlØ l¸boæ toqki z_0 ∈ G suwestvuet konformnoe otobraßenie F_0 odnosvØznoæ oblasti K^c = C \ K na ediniqnyæ krug D takoe, qto F_0(z_0) = 0, F^′(z_0) = 1. DlØ l¸bogo vewestvennogo qisla a ∈ R funkciØ (F^′_0)^a prodolßima po l¸bomu puti v odnosvØznoæ oblasti K^c i, sledovatel~no, F ∈ U (K^c) ⊂ U (G).

Dalee sqitaem, qto oblast~ G = D \ ⋃_n j=1 K_j – otkrytyæ edi-

niqnyæ krug bez koneqnogo qisla nepereseka¸wihsØ kontinuumov K_j . Po teoreme Rimana suwestvuet konformnoe otobraßenie

MERY KARLESONA 99

F_1 odnosvØznoæ oblasti C \ K_1 na vnexnost~ ediniqnogo kru-

ga C \ D takoe, qto F1(∞) = ∞. Analogiqno kaßdoe sledu¸wee

otobraßenie F_j, vybiraemoe nami, ØvlØetsØ komformnym otobraßeniem odnosvØznoæ oblasti C \ F_{j−1} ∘ F_{j−2} circ · · · ∘ F_1(K_j ) na vnexnost~ ediniqnogo kruga takoe, qto F_j(∞) = ∞, j = 1, 2, . . . , n. PostroennaØ funkciØ F = F_n ∘ F_{n−1} ∘ · · ·∘ F_1 ØvlØetsØ regulØrnoæ i odnolistnoæ funkcieæ na oblasti G. Vse komponenty granicy

∂F (G) ØvlØ¸tsØ analitiqeskimi obrazami ediniqnoæ okrußno-

sti. V silu teoremy o monodromii funkcii (F^′_j )^a sut~ analitiqeskie funkcii na svoeæ odnosvØznoæ oblasti opredeleniØ dlØ vseh a ∈ R. Sledovatel~no, (F^′)^a - analitiqeskaØ funkciØ na oblasti G pri vseh vewestvennyh a. Lemma 3 dokazana.

Po povodu lemmy 3 sdelaem sledu¸wie zameqaniØ. Izvestno, qto vsØkaØ oblast~ so sqetnym qislom komponent granicy konformno gomeomorfna krugovoæ oblasti, t.e. oblasti, vse svØznye komponenty granicy kotoroæ ØvlØ¸tsØ okrußnostØmi i toqkami ([5, 6]). DlØ koneqnosvØznyh oblasteæ ffto utverßdenie soderßitsØ v monografii G. M. Goluzina [2]. Odnako golomorfnost~ proizvol~noæ stepeni proizvodnoæ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ pri fftom ne obsußdaetsØ.

V deæstvitel~nosti otnositel~no klassov U (G) ime¸t mesto sledu¸wie utverßdeniØ [4]. Priqem vtoroe utverßdenie ØvlØetsØ sledstviem pervogo i rezul~tatov raboty [5].

Lemma 4. 1. DlØ proizvol~noæ regulØrnoæ i odnolistnoæ funkcii

F na nekotoroæ oblasti G ⊂ C suwestvuet drobno-lineænoe preobrazovanie g takoe, qto superpoziciØ g ∘ F prinadleßit klassu U (G). 2. DlØ proizvol~noæ oblasti G ⊂ C so sqetnym qislom komponent granicy suwestvuet otobraßenie F ∈ U (G) takoe, qto oblast~ F (G) budet krugovoæ oblast~¸.

ObratimsØ k dokazatel~stvu teoremy 2. Prosledim za tem, qto proishodit s merami i prostranstvami pri konformnyh preobrazovaniØh oblasteæ. Pust~ F ∈ U (G) i G_1 = F (G). Togda dlØ vseh p > 0 i β > −1 prostranstva L^{p,β}(G) i L^{p,β}_a (G) izomorfny sootvetstvu¸wim prostranstvam na G_1. Postroim lineænoe ograniqennoe i ograniqenno obratimoe otobraßenie

100 V. L. OLE`NIK

T_F : L^{p,β} (G_1) → L^{p,β} (G). Pust~ g(w) ∈ L^{p,β} (G_1), w = F (z). Togda ‖g‖^p_{,mfi} = ∫ G1 |g(w)|^pd(w)^βdm(w) = ∫ G |g(F (z))|^pd(F (z))^β|F^′(z)|^2dm(z). V silu lemmy 1(1) imeem d(F (z))^β ¿ 4^{−|β|}|F^′(z)|^β d(z)^β. Okonqatel~no prihodim k neravenstvu ‖g‖^p_{,mfi} ¿ 4^{−|β|} ∫ G |g(F (z))F^′(z)^{(β+2)/p}|^pd(z)^βdm(z) = 4^{−|β|}‖f‖^p_{,mfi} . (7) Poskol~ku F ∈ U (G), to preobrazovanie f(z) = (T_F g)(z) :=

F^′(z)^{(β+2)/p}(g ∘ F )(z) dostavlØet nam iskomyæ izomorfizm. Funk-

ciØ f(z) – regulØrna v oblasti G, esli g(w) – regulØrnaØ funkciØ v oblasti G_1, t.e. preobrazovanie T_F osuwestvlØet takße izomorfizm i podprostranstv analitiqeskih funkciæ. Krome togo ‖T_F ‖ 6 4^{|β|/p}, T^{−1}_F = T_F �1 i ‖T^{−1}_F ‖ 6 4^{|β|/p}.

Pust~, dalee, na oblasti G zadana mera μ, F ∈ U (G), G_1 =

F (G) i q > 0. Opredelim na oblasti G_1 meru μ_1 tak, qtoby ‖T_F g‖_{q,μ} = ‖g‖_{q,μ1} dlØ vseh izmerimyh funkciæ g na G_1 s uslovi-

em T_f g ∈ L^q(G, μ). Kak obyqno imeem

μ_1(e) = ∫ F �1_{(e)} |F^′(z)|^{(β+2)q/p}dμ(z) dlØ vsØkogo borelevskogo mnoßestva e ⊂ G_1. UqityvaØ teper~ ocenku (7) poluqaem ‖I_{μ1} (G_1, p, q, β)‖ 6 4^{|β|/p}‖I_μ(G, p, q, β)‖, (8) t.e. operatory vloßeniØ I_μ i I_{μ1} ograniqeny odnovremenno.

V ramkah vyxeskazannogo nam ostalos~ sravnit~ veliqiny ‖μ‖ i ‖μ_1‖. Preßde vsego zametim, qto esli v opredelenii veliqiny ‖μ‖_{δ,β} funkci¸ μ̃(z) zamenit~ na μ(D(z, ad(z))), to dlØ l¸bogo qisla a ∈ (0, 1) my poluqaem ffkvivalentnu¸ veliqinu (sr. [18]). Iz lemmy 1(1) sleduet, qto dlØ l¸bogo z ∈ G imeet mesto vkl¸qenie F^{−1}(D(F (z))) ⊃ D(z, d(z)/32). Pol~zuØs~

MERY KARLESONA 101

opredeleniem mery μ_1 i lemmoæ 1(2), poluqaem (γ = (β + 2)q/p,

w = F (z) ∈ G_1)

μ̃_1(w) = μ_1(D(F (z))) = ∫ F �1_{(D(F (z)))} |F^′(ζ)|^γ dμ(ζ) ¿ 4^{−1}b(1/32)μ(D(z, d(z)/32))(d(w)/d(z))^γ. Krome togo funkciØ m̃_β (z) ocenivaetsØ s dvuh storon ravnomerno po z ∈ G qerez funkci¸ d(z)^{β+2}. Dalee, prostye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto suwestvuet koneqnaØ postoØnnaØ c_0 = c_0(p, q, β) > 0 takaØ, qto pri δ = 1 − q/p spravedliva ocenka ‖μ_1‖_{δ,β} ¿ c_0‖μ‖_{δ,β}. Esli predpoloßit~, qto F (G) ∈ A(p, q, β), to ob¨edinØØ poslednee neravenstvo s neravenstvami dlØ operatorov vloßeniØ (1) i (8), poluqim 4^{|β|q/p}‖I_μ(G, p, q, β)‖^q ¿ ‖I_{μ1} ‖^q ¿ C^{−1}‖μ_1‖_{δ,β} ¿ C^{−1}c_0‖μ‖_{δ,β}. Otkuda sleduet, qto oblast~ G takße prinadleßit klassu

A(p, q, β). Nami dokazana

Lemma 5. Pust~ oblast~ G ≠ C , F ∈ U (G) i β > −1. Togda, esli F (G) ∈ A(p, q, β), to i G ∈ A(p, q, β). Teper~ my v sostoØnii zaverxit~ dokazatel~stvo teoremy 2.

Pust~ G ∈ A(p, q, β) togda, kak uße otmeqalos~ vyxe, E = C \ G – neograniqennoe zamknutoe mnoßestvo ne soderßawee izolirovannyh toqek. S drugoæ storony pust~ G – koneqnosvØznaØ oblast~ s neograniqennym dopolneniem bez izolirovannyh toqek granicy. Togda v silu lemmy 2 suwestvuet funkciØ F ∈ U (G) takaØ, qto vse komponenty granicy ∂F (G) (a ih koneqnoe qislo) sut~ zamknutye analitiqeskie krivye ȷordana i obraz F (G) – ograniqennoe mnoßestvo. Kak dokazano v rabote [10] oblast~

F (G) ∈ A. Sledovatel~no, po lemme 5, oblast~ G ∈ A. Teorema 2

dokazana.

Literatura

1. A. F. Beardon, Ch. Pommerenke, The Poincaré metric of plane domains. J. London Math. Soc., 18 (1978), 475–483.

2. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo. Nauka, 1966.

102 V. L. OLE`NIK

3. H. Grunsky, Lectures on theory of functions in multiply connected domains.

Göttingen: Vandenhoeck & Ruprecht, 1978. 4. Z. X. He, Private communication.

5. Z. X. He, O. Schramm, Fixed points, Koebe uniformization and circle packings.

Ann. of Math., 137 (1993), 360–406.

6. Z. X. He, O. Schramm, Koebe uniformization for “almost circle domains”. Amer.

J. Math., 117 (1995), 653–667.

7. A. Hinkkanen, Julia sets of rational functions are uniformly perfect. Math. Proc.

Cambridge Philos. Soc., 113 (1993), 543–559.

8. P. Järvi, M. Vuorinen, Uniformly perfect sets and quasiregular mappings. J. London Math. Soc. (2), 54 (1996), 515–529.

9. V. N. Kudaxov, Teoremy vloßeniØ prostranstv Bergmana v prostranstva Lebega dlØ oblasteæ s negladkoæ graniceæ. magisterskaØ dissertaciØ, Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet, Ønvar~ 1995.

10. V. N. Kudashov, V. L. Oleinik, An embedding theorem of Bergman space into Lebesgue space. University of Helsinki, Reports of the Department of Mathematics, Preprint 42 (1993), 1–9.

11. V. N. Kudaxov, V. L. Oleænik, Teoremy vloßeniØ prostranstv Bergmana v prostranstva Lebega dlØ oblasteæ s negladkoæ graniceæ. Funkc. analiz i ego pril. 30 (1996), 67–70.

12. D. Luecking, Multipliers of Bergman spaces into Lebesgue spaces. Proc. Edinburgh Math. Soc., 29 (1986), 125–131.

13. R. Mañé, L. F. da Rocha, Julia sets are uniformly perfect. Proc. Amer. Math.

Soc., 116 (1992), 251–257.

14. V. L. Oleænik, Teoremy vloßeniØ dlØ vesovyh klassov garmoniqeskih i analitiqeskih funkciæ. Zap. nauqn. sem. LOMI, 47 (1974), 120–137.

15. V. L. Oleænik, Ocenki popereqnikov kompaktnyh mnoßestv analitiqeskih funkciæ v Lp s vesom. Vestnik LGU, ser.mat.meh., 7 (1975), 47–51.

16. V. L. Oleænik, Odna teorema vloßeniØ dlØ klassov analitiqeskih funkciæ. Problemy matematiqeskoæ fiziki vyp. 11 (1985), 164–167.

17. V. L. Oleænik, B. S. Pavlov, Teoremy vloßeniØ dlØ vesovyh klassov garmoniqeskih i analitiqeskih funkciæ. Zap. nauqn. sem. LOMI, 22 (1971), 94–102.

18. V. L. Oleinik, M. Vuorinen, Embedding theorems for Bergman spaces in quasiconformal balls. Manuscripta Mathem., 72 (1991), 181–203.

19. Ch. Pommerenke, Uniformly perfect sets and the Poincaré metric. Arch. Math.,

32 (1979) 192–199.

20. Ch. Pommerenke, On uniformly perfect sets and Fuchsian groups. Analysis 4 (1984) 299–321.

Oleinik V. L. Carleson measures and uniformly perfect sets. We show that the description of Carleson measures on the Bergman spase of analytic functions on a finitely connected domain G with the power weight is the same one as in the unit disk iff the complement

MERY KARLESONA 103

C \ G be an unbounded set without isolated points. In general case the

complement of such domain G have to be a uniformly perfect set.

Postupilo 10 marta 1998 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

Vladimir.Oleinik@pobox.spbu.ru