Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 255, 1998 g.

E. L. Paceviq

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI DL˚ NEKOTORYH KLASSOV OBLASTE`. I

Vvedenie. V 1975 godu v rabote [1] F. G. Avhadiev s pomo-

w~¸ metoda lokal~no gomeomorfnogo prodolßeniØ, voshodØwego k Al~forsu i Veæl¸ [2], poluqil odno dostatoqno obwee uslovie in¨ektivnosti dlØ nepreryvno-differenciruemyh otobraßeniæ

f(z) v krugovoæ ploskoæ oblasti. �tot rezul~tat, kotoryæ my

privedem niße, zatem praktiqeski bez izmeneniæ voxel v monografi¸ ([3], s. 96) dvadcat~ let spustØ. Uslovie in¨ektivnosti, figuriru¸wee v fftom utverßdenii, kotoroe moßno nazvat~

(φ, ψ)-usloviem dlØ vnexnosti ediniqnogo kruga D^−, vyglØdit tak |zφ_z + zψ_z| + |zφ_z + zψ_z| + ( |f_z − φ| + |f_z − ψ| ) |z|^2(|z|^2 − 1)^{−1} 6 6 (|φ| − |ψ|)(|z|^2 − 1)^{−1}, ∀ z ∈ D^−. (1) Zdes~ f_z , f_z ∈ C(D^−). Proizvol~nye funkcii φ(z) i ψ(z) klassa C^1(D^−) dolßny udovletvorØt~ usloviØm: |φ(z)| > |ψ(z)| dlØ vseh z ∈ D^− i φ(∞) = f_z(∞) ≠ 0, ψ(∞) = f_z(∞). Uslovie (1) predstavlØet soboæ seri¸ dostatoqnyh usloviæ in¨ektivnosti: funkcii φ(z) i ψ(z) ukazannogo klassa moßno vybrat~ proizvol~- no. Naibolee upotrebitel~nymi ØvlØ¸tsØ tri qastnyh sluqaØ: 1) φ = f_z , ψ = f_z; 2) φ = f_z , ψ = f_z ≡ 0; 3) φ = const = a,

ψ = const = b, |a| > |b|. V fftih sluqaØh uslovie (1) zapisyvaetsØ,

sootvetstvenno, v vide |zf_{zz} + zf_{zz} | + |zf_{zz} + zf_{zz}| 6 |f_z| − |f_z| |z|^2 − 1 , ∀ z ∈ D^−; (2) |zf^{′′}(z) / f^′(z)| 6 1 / (|z|^2 − 1), ∀ z ∈ D^−; (3) |f_z − a| + |f_z − b| 6 (|a| − |b|) / |z|^2, ∀ z ∈ D^−; (4) UsloviØ (2) i (3) poluqeny ranee Bekkerom [4, 5], Uslovie (4) pri f_z ≡ 0 privedeno L. A. Aksent~evym v [6]. 104

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI I 105

Za poslednie 20 let poØvilas~ seriØ rabot, ispol~zu¸wih metod lokal~no-gomeomorfnogo i kvazikonformnogo prodolßeniØ dlØ poluqeniØ razliqnyh usloviæ odnolistnosti funkciæ v oblastØh s zadannymi geometriqeskimi harakteristikami, naprimer, v zvezdoobraznyh, spiraleobraznyh, s vypuklym dopolneniem i drugih. Ne pretenduØ na polnotu, ukaßem lix~ obzory [7–9], monografi¸ [3], stat~i [15–18] i bibliografi¸ k nim.

Cel~¸ dannoæ raboty ØvlØetsØ vyØsnenie trebovaniæ na granicu oblasti, pri vypolnenii kotoryh moßno “podnØt~” uslovie (1) na nekrugovye oblasti, sohranØØ po vozmoßnosti klass otobraßeniæ f(z), proizvol~nost~ vybora funkciæ φ i ψ i ide¸ dokazatel~stva.

1. Geometriqeskie harakteristiki oblasti. Pust~ B est~

vnexnost~ zamknutoæ ßordanovoæ krivoæ L v ploskosti z. Dopolnenie B do polnoæ ploskosti oboznaqim qerez B^−. Predpoloßim, qto krivaØ L ØvlØetsØ kvaziokrußnost~¸, t.e. obrazom okrußnosti pri kvazikonformnom avtomorfizme ploskosti. �to ffkvivalentno tomu, qto suwestvuet kvazikonformnoe otraßenie

~λ (z) ploskosti C otnositel~no L, t.e. antikvazikonformnoe oto-

braßenie ~λ (z) : C → C , ostavlØ¸wee nepodvißnymi toqki L i takoe, qto ~λ (B) = B^−, ~λ (B^−) = B, ~λ (~λ (z)) = z. Budem sqitat~, qto menØ¸wiæ orientaci¸ diffeomorfizm ~λ (z) imeet kofffficient kvazikonformnosti K. DlØ dilatacii D_{eλ} = (1+|μ_{eλ}|)/(|μ_{eλ}|− 1) i modulØ kompleksnogo otkloneniØ |μ_{eλ}| = |~λ_z|/|~λ_z| spravedlivy neravenstva

1 6 D e_λ 6 K; 1 6 k = (K + 1)/(K − 1) 6 |μe_λ| 6 ∞;

zdes~ ~λ_z = (~λ_x − i~λ_y)/2, ~λ_z = ( ~λ_x + i~λ_y)/2. Ravenstvo |μ_{eλ}| ≡ ∞ vypolnØetsØ v sluqae, kogda L dopuskaet antikonformnoe otraßenie, t.e. togda i tol~ko togda, kogda B est~ vnexnost~ kruga

D^−_{d,R} = {z : |z − d| > R, d ∈ C , R > 0}, D^−_{0,1} = D^−. V fftom slu-

qae ~λ (z) = d + R^2/( z − d ), D_{eλ} = 1, K = 1. V dal~neæxem budem polagat~ K > 1.

Pust~ G(z, ∞, B) – funkciØ Grina dlØ oblasti B s pol¸som v beskoneqnosti, H(z, ∞, B) – soprØßennaØ s neæ garmoniqeskaØ funkciØ s fiksirovannoæ vetv~¸. Pri l¸bom ρ ∈ (1, ∞) liniØ urovnØ L_ρ = {z : z ∈ B, G(z, ∞, B) = ln ρ} sostoit iz odnoæ analitiqeskoæ krivoæ ȷordana. FunkciØ ω(z) = exp{G + iH} otobra-

106 E. L. PACEVIQ

ßaet B konformno i vzaimno odnoznaqno na vnexnost~ ediniqnogo kruga tak, qto beskoneqno udalennaØ toqka ostaetsØ nepodvißnoæ, funkciØ h(ω) obratna po otnoxeni¸ k ω(z). Ortogonal~- nye drug drugu semeæstva krivyh, konformno ffkvivalentnye pri otobraßenii ω(z) semeæstvam {|ω| = ρ = const}, {θ = arg ω = const} pri 1 < ρ < ∞, 0 6 θ 6 2π, budem oboznaqat~ qerez {L_ρ}, { ~L_θ}.

Esli z prinadleßit linii urovnØ L_ρ, 1 6 ρ < ∞, to pust~

z_r prinadleßit linii urovnØ L_{rρ} i poluqaetsØ iz z s pomow~¸

preobrazovaniØ z_r (z) = h ∘ (rω(z)) pri fiksirovannom r, 1 < r < ∞. Qerez τ_r(z) oboznaqim proizvodnu¸ dz_r/dz, a qerez –(z_r) – obratnu¸ k neæ veliqinu dz/dz_r, gde z(z_r ) = h ∘ (r^{−1}ω(z_r )). Togda dlØ l¸bogo z ∈ B

τ_r(z) = r ω_z ∘ z ω_z ∘ z_r , –(zr) = r^{−1 hω ∘ (rω)}_{hω ∘ ω} . Pust~ J_0 = lim{G(z, ∞, B) − ln |z|} – postoØnnaØ Robffna oblasti B otnositel~no z = ∞. Togda exp J_0 – vnutrennii radius oblasti B v toqke z = ∞, exp(−J_0) = h^′(∞). FunkciØ exp J_0 · h(ω) prinadleßit klassu Σ i dlØ nee ([10], s. 117) spravedlivy ocenki

exp(−J_0)M^{−1} 6 |h_ω ∘ ω| 6 exp(−J_0)M ; M = (1 − |ω|^{−2})^{−1}. (5)

Iz (5) sleduet, qto modul~ proizvodnoæ |τ_r(z)| → r, esli |ω| stremitsØ k beskoneqnosti, a r ostaetsØ fiksirovannym. My uqtem fftot fakt v dal~neæxem, pri opredelenii dopustimoæ oblasti.

DogovorimsØ oboznaqat~ otraßenie ~λ (z) qerez λ(z), kogda z ∈ B, i qerez s(z), kogda z ∈ B^−. Pri fiksirovannom r, 1 < r < ∞, oboznaqim δ(z_r ) = λ(z_r ) − z_r dlØ l¸bogo z_r ∈ B, δ(z) = λ(z) − z, i podqinim krivu¸ L dopolnitel~nym usloviØm:

proizvodnaØ ω_z nepreryvna v zamknutoæ oblasti B; (6)

dlØ l¸bogo z ∈ B i l¸bogo fiksirovannogo r, 1 < r < ∞, spravedlivy neravenstva |δ ∘ z|^{−1}|dz| > |δ ∘ z_r|^{−1}|dz_r|; (7) |δ_z ∘ z| |dz| ¿ r^{−1}|δ_z ∘ z_r | |dz_r|; (8) (K + 1)2^{−1}|dz| > r^{−1}|δ_z ∘ z_r | |dz_r|, (9)

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI I 107

zdes~ K – kofffficient kvazikonformnogo otraßeniØ ~λ (z). Oblasti, udovletvorØ¸wie usloviØm (6)–(9), budem nazyvat~ oblastØmi tipa (V_1). Esli v fftom opredelenii usloviØ (8) i (9) zamenit~ na ( |λ_z ∘ z| − |λ_z ∘ z| ) |dz| ¿ r^{−1} ( |λ_z ∘ z_r | − |λ_z ∘ z_r | ) |dz_r|, (8^′) |dz| > r^{−1} ( |λ_z ∘ z_r| − |λ_z ∘ z_r| ) |dz_r|, (9^′) to takie oblasti budem nazyvat~ oblastØmi tipa (V_2). Po teoreme Kelloga ([9], s. 411) proizvodnaØ otobraßa¸weæ funkcii

ω_z nepreryvna v zamknutoæ oblasti B, esli L gladkkaØ krivaØ,

u kotoroæ ugol θ(s) naklona kasatel~noæ k vewestvennoæ osi, kak funkciØ dliny dugi s na L, imeet modul~ nepreryvnosti N s^α,

0 < α < 1, N > 0. Drugie dostatoqnye usloviØ nepreryvnosti ω_z v B suwestvu¸t, i oni formuliru¸tsØ libo s pomow~¸ inyh

moduleæ nepreryvnosti funkcii θ(s), libo v terminah drugih harakteristik krivoæ. Zametim, qto uslovie (7) oznaqaet monotonnost~ metriki |dz|/|δ(z)| po liniØm urovnØ, a monotonnost~ metriki |λ_z| |dz| ((|λ_z|−|λ_z|)|dz|) po liniØm urovnØ vleqet za soboæ neravenstvo (8) ((8^′)). S uqetom (8) vidim, qto dlØ vypolneniØ (9) dostatoqno potrebovat~, qtoby byla spravedliva ravnomernaØ ocenki |δ_z(z)| < (K + 1)/2 dlØ l¸bogo z ∈ B. Analogiqno dlØ vypolneniØ (9^′) dostatoqno, qtoby |λ_z(z) − |λ_z (z)| < 1 pri l¸bom

z ∈ B. V sluqae, kogda L – ediniqnaØ okrußnost~, λ(z) = 1/z, δ_z (z) = λ_z(z) = −1/z^2, K = 1, z_r = rz. Netrudno proverit~,

qto dlØ D^− usloviØ (6)–(9), a takße (8^′), (9^′), vypolnØ¸tsØ, t.e. vnexnost~ ediniqnogo kruga D^− ØvlØetsØ oblast~¸ i tipa (V_1), i tipa (V_2).

SootnoxeniØ (2)–(4) moßem perepisat~ v ffkvivalentnoæ for- me |δf_{zz} + δf_{zz}| + |δf_{zz} + δf_{zz}| 6 |δ_z| ( |f_z| − |f_z| ) , ∀ z ∈ D^−; (2^′) |f^{′′}(z) / f^′(z)| 6 |δ_z (z)| / (|δ(z)|, ∀ z ∈ D^−; (3^′) |f_z − a| + |f_z − b| 6 (|a| − |b|)|δ_z|, ∀ z ∈ D^−. (4^′) V sluqae proizvol~noæ oblasti B s gladkoæ graniceæ nahoßdeniØ Øvnogo vyraßeniØ dlØ otobraßeniæ λ(z) i z_r (z), a sledovatel~no, i proverka usloviæ (7)–(9) – zadaqa trudnaØ. Pofftomu vaßno vydelit~ klassy nekrugovyh oblasteæ, kotorye, ostava- Øs~ dostatoqno xirokimi, pozvolØ¸t ffto sdelat~. Vozmoßnost~

108 E. L. PACEVIQ

postroeniØ Øvnogo vyraßeniØ dlØ otobraßeniæ λ(z) i z_r(z) zavisit ot togo, naskol~ko prozraqna geometriØ liniæ urovnØ oblasti B. Inogda vygodno otkazat~sØ ot obyqnyh liniæ urovnØ i pereæti, esli ffto vozmoßno, k “obobwennym” liniØm urovnØ s bolee prostoæ geometrieæ. Takie primery budut privedeny vo vtorom punkte. Pod “obobwennymi” liniØmi urovnØ oblasti B budem ponimat~ semeæstva prostyh analitiqeskih krivyh {Γ_ρ} i {~Γ_θ}, 1 6 ρ < ∞, 0 6 θ 6 2π, Γ_1 = L, oblada¸wie tem svoæstvom, qto suwestvuet in¨ekciØ meßdu toqkami oblasti B i toqkami pereseqeniØ dvuh krivyh iz raznyh semeæstv. PredpolagaetsØ, qto krivye semeæstva {~Γ_θ} soedinØ¸t L s beskoneqno udalennoæ toqkoæ i Γ_{ρ1} ∩ Γ_{ρ2} = ?, ~Γ_{θ1} ∩ ~Γ_{θ2} = {z^0 ∪ ∞}, z^0 ∈ B^−, pri

ρ_1 ≠ ρ_2, θ_1 ≠ θ_2, ~Γ_0 = ~Γ_{2π}. Geometriqeski opredelim otobraße-

nie Z_r (z). Imenno, esli z leßit na pereseqenii krivyh Γ_ρ i ~Γ_θ pri nekotoryh fiksirovannyh ρ i θ iz ukazannyh promeßutkov, to qerez Z_r (z) oboznaqim toqku, leßawu¸ na pereseqenii Γ_{ρr} i

~Γ_θ, zdes~ r fiksirovano, 1 < r < ∞. I naoborot, esli Z_r leßit

na pereseqenii krivyh Γ_ρ i ~Γ_θ, to qerez z(Z_r ) oboznaqim toqku, leßawu¸ na pereseqenii Γ_{ρr}�1 i ~Γ_θ. Nas interesu¸t oblasti, v kotoryh suwestvu¸t “obobwennye” linii urovnØ, udovletvorØ¸wih usloviØm: 1) proizvodnaØ dZ_r/dz nepreryvna v B; 2) modul~ proizvodnoæ |dZ_r/dz| → r pri |z| → ∞. Takie oblasti nazovem oblastØmi tipa (U_1), esli oni udovletvorØ¸t usloviØm (7)–(9) dlØ z_r = Z_r(z), i oblastØmi tipa (U_2), esli oni udovletvorØ¸t usloviØm (7), (8^′), (9^′). Oblasti tipa (V_j ) i (U_j) budem nazyvat~ dopustimymi oblastØmi tipa j, j = 1, 2.

DogovorimsØ pod simvolom z_r → ∞ ponimat~ vypolnenie dvuh trebovaniæ srazu: |z| → ∞ i r → ∞, t.e. na sfere Rimana stØgivanie k pol¸su liniæ urovnØ ponimaetsØ kak by po spirali, kotoru¸ obrazu¸t linii urovnØ L_ρ(Γ_ρ), perehodØ drug v druga s pomow~¸ ~L_θ(~Γ_θ) pri uveliqenii ih “nomera” ρ. Nazovem ffto opredelenie harakterom stremleniØ liniæ urovnØ k beskoneqnosti. Ono neobhodimo dlØ opredeleniØ otobraßeniæ argumenta

z_r , esli z_r ∈ B.

DogovorimsØ pod vyskazyvaniem “dlØ l¸bogo z_r , prinadleßawego oblasti B” ponimat~ predloßenie: “dlØ l¸bogo z ∈ B i l¸bogo fiksirovannogo r, 1 < r < ∞”, zdes~ z_r = z_r (z)(Z_r (z)) – otobraßenie, opredelennoe vyxe.

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI I 109

2. Primer oblasteæ tipa (Uj ), j = 1, 2. Pust~ L = {z : z =

R(θ)e^{iθ} , 0 6 θ 6 2π, R(θ) > 0, R(0) = R(2π)} ograniqivaet zvez-

doobraznu¸ (otnositel~no nulØ) porØdka α oblast~ B^−_α , vnexnost~ krivoæ L oboznaqim B^∗_α, 0 < α < 1. Napomnim opredelenie. Simvol S^∗_α, 0 < α < 1, oboznaqaet podklass S, sostoØwiæ iz zvezdoobraznyh funkciæ porØdka α, t.e. funkciæ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ | | |arg [ ωh̃^′(ω)/h̃(ω) ]| | 6 απ/2, ω ∈ D, 0 < α < 1, gde h̃(ω) ∈ S otobraßaet ediniqnyæ krug D v ploskosti ω na oblast~ B^−_α . Esli h̃(ω) ∈ S^∗_α, to (sm. [14]) h̃(ω) imeet nepreryvnoe prodolßenie na D, h̃(e^{iφ}) absol¸tno nepreryvna na

[0, 2π], i^d_{dφ} h̃(e^{iφ}) = ie^{iφ} h̃^′(e^{iφ}) p.v. na [0, 2π]. DlØ granicy L

α-zvezdoobraznoæ oblasti B^−_α s parametriqeskim uravneniem

z = R(θ)e^{iθ} vypolØnetsØ neravenstvo [13] ( 1 + (R/R_θ)^2

)_{1/2} ¿ ( sin απ/2 )_{−1} , p.v. , θ ∈ [0, 2π]. Geometriqeski ffto oznaqaet, qto ostryæ ugol meßdu kasatel~noæ i radiusom-vektorom v toqke h̃(ρe^{iφ}) krivoæ ℓ_ρ (obraza okrußnosti |ω| = ρ pri otobraßenii funkcieæ h̃(ω)) budet bol~xe fiksirovannoæ veliqiny (1 − α)π/2 (naprimer, [15]).

Pokaßem, qto oblast~ B^∗_α, 0 < α < 1, ØvlØetsØ oblast~¸ tipa (U_j ), j = 1, 2. Opredelim otobraßeniØ Z_r (z) i λ̃(z) s pomow~¸ ravenstv Z_r (z) = rz, λ̃(z) = R^2(θ)/z, gde θ = −i ln(z/z)/2, vetv~ logarifma glavnaØ. V dal~neæxem budem pisat~ z_r (z) vmesto Z_r(z) dlØ udobstva oboznaqeniæ. Pri l¸bom fiksirovannom r, 1 < r < ∞, spravedlivy ravenstva θ = arg z = arg z_r, τ_r (z) = r, i dlØ |z| > R(θ) |δ ∘ z| = (|z|^2 − R^2)/|z|; |δ ∘ z_r| = ( r^2|z|^2 − R^2 ) /r|z|, R = R(θ); | |δ_z ∘ z | | = R(R^2 + R^2_θ)^{1/2}/|z|^2; R_θ = dR/dθ, p.v. , θ ∈ [0.2π]; | |δ_z ∘ z_r | | = R(R^2 + R^2_θ)^{1/2}/r^2|z|^2, p.v. , θ ∈ [0.2π]; |λ_z ∘ z| = R|R_θ|/|z|^2; |λ_z ∘ z_r| = R|R_θ|/r^2|z|^2, p.v. , θ ∈ [0.2π]. Predpoloßim, qto funkciØ R(θ) prinadleßit klassu C^1[0, 2π]. Nesloßnymi vykladkami proverØetsØ, qto trebovaniØ (7), (8),

110 E. L. PACEVIQ

(8^′) dlØ oblasti B^∗_α vypolnØ¸tsØ. Uslovie (9^′) takße imeet mesto v silu neravenstva (1 + x^2)^{1/2} − |x| < 1, spravedlivogo dlØ l¸bogo x ∈ R. Sootnoxenie (9) budet vypolneno, esli |R_θ/R| < ( (K + 1)^2 − 4 )_{1/2} /2. No dlØ modulØ kompleksnogo otkloneniØ imeem

|μ_λ| = (1 + (R/R_θ)^2)^{1/2} ¿ k = (K + 1)/(K − 1),

qto ffkvivalentno |R_θ/R| 6 (K − 1)/2 √ K. Veliqina (K − 1)/2 √ K strogo men~xe, qem ((K + 1)^2 − 4)^{1/2}/2 pri K > 1. Pofftomu (9) spravedlivo, i oblast~ B^∗_α ØvlØetsØ oblast~¸ tipa (U_j ), j = 1, 2. Ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto esli dlØ oblasti B^∗_α vyqislen max_θ |R_θ/R| = Q, to qislo

K(Q) = 1 + 2Q^2 + 2Q(1 + Q^2)^{1/2}, ØvlØ¸weesØ rexeniem uravne-

niØ Q = (K − 1)/2 √ K, budet kofffficientom kvazikonformnosti diffeomorfizma λ̃(z) = R^2(arg z)/z. Pri fftom K = ctg^{2 β}_2 ,

k = (sin απ/2)^{−1}, gde β = (1 − α)π/2, i, sledovatel~no, α = 1 − 4 π arcctg √ K =^2_π arcsin k^{−1}. Vpervye otraßenie λ̃(z) = R^2(arg z)/z

otnositel~no α-zvezdoobraznoæ krivoæ L = ∂B^−_α bylo ispol~zovano v rabote [13]. Dvustoronee neravenstvo ( ~K − 1)/2 √ ~K 6 |Rθ/R| 6 (K − 1)/2^√K, ffkvivalentno sootnooxeniØm 1 < k 6 |μe_λ| 6 ~k, ~K 6 D e_λ 6 K, gde ~k = ( ~K + 1)/( ~K − 1).

K sluqa¸ zvezdoobraznoæ oblasti porØdka α svoditsØ i vnexnost~ vypukloæ krivoæ. Deæstvitel~no, pust~ S^0_p oboznaqaet podklass S funkciæ h̃(ω), sostoØwiæ iz vypuklyh funkciæ, dlØ kotoryh |h̃(ω)| 6 P , ω ∈ D. Izvestno (sm. [14]) utverßdenie

h̃ ∈ S0_p ⇒ h̃ ∈ S∗_α, α = 1 −^2_π arcsin^{d~}h_P , gde d_{h̃} – radius naibol~xego

otkrytogo kruga s centrom v nule, kotoryæ soderßitsØ v h̃(D). Teper~, esli L ograniqivaet vypuklu¸ oblast~ h̃(D) s h̃(ω) ∈ S^0_p , i B^0 – vnexnost~ fftoæ krivoæ, to B^0 = B^∗_α s α = 1 −^2_π arcsin^{dh̃}_P .

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI I 111

3. Osnovnye utverßdeniØ. V dannoæ rabote rassmatriva¸tsØ

nepreryvnye otobraßeniØ f(z) dopustimyh oblasteæ B tipa j v predpoloßenii, qto otobraßenie f(z) nepreryvno vmeste s qastnymi proizvodnymi f_z i f_z v l¸boæ koneqnoæ toqke z oblasti B. PredpolagaetsØ, qto suwestvu¸t koneqnye predely a = lim_{zr →∞} [ e^{−i arg} –^{(zr )} · (f_z ∘ z_r ) ] ≠ 0, b = lim_{zr→∞} [ e^{i arg} –^{(zr )} · (f_z ∘ z_r ) ] , |a| > K|b|, (I) α_0 = lim_{zr →∞} arg [ δ(z_r )–(z_r )δ^{−1}(z) ] , β_0 = lim_{zr→∞} arg

[–(zr)δ(z)δ^{−1}(zr )^] (II)

i vypolnØetsØ uslovie

f(z) → ∞ pri z → ∞, (III)

zdes~ K – kofffficient kvazikonfomnosti otraßeniØ λ̃(z). Zametim, qto esli arg –(z_r) zavisit tol~ko ot r (naprimer, zvezdoobraznye oblasti), to (III) sleduet iz (I).

Oboznaqim qerez C^n(B) klass funkciæ, nepreryvnyh v B vmeste s qastnymi proizvodnymi do n-go porØdka vkl¸qitel~no,

C(B) = C^0(B).

Teorema 1. Pust~ fz , fz ∈ C(B). FunkciØ f(z) in¨ektivna v dopu-

stimoæ oblasti B pervogo tipa, esli naædutsØ dve funkcii φ(z), ψ(z) ∈ C^1(B), φ(∞) = a, ψ(∞) = b, |φ(z)| > K|ψ(z)| dlØ l¸bogo z ∈ B, i dlØ kaßdogo z_r ∈ B vypolnØetsØ uslovie |f_z − pφ| + |f_z − pψ| + |δφ_zα + δψ_zβ| + |δφ_zα + δψ_zβ| 6 6 |δz|2(K + 1)^{−1(}|φ| − K|ψ|^), (10) zdes~ p(z_r ) = r–(z_r), δ(z_r) = λ(z_r ) − z_r ,

α(z_r ) = p(z_r ) exp ( − i arg(δ(z_r )/δ(z)) ) β(z_r ) = p(z_r ) exp ( i arg(δ(z_r )/δ(z)) ) ,

112 E. L. PACEVIQ

K – kofffficient kvazikonformnosti otraßeniØ λ̃(z).

Dokazatel~stvo. Pri fiksirovannom r vvedem funkci¸ F(z) = { g(z), z ∈ B; G(z), z ∈ B^− } , gde g(z) = f(z_r ), a funkciØ G(z) ØvlØetsØ nepreryvnym prodolßeniem g(z) i zadaetsØ ravenstvom

G(z) = g(s(z))+(z −s(z))φ_1(s(z))+ ( z̄ −s(z) ) ψ_1(s(z)), z ∈ B^−, (11)

priqem φ_1(z) = rφ(z_r), ψ_1(z) = rψ(z_r ), s(z) = ~λ (z) dlØ z ∈ B^−. V silu dopustimosti oblasti B proizvodnye g_z(z) = (f_z ∘ z_r )τ_r(z) i

g_z(z) = (f_z ∘ z_r )τ_r(z) nepreryvny v B, a funkciØ G(z) nepreryvno

differenciruema v B^−. Iz (10) sleduet pri K > 1 |p(z_r )| ( |φ ∘ z_r | − |ψ ∘ z_r | ) + |f_z ∘ z_r| − |f_z ∘ z_r| 6 6 2(K + 1)^{−1}|δz ∘ zr|^(|φ ∘ zr| − K|ψ ∘ zr |^), (12) otkuda s uqetom (9) |f_z ∘z_r |−|f_z ∘z_r| > ( |φ∘z_r |−K|ψ ∘z_r| )( |p(z_r )|−2|δ_z ∘z_r|(K +1)^{−1} ) > 0, i f(z) lokal~no in¨ektivna v B. DlØ Økobiana otobraßeniØ g(z) imeem

J_g (z) = |g_z|^2 − |g_z|^2 = |τ_r(z)|^2 ( |f_z ∘ z_r|^2 − |f_z ∘ z_r |^2 ) > 0. Sledovatel~no, funkciØ g(z) lokal~no in¨ektivna v B. Sledstviem (10) ØvlØetsØ neravenstvo |(f_z ∘ z_r )τ_r(z) − r(φ ∘ z_r )| + |(f_z ∘ z_r )τ_r (z) − r(ψ ∘ z_r)|+ +r|δ ∘ z_r | · |(φ_z ∘ z_r) exp(i arg δ(z)) + (ψ_z ∘ z_r ) exp(−i arg δ(z))|+

+r|δ ∘ z_r | |(φ_z ∘ z_r ) exp(i arg δ(z)) + (ψ_z ∘ z_r ) exp(−i arg δ(z))| 6 6 |δz ∘ zr|2(K + 1)^{−1}(|φ ∘ zr | − K|ψ ∘ zr|)|τr(z)|, otkuda s pomow~¸ usloviæ (7), (8) | |g_z(z) − φ_1(z) | | + | |g_z(z) − ψ_1(z) | | + | |δ(z)r(φ_z ∘ z_r )τ_r (z)+ +δ(z)r(ψ_z ∘ z_r)τ_r (z) | | + | |δ(z)r(φ_z ∘ z_r)τ_r (z) + δ(z)r(ψ_z ∘ z_r )τ_r(z) | | < < |δ_z ∘ z|2(K + 1)^{−1} ( |φ_1(z)| − K|ψ_1(z)| ) . (13)

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI I 113

Perepixem poslednee sootnoxenie v ffkvivalentnoæ forme | g_z − φ_1 | + | g_z − ψ_1 | + | δφ_{1z} + δψ_{1z} | + | δφ_{1z} + δψ_{1z} | < < |δ_z|2(K + 1)^{−1} ( |φ_1| − K|ψ_1| ) , (14)

gde vse otobraßeniØ vyqisleny v toqke z i argument z opuwen. Pokaßem, qto G(z) ØvlØetsØ lokal~no in¨ektivnoæ v zamknutoæ oblasti B. Budem oboznaqat~ ζ = λ(z) pri z ∈ B i z = s(ζ) pri

ζ ∈ B^−. Ravenstvo (11) pereixem v vide

G(ζ) = ^G(z) = g(z) + (λ(z) − z)φ_1(z) + (λ(z) − z)ψ_1(z), ζ ∈ B^−, z ∈ B. (15) DlØ modulØ kompleksnogo otkloneniØ funkcii G(ζ), zadannoæ sootnoxeniem (15), imeem | |μ_G(ζ) | | = |G^{ζ̄} | |G_ζ | = | ^G_z s¯_ζ + ^G_z s_ζ | | ^G_z s_ζ + ^G_z s¯_ζ | = |ν_s(ζ) + μ b_G(z)|

|1 + μ b_G(z)ν_s(ζ)| , gde ν_s(ζ) – vtoroe kompleksnoe otklonenie funkcii s(ζ), ν_s(ζ) =

s¯_ζ /s_ζ . Pust~ μ b_G(z) = re^{iθ}, ν_s(ζ) = ρe^{iσ} . Togda |μ_G(ζ)| = ( ρ^2 + r^2 + 2ρr cos(θ − σ) )_{1/2}/( 1 + r^2ρ^2 + 2rρ cos(θ − σ) )_{1/2} . Modul~ kompleksnogo otkloneniØ otobraßeniØ s(ζ) dopuskaet ocenku ρ = |μ_s(ζ)| ¿ k = (K + 1)/(K − 1) > 1. Neravenstvo |μ_s(G)| < 1 pri ρ > 1 ffkvivalentno sootnoxeni¸ ρ^2 + r^2 < 1 + r^2ρ^2, qto, v svo¸ oqered~, ravnosil~no r = |μ_{bG}(z)| > 1. Znaqit, Økobi- an |J_G(ζ)| = |G_ζ|^2 − |G¯_ζ |^2 = |G_ζ|^2 ( 1 − |μ_G(ζ)|^2 ) , budet bol~xe nulØ, esli |G_ζ| > 0 dlØ ζ ∈ B^− i |μ_{bG}(z)|^{−1} < 1 dlØ z ∈ B. V dal~neæxih vykladkah dokazatel~stva teoremy 1 budem opuskat~ argument u funkcii, esli on raven z. Pol~zuØs~ vyraßeniem (15) i opredeleniem dlØ δ(z), vyqislim veliqinu |μ_Ĝ(z)|^{−1} = | ^G_z|/| ^G_z| = = |(g_z − φ_1) + (δφ_{1z} + δψ_{1z} ) + λ_zφ_1 + λ_zψ_1|

|(g_z − ψ_1) + (δφ_{1z} + δψ_{1z} ) + λ_z φ_1 + λ_zψ_1| , z ∈ B. (16)

114 E. L. PACEVIQ

Pokaßem, qto v (16) qislitel~ | ^G_z| strogo men~xe znamenatelØ | ^G_z|. Deæstvitel~no, t.k. |λ_z| 6 k^{−1}|λ_z|, a k = (K + 1)/(K − 1), to

(|φ_1| − |ψ_1|) − |λ_z| (|φ_1| + |ψ_1|) ¿ |λ_z|2(K + 1)^{−1}(|φ_1| − K|ψ_1|). (17)

Iz (14) s uqetom neravenstva (17) poluqaem | ^G_z| 6 |g_z − φ_1| + |δφ_{1z} + δψ_{1z} | + |λ_z| |φ_1| + |λ_z| |ψ_1| < < |λ_z| |φ_1| − |λ_z| |ψ_1| − |g_z − ψ_1| − |δφ_{1z} + δψ_{1z} | 6 | ^G_z|, (18) a ffto oznaqaet, qto |μ_Ĝ(z)|^{−1} < 1. DlØ modulØ proizvodnoæ |G_ζ| imeem |G_ζ| = | ^G_zs_ζ + ^G_zs¯_ζ | = | ^G_z| |s_ζ | |μ^{−1}_Ĝ (z) + ν_s(ζ) |. Pust~ snaqala |s_ζ | ≠ 0. Poskol~ku |μ¯_G(z)|^{−1} < 1, a modul~ vtorogo kompleksnogo otkloneniØ |ν_s(ζ)| = |μ_s(ζ)| ¿ k > 1, to |μ^{−1}_Ḡ (z) +

ν_s(ζ) | ≠ 0. Znamenatel~ drobi (16), ravnyæ | ^G_z|, strogo bol~xe

qislitelØ, pofftomu

| ^G_z| > |(g_z − φ_1) + (δφ_{1z} + δψ_{1z} ) + λ_z φ_1 + λ_z ψ_1| ¿ 0.

Esli ße |s_ζ | = 0, to v fftom sluqae |s¯_ζ | ≠ 0. Po-preßnemu, iz (16) sleduet, qto | ^G_z| > 0. Pofftomu |G_ζ | = | ^G_z| · |s¯_ζ | ≠ 0. Takim obrazom, lokal~naØ in¨ektivnost~ G(ζ) v B^− dokazana.

VvedennaØ funkciØ F(z) ØvlØetsØ nepreryvnoæ i lokal~no in¨ektivnoæ vs¸du, za iskl¸qeniem toqek krivoæ L. V toqkah krivoæ L imeetsØ in¨ektivnost~ obrazov sootvetstvu¸wih poluokrestnosteæ i odinakovaØ orientiruemost~ otobraßeniæ g(z) i G(z). �togo okazyvaetsØ dostatoqnym dlØ in¨ektivnosti F(z) v polnoæ okrestnosti kaßdoæ toqki L. Imeet mesto sledu¸waØ lemma o skleæke ([3], s. 23):

Lemma. Pust~ D1 i D2 nepereseka¸wiesØ oblasti v R^2, t – ot-

krytoe podmnoßestvo nekotorogo odnomernogo nigde ne plotnogo

v R^2 mnoßestva, D = D1 ∪ t ∪ D2 – oblast~. Esli otobraßeniØ

f_i : D_i ∪ t → R^2, lokal~no gomeomorfny v D_i ∪ t, i = 1, 2; f_1 | t = f_2 | t i f_1 i f_2 odinakov orientirovany, to otobraßenie f : D → R^2, f | |_{Di∪t} = f_i, i = 1, 2, lokal~no gomeomorfno v D.

Sledovatel~no, funkciØ F(z) ØvlØetsØ nepreryvnoæ i lokal~- no in¨ektivnoæ na vseæ ploskosti z i F(z) → ∞ pri z → ∞. Po

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI I 115

teoreme Adamara ([11], s. 164), primenennoæ k F(z), poluqim, qto

g(z) = f(z_r ) in¨ektivna v B. V silu proizvol~nosti r, 1 < r < ∞,

ots¸da sleduet in¨ektivnost~ f(z) v B. Teorema dokazana.

Pri dokazatel~stve teoremy 1 strogoe neravenstvo moßet byt~ postavleno v l¸bom iz dvuh sootnoxeniæ (7) ili (8), ili v oboih srazu. �to nußno dlØ strogo znaka v uslovii (13), i ne vliØet na ostal~nye momenty dokazatel~stva. Esli ne trebovat~ strogoæ monotonnosti ni v odnom iz sootnoxeniæ (7), (8), to modul~ |μ_{bG}(z)| moßet byt~ raven edinice tol~ko v sluqae, kogda μ_λ(z) = ±ik, k = (K + 1)/(K − 1).

Uslovie (10) sovpadaet s sootnoxeniem (1) pri znaqenii parametrov: K = 1, –(z_r) = r^{−1}, p(z_r ) = α(z_r) = β(z_r ) = 1, kotorye sootvetstvu¸t oblasti D^−. Takim obrazom, neravenstvo (10) ØvlØetsØ obobweniem sootnoxeniØ (1) na dopustimye oblasti pervogo tipa. Predely (I), (II) opredelØ¸t povedenie veliqin f_z − pφ, f_z − pψ, α, β pri z_r → ∞.

Teorema 2. V predpoloßeniØh teoremy 1 funkciØ f(z) budet in¨-

ektivnoæ v dopustimoæ oblasti B vtorogo tipa, esli uslovie (10) zamenit~ na |f_z − pφ| + |f_z − pψ| + |δφ_zα + δψ_zβ| + |δφ_zα + δψ_zβ| 6 6^(|λz| − |λz|^{)(}|φ| − K|ψ|^), (19) dlØ l¸bogo z_r ∈ B.

RassußdeniØ dlØ dokazatel~stva teoremy 2 provodØtsØ po toæ ße sheme, qto i teoremy 1. Vmesto (12) poluqim neravenstvo |f_z ∘ z_r| − |f_z ∘ z_r | > (|φ ∘ z_r | − K|ψ ∘ z_r |)(|p(z_r)| − (|λ_z| − |λ_z|)), pravaØ qast~ kotorogo strogo bol~xe nulØ v silu (9^′). Vmesto (14) s uqetom (8^′) poluqim sootnoxenie

|g_z − φ_1| + |g_z − ψ_1| + |δφ_{1z} + δψ_{1z} | + |δφ_{1z} + δψ_{1z} | < < (|λ_z| − |λ_z|)(|φ_1| − K|ψ_1|), ∀ z ∈ B, kotoroe moßno usilit~, esli raznost~ |φ_1| − K|ψ_1| zamenit~ na |φ_1| − D_λ |ψ_1|, gde D λ = (ρ + 1)/(ρ − 1) = (|λ_z| + |λz|)/(|λ_z| − |λz|), 1 6 D λ 6 K.

116 E. L. PACEVIQ

S uqetom togo, qto |λ_z| = ρ^{−1}|λ_z|, budem imet~ |λ_z|(|φ_1| − |ψ_1|) − |λ_z|(|φ_1| + |ψ_1|) = (|λ_z| − |λ_z|)(|φ_1| − D_λ |ψ_1|). Teper~

|g_z − φ_1| + |g_z − ψ_1| + |δφ_{1z} + δψ_{1z} | + |δφ_{1z} + δψ_{1z} | < < |λ_z| ( |φ_1| − |ψ_1| ) − |λ_z| ( |φ_1| + |ψ_1| ) , otkuda sleduet spravedlivost~ (18), qto i trebovalos~.

V sluqae vnexnosti ediniqnogo kruga D^− uslovie (19) sovpadaet s (1).

4. SledstviØ iz teorem. Rassmotrim neskol~ko qastnyh sluqa-

ev teoremy 1. Budem oboznaqat~ otobraßenie z(z_r ) qerez Φ(z_r ). Togda Φ^′(z_r ) = –(z_r), d–(z_r)/dz_r = Φ^{′′}(z_r).

Sledstvie 1. Pust~ fz , fz ∈ C^1(B). Otobraßenie f(z) in¨ektiv-

no v dopustimoæ oblasti B pervogo tipa, esli |f_z| > K|f_z | dlØ l¸bogo z ∈ B, vypolnØetsØ uslovie |δ| | | Φ^{′′} Φ^′ | | ( |f_z| + |f_z) ) + |δf_{zz} ~α + δf_{zz} ~β| + |δf_{zz} ~α + δf_{zz} ~β| 6 6 |δz|2(K + 1)^{−1} r^{−1}|Φ^′|^{−1} ·^(|fz| − K|fz|^), (20) dlØ kaßdogo z_r ∈ B, zdes~ ~α(z_r ) = exp(−i arg δ(z_r )/δ(z) − i arg Φ^′(z_r ), ~β(z_r ) = ( ~α (z_r ))−1.

DlØ dokazatel~stva sledstviØ 1 dostatoqno poloßit~ v teoreme 1 φ(z_r ) = f_z(z_r )(p(z_r ))^{−1}, ψ(z_r ) = f_z(z_r ) (p(z_r ))^{−1}. V sluqae

B = D^− uslovie (20) sovpadaet s usloviem Bekkera (2^′).

Sledstvie 2. AnalitiqeskaØ v B \ {∞} funkciØ f(z) odnolistna

v dopustimoæ oblasti B pervogo tipa, esli vypolnØetsØ uslovie | | | Φ^{′′}(z_r ) Φ^′(z_r ) | | | + | | | f^{′′}(z_r ) f^′(z_r ) | | | 6^|^{δz (zr)}_{δ(zr )}^|^2_{K + 1}^1_{r|Φ′(zr )|} , ∀ zr ∈ B. (21) Sledstvie 2 poluqaetsØ iz sledstviØ 1 pri dopolnitel~nom predpoloßenii ψ(z) ≡ 0 ≡ f_z (z). Uslovie (21) ØvlØetsØ obobweniem usloviØ Bekkera (3^′).

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI I 117

Sledstvie 3. Pust~ fz , fz ∈ C(B). FunkciØ f(z) in¨ektivna v

dopustimoæ oblasti B pervogo tipa, esli vypolnØetsØ uslovie | |f_z(z_r )−raΦ^′(z_r ) | |+ | |f_z(z_r )−rb Φ′(z_r) | | 6 6|δ(z)(zr)|2(K + 1)^{−1}(|a| − K|b|), ∀ zr ∈ B. (22) Sledstvie 3 est~ qastnyæ sluqaæ teoremy 1 pri φ(z) ≡ a,

ψ(z) ≡ b, postoØnnye a i b opredeleny v (I).Neravenstvo (22)

est~ obobwenie usloviØ (4^′). Esli v sledstvii 3 dopolnitel~no predpoloßit~ f_z ≡ 0, to poluqim

Sledstvie 4. AnalitiqeskaØ v B \ {∞} funkciØ f(z) odnolistna

v dopustimoæ oblasti B pervogo tipa, esli vypolnØetsØ uslovie | |f_z(z_r ) − raΦ^′(z_r ) | | 6 |δz (zr)| |a|2(K + 1)^{−1}, ∀ zr ∈ B. (23) Sledstvie 5. AnalitiqeskaØ v B \ {∞} funkciØ f(z) budet od-

nolistnoæ v dopustimoæ oblasti B pervogo tipa, esli naædetsØ analitiqeskaØ v B funkciØ φ(z), φ(∞) = a,|φ(z)| ≠ 0 dlØ l¸bogo z ∈ B, i vypolnØ¸tsØ dva usloviØ | | | 1 rΦ^′(z_r ) f_z (z_r ) φ(z_r ) − 1 | | | 6^{|δz(zr )|} r|Φ^′(z_r )| 2ε K + 1 , 0 < ε < 1, | | | φ_z(z_r ) φ(z_r ) | | | 6^|^{δz (zr )}_{δ(zr )}^|^1_{r|Φ′(zr )|}^{2(1 − ε)}_{K + 1} , ∀ zr ∈ B,^{(24)} zdes~ a opredeleno v (I).

Sledstvie 5 poluqaetsØ ih teoremy 1 pri f_z ≡ 0, ψ ≡ 0, φ_z ≡ 0. V sluqae vnexnosti ediniqnogo kruga sootnoxeniØ (24) privodØt k rezul~tatu F. G. Avhadieva [1].

Analogiqnye sledstviØ moßno sformulirovat~ iz teoremy 2. DlØ fftogo v formulirovkah sledstviæ 1–5 nußno slova “pervogo tipa” zamenit~ na “vtorogo tipa”, a v usloviØh (20)–(24) v pravoæ qasti veliqinu |δ_z| · (K + 1)^{−1} – na raznost~ moduleæ proizvodnyh |λ_z| − |λ_z|, ostaviv vse ostal~noe neizmennym.

5. Zvezdoobraznye oblasti. Oblasti B^∗_α, 0 < α < 1, byli ras-

smotreny v punkte 2. DlØ takih oblasteæ postoØnnye α_o i β_0, opredelennye v (II), ravny nul¸, arg –(z_r) ≡ 0. Pereformulirovka teorem 1 i 2 dlØ zvezdoobraznoæ oblasti B^∗_α s R(θ) ∈ C^1[0, 2π] daet sledu¸wiæ rezul~tat.

118 E. L. PACEVIQ

Teorema 3. Pust~ L = ∂B^∗_α, 0 < α < 1, L = {z : z = R(θ) e^{iθ}, R(θ) >

0, 0 6 θ 6 2π, R(0) = R(2π)}, gde R(θ) ∈ C^1[0, 2π].FunkciØ f(z) s nepreryvnymi proizvodnymi f_z, f_z – budet in¨ektivnoæ vo vnexnosti krivoæ L, esli naædutsØ dve funkcii φ(z), ψ(z) ∈ C^1(B^∗_α), φ(∞) = a, ψ(∞) = b, |φ(z)| > K|ψ(z)| dlØ l¸bogo z ∈ B^∗_α i vypolnØetsØ odno iz usloviæ |f_z − φ| + |f_z − ψ| + |δφ_z + δψ_z | + |δφ_z + δψ_z | 6 6 R(R^2 + R^2_θ)^{1/2} 2(K + 1)^{−1} |z|^{−2}(|φ| − K|ψ|), ∀ z ∈ B^∗_α; (25) |f_z − φ| + |f_z − ψ| + |δφ_z + δψ_z | + |δφ_z + δψ_z | 6 6 R^[(R^2 + R^2_θ)^{1/2} − |Rθ|^] |z|^{−2}(|φ| − K|ψ|), ∀ z ∈ B^∗_α; (26) zdes~ δ(z) = (|z|^2 − R^2)/z, R_θ = dR/dθ, R = R(θ), θ = arg z, K = ctg^{2 β}_2 , β = (1 − α)π/2.

Moßno pereformulirovat~ sledstviØ 1–5 iz sootnoxeniæ (25) i (26) dlØ zvezdoobraznoæ oblasti. OgraniqimsØ tem, qto zapixem usloviØ in¨ektivnosti, numeraciØ kotoryh budet otliqat~sØ ot uße privedennyh vyxe neravenstv (20)–(24) odnim i dvumØ xtrihami. V sootnoxeniØh (24^′) i (24^{′′}) ispol~zovano oboznaqenie φ(z) = f^′_0(z). | zf_{zz} + zf_{zz}| + |zf_{zz} + zf_{zz} | 6 6 R(R^2 +R^2_θ)^{1/2}(|z|^2−R^2)^{−1} 2(K +1)^{−1} (|fz|−K|fz|), ∀ z ∈ B^∗_α; (20^′) | |zf_{zz} + zf_{zz}| + |zf_{zz} + zf_{zz} | | 6 6 R^[(R^2 + R^2_θ)^{1/2} − |Rθ|^](|z|^2 − R^2)^{−1 (}|fz| − K|fz|^), ∀ z ∈ B^∗_α; (20^{′′}) | |z f^{′′}(z) f^′(z) | | 6^2_{K + 1}^{R(R2 + R2θ)1/2} |z|^2 − R^2 , ∀ z ∈ B^∗_α; (21^′) | | |z f^{′′}(z) f^′(z) | | | 6^R [ (R^2 + R^2_θ)^{1/2} − |R_θ| ] |z|^2 − R^2 , ∀ z ∈ B^∗_α; (21^{′′}) |f_z − a| + |f_z − b| 6 6 R(R^2 + R^2_θ)^{1/2}|z|^{−2} 2(K + 1)^{−1} (|a| − K|b|), ∀ z ∈ B^∗_α; (22^′) |f_z − a| + |f_z − b| 6 R [ (R^2 + R^2_θ)^{1/2}−

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI I 119 |R_θ| ] |z|^{−2} (|a| − K|b|), ∀ z ∈ B^∗_α; (22^{′′}) |f_z − a| 6 R(R^2 + R^2_θ)^{1/2}|z|^{−2} 2(K + 1)^{−1} |a|, ∀ z ∈ B^∗_α; (23^′) |f_z − a| 6 R [ (R^2 + R^2_θ)^{1/2} − |R_θ| ] |z|^{−2} |a|, ∀ z ∈ B^∗_α; (23^{′′}) | | | f_z(z) f^′_0(z) − 1 | | | 6^{2ε}_{K + 1}^{R(R2 + R2θ)1/2}_{|z|2} , 0 < ε < 1; | | |z f^{′′}_0 (z) f^′_0(z) − 1 | | | 6^{2(1 − ε)}_{K + 1}^{R(R2 + R2θ)1/2} |z|^2 − R^2 , ∀ z ∈ B^∗_α; (24^′) | | | f_z(z) f^′_0(z) − 1 | | | 6 εR^{(R2 + R2θ)1/2 − |Rθ|} |z|^2 , 0 < ε < 1; | | |z f^{′′}_0 (z) f^′_0(z) − 1 | | | 6 (1 − ε)R^{(R2 + R2θ)1/2 − |Rθ|} |z|^2 − R^2 , ∀ z ∈ B^∗_α; (24^{′′})

zdes~ z = |z|e^{iθ}, |z| > R, 0 6 θ 6 2π. Rasmotrim neskol~ko primerov.

Primer 1. Pust~ zvezdoobraznaØ oblast~ B^∗(1) – vnexnost~ ffl-

lipsa s poluosØmi a_0 > 0, b_0 > 0 i b_0 > a_0. Togda R^2 = R^2(θ) =

a^2_0 cos^2 θ + b^2_0 sin^2 θ, R_θ = dR/dθ = c^2 sin 2θ/2R, gde c^2 = b^2_0 − a^2_0, i R_θ R = c^2tgθ b^2_0tg^2θ + a^2_0 . FunkciØ R_θ/R na otrezke [0, 2π] imeet odin maksimum v toqke θ_0,

tgθ_0 = b_0/a_0. Pofftomu Q = max_θ R_θ/R = (1 − μ^2)/2μ, gde μ = a_0/b_0 < 1.

Kofffficient kvazikonformnosti otraßeniØ ~λ(z) otnositel~no krivoæ L = ∂B^∗(1) raven K(Q) = 1+2Q^2+2Q(1+Q^2)^{1/2} = b^2_0/a^2_0 > 1. V sluqae μ = a_0/b_0 > 1 veliqina Q ravna (μ^2 − 1)/2μ, a kofffficient K = a^2_0/b^2_0.

Moßem zapisat~ l¸boe iz usloviæ (20^′)–(24^′), (20^{′′})–(24^{′′}), (25)–(26) dlØ vnexnosti ffllipsa B^∗(1). Naprimer, sootnoxenie (21^′) v predpoloßenii μ = a_0/b_0 < 1 budet vyglØdet~ tak | | |z f^{′′}(z) f^′(z) | | | 6^{2a20}_{b20 + a20} R^2 ( 1 + (_{Rθ} R )_2)_{1/2} R^2 − |z|^2 , ∀ z = |z|e^{iθ}, |z| > R; Qastnym sluqaem oblasti B^∗(1) ØlØetsØ rezul~tat otobraßeniØ funkcieæ z(ω) = ω + ε/ω vnexnosti ediniqnogo kruga v ploskosti ω pri 0 < ε < 1. Togda L = {z : z = e^{iφ} + εe^{−iφ}, 0 6 φ 6 2π}

120 E. L. PACEVIQ

ograniqivaet ffllips s poluosØmi a = 1+ε, b = 1−ε. VyqisleniØ da¸t Q = 2ε/(1 − ε^2), K = (1 + ε)^2/(1 − ε)^2.

Primer 2. Qerez B^∗(2) oboznaqim vnexnost~ “podporqennogo”

ffllipsa, poluqa¸wegosØ iz vnexnosti ediniqnogo kruga v ploskosti ω s pomow~¸ otobraßeniØ z = ω + ε_1/ω + ε_2/ω^2 pri 0 < ε_1,

ε_2 < 1. Togda L = {z : z = e^{iφ} + εe^{−iφ}, 0 6 φ 6 2π}. Oboznaqim z | |_L = R(θ)e^{iθ} . Ime¸t mesto ravenstva

tgθ = [ (1 − ε_1) sin φ − ε_2 sin 2φ ]/[ (1 + ε_1) cos φ + ε_2 cos 2φ ] , R(θ) = ^R(φ) = {[ (1+ε_1) cos φ+ε_2 cos 2φ

]_2 + + [ (1−ε_1) sin φ−ε_2 sin 2φ

]_2}1/2 . VyqisleniØ da¸t | | Rθ R | | = | | 2ε1 sin 2φ + 3ε2 sin 3φ + ε1ε2 sin φ 1 − ε^2_1 − 2ε^2 − 3ε_1ε_2 cos φ − ε_2 cos 3φ | |. Ocenim max_θ |R_θ/R| pri uslovii θ^′_φ > 0, qto ffkvivalentno 1 − ε^2_1 −

2ε^2 − 3ε_1ε_2 − ε_2 > 0:

Q = max_θ |R_θ/R| 6

2ε_1 + 3ε_2 + ε_1ε_2 1 − ε^2_1 − 2ε^2 − 3ε_1ε_2 − ε_2

= Q_0.

DlØ kofffficienta kvazikonformnosti K poluqaem ocenku

K(Q) < K_0(Q_0) = 1 + 2Q^2_0 + 2Q_0(1 + Q^2_0)^{1/2}.

Otmetim, qto v rabote [12] F. G. Avhadiev poluqil sledstvie iz (φ, ψ)-usloviØ (1) dlØ vnexnosti ffllipsa B^∗(1), poloßiv φ(z) = c̃h(c̃z + d̃z̄), ψ(z) = d̃ · h(c̃z + d̂z̄), gde c̃ = (a_0 + b_0)/2,

d̂ = (b_0 − a_0)/2, h(z) ≠ 0 – l¸baØ regulØrnaØ v B∗(1) funkciØ,

udovletvorØ¸waØ uslovi¸ dlØ proizvol~nogo z = x + iy ∈ B^∗(1),

r^2(z) = x^2/a^2_0 + y^2/b^2_0: |zh^′(z)|(r^2(z) − 1) + |f^′(z) − h(z)|r^2(z) 6 a_0|h(z)|/b_0. 6. UsloviØ kvazikonformnoæ prodolßimosti. V dannom raz-

dele stat~i budem predpolagat~, qto modul~ kompleksnogo otkloneniØ otdelen ot beskoneqnosti qislom k̃, t.e. spravedlivo dvustoronnee neravenstvo 1 6 k 6 |μ~_λ| = |^~λz|/|^~λz| 6^~k < ∞,

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI I 121

qto ffkvivalentno

~K 6 D~_λ 6 K,^~K = (^~k + 1)/(^~k − 1).

DlØ zvezdoobraznyh oblasteæ, naprimer, kak otmeqeno v punkte 2, ffto oznaqaet dvustoronn¸¸ ocenku dlØ veliqiny |R_θ|/R. Oboznaqim

q̃_1(ρ) = (ρq − 1)/(ρ − q), q̃_2(ρ) = (ρ^2q − 2ρ + q)/(ρ^2 − ρq),

q̃_3(ρ) = (ρ^2 − 1)/(ρ^2q − 2ρ + q), (27)

zdes~ 2k/(k^2 + 1) < q < 1, ρ = |μ~_λ| – peremennaØ veliqina, menØ- ¸waØsØ v promeßutke [k, k̃]. Zametim, qto q̃_1(ρ) < 1, q̃_3(ρ) > 1 pri d¸bom ρ ∈ [k, k̃]. Poloßim

q_1 = max_ρ q̃_1(ρ) = (k̃q − 1)/(k̃ − q),

q_2 = min_ρ q̃_2(ρ) = (k^2q − 2k + q)/(k^2 − kq),

q_3 = max_ρ q̃_3(ρ) = (k^2 − 1)/(k^2q − 2k + q). (28)

Pod dopustimoæ oblast~¸ pervogo tipa budem ponimat~ oblast~, pri opredelenii kotoroæ uslovie (9) zameneno na q_1q^{−1}_2 |dz| > r^{−1}|δ_z (z_r)| |dz_r|. (29) Neznaqitel~nym izmeneniem dokazatel~stva teoremy 1 s sohraneniem preßnih oboznaqeniæ moßno poluqit~ sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 4. Pust~ fz, fz ∈ C(B). FunkciØ f(z) in¨ektivna v do-

pustimoæ oblasti pervogo tipa i (1 + q)/(1 − q) – kvazikonformno prodolßima vnutr~ krivoæ L, esli naædutsØ dve funkcii φ(z), ψ(z) ∈ C^1(B), φ(∞) = a, ψ(∞) = b, |φ(z)| > q_s|ψ(z)| dlØ l¸bogo z ∈ B i vypolnØetsØ uslovie |f_z − pφ| + q_1|f_z − p̄ψ| + |δφ_zα + δ̄ψ_zβ| + q_1|δφ_zα + δ̄ψ_zβ| 6 6 |δz|q2(|φ| − q3|ψ|), (30)

122 E. L. PACEVIQ

dlØ l¸bogo z_r ∈ B. Zdes~ 2k/(k^2+1) < q < 1, a postoØnnye q_i i = 1, 3, zadany v (28).

OstanovimsØ tol~ko na teh momentah dokazatel~stva teoremy 4, kotorye otliqny ot rassußdeniæ v teoreme 1. Iz (30) sleduet, qto

q_1 ( |f_z(z_r )| − |f_z(z_r)| ) ¿ ¿ q1|p(zr)|^(|φ(zr)| − |ψ(zr )|^) − |δz(zr )|q1^(|φ(zr)| − q3|ψ(zr )|^), otkuda v silu usloviæ teoremy 4 i trebovaniØ (29) |f_z(z_r )|−|f_z (z_r )|¿ ( |p(z_r)|−q_2q^{−1}_1 |δ_z(z_r )| )( |φ(z_r )|−q_3|ψ(z_r )| ) > 0. Znaqit, funkciØ g(z) lokal~no in¨ektivna v B.

Tak kak znaqeniØ postoØnnyh q_1, q_2, q_3 ne vliØ¸t na vykladki, privodØwie ot sootnoxeniØ (10) k uslovi¸ (14), to analogiqnymi rassußdeniØmi poluqim neravenstvo

|g_z − φ_1| + q_1|g_z − ψ_1| + |δφ_{1z} + δ̄ψ_{1z} | + q_1|δφ_{1z} + δ̄ψ_{1z} | < < |δ_z |q_2 ( |φ_1| − q_3|ψ_1| ) , ∀ z ∈ B, ØvlØ¸weesØ sledstviem (30). Iz (30) i (28) imeem

|g_z − φ_1| + q̃_1(ρ)|g_z − ψ_1| + |δφ_{1z} + δ̄ψ_{1z} | + q̃_1(ρ)|δφ_{1z} + δ̄ψ_{1z} | < < |δ_z|q̃_2(ρ) ( |φ_1| − q̃_3(ρ)|ψ_1| ) , ∀ z ∈ B. (31) Teper~ pokaßem, qto funkciØ G(ζ) ØvlØetsØ lokal~no in¨ektivnoæ dlØ ζ ∈ B^− i |μ_G(ζ)| 6 q < 1 dlØ ζ ∈ B^−. �to i budet oznaqat~ vozmoßnost~ (1 + q)/(1 − q) kvazikonformnogo prodolßeniØ funkcii g(z) v oblast~ B^−. Neravenstvo |μ_ζ (G)| 6 q ffkvivalentno sootnoxeni¸

ρ^2 + r^2 + 2ρr cos(θ − σ) 6 q^2 ( 1 + r^2ρ^2 + 2rρ cos(θ − σ) ) , gde |μ_λ(z)| = ρ ∈ [k, k̃], r = |μ_Ĝ(z)| > 0. Pri proizvol~nyh znaqeni- Øh θ, σ ffto privodit k trebovani¸ znakopostoØnstva kvadratnogo trehqlena

r^2(1 − q^2ρ^2) + (1 − q^2)2ρr cos(θ − σ) + (ρ^2 − q^2) 6 0,

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI I 123

kotoroe vypolnØetsØ pri q > k^{−1} ¿ ρ^{−1}, r^{−1} 6 q̃_1(ρ) < 1. S uqetom ravenstva |λ_z| = ρ^{−1}|λ_z| vidim, qto dlØ spravedlivosti usloviØ

r^{−1} 6 q̃_1(ρ) dostatoqno, qtoby

|g_z − φ_1| + q̃_1(ρ)|g_z − ψ_1| + |δφ_{1z} + δ̄ψ_{1z} | + q̃_1(ρ)|δφ_{zz} + δ̄ψ_{1z} | 6 6 |δz |^((q̃1(ρ) − ρ^{−1)} |φ1| − (q̃1(ρ)ρ^{−1} + 1)|ψ1|^), kotoroe spravedlivo v silu (31), t.k. s uqetom (27) q̃_1(ρ) − ρ^{−1} =

q̃_2(ρ), a (q̃_1(ρ)ρ^{−1} + 1)/ ( q̃_1(ρ) − ρ^{−1} ) = q̃_3(ρ). Dokazatel~stvo zakon-

qeno.

Sravnim usloviØ (30) i (1). Pust~ k, k̃ → ∞. Togda q̃_1(ρ) → q,

q̃_2(ρ) → q, q̃_3(ρ) → q^{−1}, i my poluqaem uslovie F. G. Avhadi-

eva (1 + q)/(1 − q) – kvazikonformnoæ prodolßimosti vnutr~ ediniqnogo kruga. Teper~ v uslovii (30) ustremim q → 1. PolagaØ v (31) q = 1, poluqim analogiqnoe (31) neravenstvo, gde vmesto q̃_1(ρ), q̃_2(ρ), q̃_3(ρ) stoØt, sootvetstvenno, veliqiny: 1,

(ρ − 1)/ρ, (ρ + 1)/(ρ − 1). No min(ρ − 1)/ρ = (k − 1)/k = 2/(K + 1), max(ρ + 1)/(ρ − 1) = (k + 1)/(k − 1) = K dlØ ρ ∈ [k, k̃]. Vozvrawa-

Øs~ obratnym hodom ot (31) k (30), ubeßdaemsØ, qto pri q → 1 uslovie (30) prevrawaetsØ v (10).

Iz teoremy 4 moßno sformulirovat~ sledstviØ, analogiqnye sledstviØm 1–5. Naprimer, sledstvie 2^0 budet vyglØdet~ tak:

Sledstvie 2^0. AnalitiqeskaaØ v B \ ∞ funkciØ f(z) odnolistna

v dopustimoæ oblasti B pervogo tipa (pri fftom (9) zameneno na trebovanie (29), i (1 + q)/(1 − q) – kvazikonformno prodolßima vnutr~ krivoæ L, esli vypolnØetsØ uslovie | | | f_{zz} ∘ z_r f_z ∘ z_r | | | + | | | Φ^{′′}(z_r ) Φ^′(z_r ) | | | 6^|^{δz ∘ zr}_{δ ∘ zr}^|^{k2q − 2k + q} k^2 − kq 1 r|Φ^′(z_r)| , ∀ z_r ∈ B. (21^0)

Literatura

1. F. G. Avhadiev, Dostatoqnye usloviØ odnolistnosti kvazikonformnyh otobraßeniæ. — Matem. zametki 18, No. 6 (1975), 793–802.

2. L. V. Ahlfors, G. Weil, A uniqueness theorem for Beltrami equations. — Proc.

Am. Math Soc. 13, No. 6 (1962), 975–978.

3. F. G. Avhadiev, Konformnye otobraßeniØ i kraevye zadaqi. Kazanskiæ fond “Matematika”1996, 215s.

4. J. Becker, Löwnershe Differentialgleichung und quasikonform fortsetsbare schlichte Functionen. — J. Reine Angew. Math. 255 (1972), 23–43.

124 E. L. PACEVIQ

5. J. Becker, Löwnershe Differentialgleichung und Schlichtheitscriterien. — Math.

Ann 202, No. 4 (1973), 321–325.

6. L. A. Aksent~ev, UsloviØ odnolistnosti rexeniØ osnovnyh obratnyh kraevyh zadaq. — UMN 15, No. 6 (1960), 119–124.

7. F. G. Avhadiev, L. A. Aksent~ev, Osnovnye rezul~taty v dostatoqnyh usloviØh odnolistnosti analitiqeskih funkciæ. — UMN 30, No. 4 (1975), 3–60.

8. F. G. Avhadiev, L. A. Aksent~ev, Osnovnye rezul~taty v dostatoqnyh usloviØh koneqnolistnosti analitiqeskih funkciæ. — Izv. vuzov, Matematika No. 10 (1986), 3–13.

9. F. G. Avhadiev, L. A. Aksent~ev, A. M. Elizarov, Dostatoqnye usloviØ koneqnolistnosti analitiqeskih funkciæ i ih priloßeniØ. Itogi nauki i tehniki, Matem. analiz, M.: VINITI, 1987, t. 25, 3–121.

10. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo. Nauka, M. (1966), 628s.

11. S. Stoilov, Lekcii o topologiqeskih principah teorii analitiqeskih funkciæ. IIL., M. (1964), 227s.

12. F. G. Avhadiev, O metode lokal~no gomeomorfnogo prodolßeniØ v teorii dostatoqnyh usloviæ odnolistnosti. Tr. semin. po kraevym zadaqam, Izd-vo Kaz. un-ta, Kazan~, 1983, vyp. 20, 3–10.

13. Maria Fait, J. Krzyz, J. Zygmunt, Explicit quasiconformal extensions for some classes of univalent functions. — Comm. Math. Heiv. 51 (1976), 279–285.

14. D. A. Brannau, W. E. Kirwan, On some classes of bounded univalent functions.

— J. London Math. Soc. 1, part 3 (1969), 431–443.

15. L. A. Aksent~ev, P. L. Xabalin, UsloviØ odnolistnosti s kvazikonfornym prodolßeniem i ih primenenie. — Izd. vuzov, Matematika No. 2(249) (1983), 6–14.

16. L. A. Aksent~ev, P. L. Xabalin, UsloviØ odnolistnosti v zvezdnyh i vypuklyh oblastØh. Tr. semin. po kraevym zadaqam, Izd-vo Kaz. un-ta, Kazan~, 1983, vyp. 20, 35–42.

17. F. F. Maæer, M. A. Sevodin, UsloviØ odnolistnosti v oblastØh s vypuklym dopolneniem. Tr. semin. po kraevym zadaqam, Izd-vo Kaz. un-ta, Kazan~, 1985, vyp. 22, 151–160.

18. M. A. Sevodin, UsloviØ odnolistnosti v spiraleobraznyh oblastØh. Tr.

semin. po kraevym zadaqam, Izd-vo Kaz. un-ta, Kazan~, 1987, vyp. 23, 193–200.

Patsevich E. L. Injectivity criteria for some domains. I. New conditions are given for continuously differentiable mappings of some plane domains to be injective. In the case of plane circular domain these criteria coincide with well-known conditions. The method of locally homeomorphic extension is used.

Postupilo 15 dekabrØ 1997 g. Novgorodskiæ gosudarstvennyæ universitet

patsev@pdmi.ras.ru