Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 255, 1998 g.

E. L. Paceviq

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI DL˚ NEKOTORYH KLASSOV OBLASTE`. II

My ispol~zuem numeraci¸, oboznaqeniØ i opredeleniØ iz [1].

7. Otkaz ot usloviØ monotonnosti metriki |dz| |δ(z)|^{−1} po liniØm urovnØ. Dopustimye oblasti tret~ego tipa.

Esli pri opredelenii dopustimoæ oblasti pervogo tipa otkazat~sØ ot trebovaniØ (7), ostavlØØ ostal~noe neizmennym, to takie oblasti budem nazyvat~ dopustimymi oblastØmi tret~ego tipa. OtkaßemsØ takße ot usloviØ suwestvovaniØ koneqnyh predelov (II), ostaviv v sile trebovaniØ (I) i (III). Vs¸du dalee bukvami a i b oboznaqeny postoØnnye, opredelennye v (I).

Teorema 5. Pust~ fz, f_z ∈ C(B). FunkciØ f(z) in¨ektivna v do-

pustimoæ oblasti B tret~ego tipa, esli naædutsØ dve funkcii φ(z), ψ(z| ∈ C^1(B), φ(∞) = a, ψ(∞) = b, |φ(z) > K|ψ(z)| dlØ l¸bogo z ∈ B, i dlØ kaßdogo z_r ∈ B vypolnØetsØ uslovie | |(f_z ∘ z_r) − p(z_r )(φ ∘ z_r) | | + | |(f_z ∘ z_r) − p(z_r )(ψ ∘ z_r ) | |+ | |δ(z)r(φ_z ∘ z_r ) + δ(z)r(ψ_z ∘ z_r) | | + | |δ(z)r(φ_z ∘ z_r) + δ(z)r(ψ_z ∘ z_r ) | | 6 6 |δz ∘ zr |2(K + 1)^{−1(}|φ ∘ zr| − K|ψ ∘ zr |^), (32) zdes~ p(z_r ) = rΦ^′(z_r ), δ(z) = ~λ(z) − z, K – kofffficient kvazikonformnosti otraßeniØ ~λ(z).

DlØ dokazatel~stva teoremy 5 dostatoqno zametit~, qto lokal~naØ in¨ektivnost~ funkcii f(z) v B dokazyvaetsØ takße, kak v teoreme 1, a lokal~naØ in¨ektivnost~ funkcii G(ζ) v oblasti B^− obosnovyvaetsØ s pomow~¸ sootnoxeniØ (14), spravedlivost~ kotorogo vytekaet iz (32).

Iz teoremy 5 moßno poluqit~ sledstviØ, analogiqnye sledstviØm 1–5. Ne formuliruØ fftih utverßdeniæ, ograniqimsØ tem, qto zapixem usloviØ in¨ektivnosti iz nih, sootvetstvu¸wie neravenstvam (20), (21), (24). UsloviØ (22) i (23) osta¸tsØ neizmennymi dlØ dopustimyh oblasteæ tret~ego tipa, t.e. sledstviØ 3 i 4 iz teoremy 1 spravedlivy i pri otkaze ot usloviØ 125

126 E. L. PACEVIQ

(7), nakladyva¸wego ßestkie usloviØ na kriviznu liniæ urovnØ

~L_θ(~Γ_θ). | |δ(z)(f_{zz} ∘z_r)e^{−iJ} +δ(z)(f_{zz} ∘z_r)e^{iJ} | |+ | |δ(z)(f_{zz} ∘z_r)e^{−iJ} +δ(z)(f_{zz} ∘z_r)e^{iJ} | | +|δ(z)| | | |Φ^{′′}(z^r) Φ^′(z_r ) | | |((|f_z ∘ z_r|) + |(f_z ∘ z_r )|) 6 6 (δz ∘ zr)2(K + 1)^{−1(}|fz ∘ zr | − K|fz ∘ zr |^); (33) | | | | f_{zz} ∘ z_r f_z ∘ z_r | | | | + | | | | Φ^{′′}(z_r)

Φ^′(z_r ) | | | | 6^|^{(δz ∘ zr )} r(δ ∘ z) | | | | 2 K + 1

; (34) | | | | 1 r|Φ^′(z_r )| (f_z ∘ z_r ) (φ ∘ z_r) − 1 | | | | 6^{|(δz ∘ zr)|} r|Φ^′(z_r )| 2ε K + 1 ; | | | | (φ_z ∘ z_r ) (φ ∘ z_r) | | | | 6^{|(δz ∘ zr)|} r|(δ ∘ z)| 2(1 − ε)

K + 1 ; 0 < ε < 1. (35)

Neravenstva (33)–(35) dolßny vypolnØt~sØ dlØ l¸bogo z_r ∈ B,

zdes~ J = J(z, r) = arg Φ^′(z_r ).

Poskol~ku vsØkaØ dopustimaØ oblast~ pervogo tipa ØvlØet-

sØ i oblast~¸ tret~ego tipa, my imeem pravo zapisat~ usloviØ

(33), (34), (35) dlØ oblasti pervogo tipa. Togda poluqatsØ ne-

ravenstva, neskol~ko bolee sil~nye, qem izvestnye. Naprimer,

zapixem sootnoxenie (34) dlØ vnexnosti kruga D^−: | | |rz · (f_{zz} ∘ rz) (f_z ∘ rz) | | | 6^1_{r2(|z|2 − 1)}, |z| > 1, 1 < r < ∞. (36) PravaØ qast~ (36) bol~xe pravoæ qasti v neravenstve Bekke-

ra, priqem uslovie [r^2(|z|^2 − 1)]^{−1} > [r^2|z|^2 − 1]^{−1} ffkvivalentno

uslovi¸ (7), zapisannomu dlØ oblasti D^−. Takim obrazom, te-

orema 5 i vse sledstviØ iz nee ØvlØ¸tsØ nekotorym usileniem

(φ, ψ)-usloviæ, poluqa¸wihsØ iz teoremy 1, no tol~ko dlØ teh

oblasteæ, dlØ kotoryh (7) spravedlivo. V ostal~nyh sluqaØh

pravaØ qast~ (φ, ψ)-usloviØ iz teoremy 5 budet bol~xe (men~-

xe) pravoæ qasti sootvetstvu¸wego (φ, ψ)-usloviØ iz teoremy 1

dlØ teh z, dlØ kotoryh (7) vypolnØetsØ (ne vypolnØetsØ). �tot

ffffekt dostigaetsØ za sqet otkaza ot tradicii pisat~ uslovie

in¨ektivnosti v vide sootnoxeniØ dlØ veliqin, vyqislennyh v

odnoæ toqke.

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI II 127

8. Spiraleobraznye oblasti. Oblast~ B^− nazyvaetsØ α-

spiraleobraznoæ porØdka σ (pixem B^− ∈ S_{σ,α}), esli funkciØ h(ω), h(0) = 0, konformno otobraßa¸waØ ediniqnyæ krug D na oblast~ B^−, udovletvorØet uslovi¸ | | arg (eiσωh′(ω)/h(ω)) | | 6 απ/2, 0 < α < 1, |σ| < απ/2, ω ∈ D. V [2] pokazano, qto vsØkaØ αspiraleobraznaØ funkciØ h(ω) porØdka σ odnolistna v D. Takim obrazom, S_{σ,α} – sovokupnost~ vseh α-spiraleobraznyh funkciæ porØdka σ, – obrazuet podmnoßestvo klassa S. Pust~ L – granica oblasti B^− ∈ S_{σ,α} . Vnexnost~ krivoæ L oboznaqim B_{σ,α}. Predpoloßim, qto ωh^′(ω)/h(ω) prinadleßit klassu H^1. Togda h^′(ω) ∈ H^1 (sm. [3]), i po teoreme F. Rissa ([4], s. 395) funkciØ h(ω) nepreryvna v zamknutom kruge D, absol¸tno nepreryvna na okrußnosti |ω| = 1 i poqti vs¸du na |ω| = 1 imeet mesto ravenstvo dh(e^{it})/dt = ie^{it}h^′(e^{it}). Zdes~ pod h^′(e^{it}) ponima¸tsØ predel~- nye znaqeniØ proizvodnoæ pri stremlenii ω k e^{it} po nekasatel~- nym putØm.

Rassmotrim pokrytie ploskosti z semeæstvom logarifmiqeskih spiraleæ ~Γ_θ = {z : Im[(1 + itqσ) ln z] = θ, 0 6 θ 6 2π}. Izvestno (naprimer, [5]), qto kaßdoæ graniqnoæ toqke z_t = h(e^{it}) oblasti B^− ∈ S_{σ,α} budet sootvetstvovat~ nekotoroe fiksirovannoe θ, priqem raznym toqkam z_{t1} , z_{t2} , t_1 ≠ t_2 sootvetstvu¸t razliqnye θ_1, θ_2, θ_1 ≠ θ_2. �tim sootvetstviem opredelØetsØ odnoznaqnaØ funkciØ t(θ), kotoraØ budet differenciruema poqti vs¸du na [0, 2π]. Pofftomu sootnoxenie z_t = h(e^{it(θ)}) = R(θ)e^{iμ(θ)}, θ ∈ [0, 2π], moßno rassmatrivat~ kak parametriqeskoe uravnenie granicy oblasti B_{σ,α}. Antikvazikonformnoe otraßenie ~λ(z) = R2(θ)e2iμ(θ)/z, 0 6 θ 6 2π, μ(θ) + tgσ ln R(θ) = θ, (sm. [6]) ploskosti C otnositel~no krivoæ L qasti spirali s fiksirovannym “nomerom” θ, leßaweæ vnutri krivoæ L, stavit v sootvetstvie vtoru¸ qast~ fftoæ ße spirali, leßawu¸ vne krivoæ L : ~λ(B^−) = B_{σ,α}, ~λ(B_{σ,α}) = B^−, ~λ(~λ(z)) = z. Dopolnitel~no predpoloßim, qto R(θ) ∈ C^1[0, 2π], togda μ(θ) takße budet prinadleßat~ C^1[0, 2π].

“Obobwennye” linii urovnØ dlØ oblasti B_{σ,α} postroim s pomow~¸ “spiraleobraznogo” podobiØ, naqinaØ s Γ_1 = L. Imenno, pust~ Γ_ρ = {z : z = |z|ρe^{i(arg z−tgσ ln ρ)}, arg z + tgσ ln |z| = θ, 1 < ρ < ∞}. Dobavok k argumentu z vybiraetsØ soglasno ßelani¸ ostavit~ toqku z_ρ, “poxeveliv” ee modul~ na ρ, na toæ ße spirali, qto i toqka z ∈ L. Otobraßenie Z_r = Z_r (z) postroim

128 E. L. PACEVIQ

soglasovanno s obobwennymi liniØmi urovnØ: Z_r = zre^{−itgσ ln r} . Togda τ_r (z) = dZ_r/dz = re^{−itgσ ln r} , Φ(Z_r ) = z(Z_r ) = Z_r · r^{−1}e^{itgσ ln r} , Φ^′(Z_r) = r^{−1} e^{iJ} , J = tgσ ln r, Φ^{′′}(Z_r ) = 0. S toqki zreniØ vida proizvodnoæ τ_r(z) oblast~ B_{σ,α} – ffto sledu¸wiæ xag po sravneni¸ s α-zvezdoobraznoæ oblast~¸ B^∗_α, t.k. arg τ_r (z) = −tgσ ln r ≠ 0. DlØ proverki dopustimosti oblasti B_{σ,α} po tret~emu tipu vyqislim neobhodimye veliqiny (sr. [6]). DlØ udobstva oboznaqeniæ budem pisat~ z_r (z) vmesto Z_r (z): ~λ_z(z) = iN (θ)~λ(z)/z; z ∈ C \ L; ~λ_z(z) = −[1 + iN (θ)] exp(−2iσ)~λ(z)/z, z ∈ C \ L; (37) δ(z) = ~λ(z) − z = ( R^2(θ) e^{2iμ(θ)} − z^2 ) /z, arg z + tgσ ln |z| = θ; δ(z_r ) = ~λ(z_r ) − z_r = ( R^2(θ) e^{2iμ(θ)} − z^2_r ) /z_r , arg z_r + tgσ ln |z_r| = θ;

zdes~ N (θ) = tgσ − R_θ cos^{−2} σ/R, R_θ = dR/dθ, R = R(θ). Netrudno pokazat~, qto | | arg eiσ eit h′(eit)/h(eit) | | = | | arg(1 + iN (θ) | |, otkuda po opredeleni¸ α-spiraleobraznoæ oblasti porØdka σ imeem |N (θ)| 6 tg(απ/2), a modul~ kompleksnogo otkloneniØ |μe_λ| = |~λ_z|/|~λ_z| = (1 + N^{−2}(θ))^{1/2} ¿ (sin(απ/2))^{−1} = k. Togda K = (k + 1)/(k − 1) = ctg^2β/2, gde β = π/2 − απ/2. Uslovie (8) ffkvivalentno sootnoxeni¸ |~λ(z)|/|z| ¿ |~λ(z_r )|/|z_r|, kotoroe spravedlivo pri r^2 ¿ 1. S uqetom neravenstva |N (θ)| 6 tg(απ/2) dlØ vypolneniØ trebovaniØ (9) dostatoqno vypolneniØ usloviØ | cos(απ/2)|^{−1} < (1 − sin(απ/2))^{−1}, kotoroe spravedlivo pri 0 < α < 1. Sledovatel~no, oblasti B_{σ,α} pri 0 < α < 1, |σ| < απ/2, ØvlØ¸tsØ dopustimymi oblastØmi tret~ego tipa. Uslovie (7), voobwe govorØ, ne ØvlØetsØ spravedlivym dlØ B_{σ,α} ni pri kakom σ > 0. Bukvami ~a, ~b oboznaqim postoØnnye I dlØ f(z), zadannoæ v B_{σ,α}: ~a = lim_{zr→∞} [ (f_z ∘ z_r )e^{−itgσ ln r} ] ≠ 0, ~b = lim_{zr→∞} [ (f_z ∘ z_r)e^{itgσ ln r} ] , gde |~a| > ctg^2(β/2)|~b|, β = (1 − α)π/2, i pereformuliruem teoremu 5 i sledstviØ iz nee dlØ spiraleobraznyh oblasteæ.

Teorema 6. Pust~ Bσ,α – α-spiraleobraznaØ oblast~ porØdka σ.

FunkciØ f(z) s nepreryvnymi v oblasti B_{σ,α} proizvodnymi f_z, f_z budet in¨ektivnoæ v oblasti B_{σ,α}, esli naædutsØ dve funkcii

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI II 129

φ(z), ψ(z) ∈ C^1(B_{σ,α}), φ(∞) = ~a, ψ(∞) = ~b, |φ(z)| > ctg^{2 β}_2 |ψ(z)| dlØ l¸bogo z ∈ B_{σ,α}, i vypolnØetsØ uslovie | (f_z ∘z_r)−e^{itgσ ln r} (φ∘z_r) | + | (f_z ∘z_r)−e^{−itgσ ln r} (ψ∘z_r) | + | δ(z)r(φ_z ∘z_r )+ +δ(z)r(ψ_z ∘ z_r ) | | + | |δ(z)r(φ_z ∘ z_r ) + δ(z)r(ψ_z ∘ z_r) | | 6 6 (1 + N^2(θ))^{1/2}R^2|z|^{−2}r^{−2}2 sin^{2 β}_2 ·^(|(φ ∘ zr )| − 2ctg^{2 β}_2 |ψ ∘ zr |^), (38)

dlØ l¸bogo z_r ∈ B_{σ,α}, zdes~ z_r = zre^{−iθσ ln r} , N (θ) = tgσ −

R_θ cos^{−2} σ/R, β = π/2 − απ/2, δ(z) vyqislØetsØ po formule (37).

PØt~ qastnyh sluqaev vybora funkciæ φ i ψ v neravenstve (38), takih ße, kak v sledstviØh 1–5 iz teoremy 1, dadut pØt~ usloviæ in¨ektivnosti dlØ spiraleobraznyh oblasteæ. NumeraciØ fftih usloviæ budet otliqat~sØ ot sootvetstvu¸wih neravenstv (33), (34), (22), (23), (35) volnoæ. | |δ(z)(f_{zz} ∘z_r )e^{−iJ} +δ(z)(f_{zz} ∘z_r)e^{iJ} | |+ | |δ(z)(f_{zz} ∘z_r )e^{−iJ} +δ(z)(f_{z z}∘z_r )e^{iJ} | | 6 (1 + N^2(θ))^{1/2}R^2|z|^{−2}r^{−2}2 sin^{2 β}_2^(|(fz ∘ zr )| − ctg^{2 β}_2 |fz ∘ zr|^), (^~33) | | | | (f_{zz} ∘ z_r )

(f_z ∘ z_r ) | | | | 6^{(1 + N 2(θ))1/2R2} |z|r^3|z^2 − R^2e^{2iμ(θ)}| , (~34) | |(f_z ∘ z_r) − ~a e^{itgσ ln r} | | + | | |(fz ∘ zr) − ~b e^{−itgσ ln r} | | | 6 (^~22)

6 (1 + N^2(θ))^{1/2}R^2|z|^{−2}r^{−2}2 sin^{2 β}_2^(|~a| − ctg^{2 β}_2 |^~b|^), | |(f_z ∘ z_r) − ~a e^{itgσ ln r} | | 6 (1 + N^2(θ))^{1/2}R^2|z|^{−2}r^{−2}|~a|2 sin^{2 β}_2 , (^~23) | | | |e^{−itgσ ln r} (f_z ∘ z_r ) (φ ∘ z_r) − 1 | | | | 6 ε2 sin^{2 β}_2 (1 + N^2(θ))^{1/2}R^2|z|^{−2} r^{−2},

0 < ε < 1; | | | (φ_z ∘ z_r ) (φ ∘ z_r | | | 6 (1 − ε)2 sin^{2 β}_2 (1 + N^2(θ))^{1/2}R^2|z|^{−1}r^{−3|}z^2− − R^2 e^{2iμ(θ)} | |, (~35)

zdes~ z_r = zre^{−itgσ ln r}, J = arg Φ^′(z_r ) = tgσ ln r, R = R(θ), θ = arg z+tgσ ln |z|, N (θ) = tgσ−R_θ cos^{−2} σ/R, μ(θ) = θ−tgσ ln R(θ), R_θ =

130 E. L. PACEVIQ

dR/dθ. SootnoxeniØ ~(33)– ~(35), ~(22), ~(23) dolßny vypolnØt~sØ dlØ l¸bogo z_r ∈ B_{σ,α}.

M. A. Sevodin v rabote [6] poluqil dva usloviØ odnolistnosti regulØrnyh v speraleobraznyh oblastØh funkciæ: |f^′(z)−c| 6 |c|tgβ/2, i |f^{′′}(z)|/|f^′(z) 6 const(σ, α) · ρ_B (z), gde c ∈ C \ {0}, ρ_B (z) – kofffficient giperboliqeskoæ metriki oblasti B_{σ,α}.

9. (P, Q) – dostatoqnye usloviØ odnolistnosti meromorfnyh funkciæ. Osnovnoe utverßdenie.

Metod kvazikonformnogo prodolßeniØ, voshodØwiæ k Al~forsu i Veæl¸ [7], byl ispol~zovan rØdom matematikov dlØ poluqeniØ dostatoqnyh usloviæ odnolistnosti (sm. obzor [8] i bibl. k nemu).

DogovorimsØ, qto v naxeæ terminologii meromorfnaØ funkciØ ne obØzatel~no oznaqaet naliqie pol¸sov. AnalitiqeskaØ funkciØ est~ meromorfnaØ funkciØ bez pol¸sov.

Esli funkcii P (z) i Q(z) analitiqny v oblasti B ⊂ C i svØzany so xvarcianom {f, z} = (f^{′′}/f^′)^′ − (1/2)(f^{′′}/f^′)^2 meromorfnoæ v B funkcii f(z) sootnoxeniem 2Q(z) − P^′(z) − (1/2)P^2(z) = {f, z}, z ∈ B, (39) to odnolistnost~ f(z) v B okazyvaetsØ ravnosil~noæ nekoleblemosti rexeniØ differencial~nogo uravneniØ

w^{′′} + P w^′ + Qw = 0. (40)

Vpervye fftot fakt v 1949 godu ispol~zoval Nehari [9] pri P (z) ≡ 0, Q(z) = {f, z}/2. DlØ vnexnosti ediniqnogo kruga D^− = {z : |z| > 1} i lokal~no odnolistnoæ funkcii f(z) uslovie Nehari zapisyvaetsØ v vide neravenstva | |{f, z} | | 6 2^(|z|^2 − 1^{)−1}, |z| > 1. (41)

Issledovanie odnolistnosti funkcii f(z) v terminah kofffficientov differencial~nogo uravneniØ (40) pozvolØet edinym obrazom poluqit~ kak usloviØ po xvarcianu, tak i po otnoxeni¸ f^{′′}/f^′. Kaßdoe uslovie odnolistnosti v terminah kofffficientov P i Q (P, Q)-uslovie) predstavlØet soboæ seri¸ dostatoqnyh usloviæ odnolistnosti, t.k. vypolneno pri proizvol~nom vybore funkciæ P (z) i Q(z), udovletvorØ¸wih (39). Naibolee upotrebitel~nym (napr., [10], s. 73) ØvlØ¸tsØ qetyre qastnyh sluqaØ:

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI II 131

1) P (z) ≡ 0, Q(z) = {f, z}/2; 2) P (z) = −f^{′′}(z)/f^′(z), Q(z) ≡ 0; 3) P (z) = −g^{′′}(z)/g^′(z), 2Q(z) = {f, z} − {g, z}; 4) P (z) = −p(z, z_0) = −f^{′′}(z)/f^′(z) − 2(z − z_0)^{−1}, Q(z) = p(z, z_0)/(z − z_0), z_0 ∈ B \ {∞}. Otmetim, qto p(z_0, z_0) = 0.

Zdes~ f(z) i g(z) – proizvol~nye meromorfnye i lokal~no odnolistnye funkcii, naliqie pol¸sov kotoryh soglasuetsØ s analitiqnost~¸ P (z) i Q(z) v oblasti B.

Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ poluqenie novyh (P, Q) – dostatoqnyh usloviæ odnolistnosti meromorfnyh funkciæ v nekrugovyh ploskih oblastØh s kvazikonformnoæ graniceæ.

Pri vypolnenii usloviæ: 1) (6), (7), (8); 2) (6), (7), (8^′); 3) (6), (8); budem sootvetstvenno govorit~, qto oblast~ B prinadleßit tipu: (W_1), (W_2), (W_3).

Nas interesu¸t oblasti, v kotoryh suwestvu¸t “obobwennye” linii urovnØ (sm. [1]), udovletvorØ¸wie trebovaniØm |dZ_r|/|dz| nepreryvna v B; |dZ_r|/|dz| → r pri |z| → ∞. (42) Oblasti, v kotoryh (42) dlØ z_r = Z_r (z) vypolneno, nazovem oblastØmi tipa (~W_1), esli oni udovletvorØ¸t usloviØm (7), (8), oblastØmi tipa (~W_2), esli oni udovletvorØ¸t (7), (8^′), i oblastØmi tipa (~W_3), esli oni udovletvorØ¸t trebovani¸ (8).

Opredelenie. Oblasti tipa (Wj ) i (^~Wj ) budem nazyvat~ xvar-

cianovymi oblastØmi tipa j, j = 1, 2, 3.

V [1] pokazano, qto vsØkaØ zvezdoobraznaØ oblast~ porØdka α, 0 < α < 1, ØvlØetsØ xvarcianovoæ oblast~¸ pervogo, vtorogo, a znaqit, i tret~ego tipa, otnositel~no “obobwennyh” liniæ urovnØ: Γ_1 = L; Γ_ρ = {z_ρ; z_ρ = zρ, z ∈ L, 1 < ρ < ∞}, ~Γ_θ = {z : arg z = θ, 0 6 θ 6 2π}. V punkte 8 dannoæ raboty rassmotren sluqaæ α-spiraleobraznoæ oblasti porØdka σ, kotoraØ ØvlØetsØ xvarcianovoæ oblast~¸ tret~ego tipa pri σ > 0 otnositel~no “obobwennyh” liniæ urovnØ vida: Γ_1 = L; Γ_ρ = {z_ρ : z_ρ = zρe^{itgσ ln ρ}, z ∈ L, 1 < ρ < ∞}, ~Γ_θ = {z : arg z + tgσ ln |z| = θ, 0 6

θ 6 2π}._{DogovorimsØ pod vyskazyvaniem “dlØ l¸bogo zr , prinadleßa-}

wego oblasti B”, ponimat~ predloßenie: “dlØ l¸bogo z ∈ B i l¸bogo fiksirovannogo r, 1 < r < ∞”. Diffeomorfizm ~λ(z) popreßnemu budem oboznaqat~ λ(z) pri z ∈ B i s(ζ), esli ζ ∈ B^−.

132 E. L. PACEVIQ

Teorema 7. Pust~ f(z) meromorfna i lokal~no odnolistna v

xvarcianovoæ oblasti B pervogo (vtorogo) tipa, funkcii P (z) i Q(z) analitiqny v B i udovletvorØ¸t dlØ vseh z ∈ B sootnoxeni¸ 2Q(z) − P^′(z) − (1/2)P^2(z) = {f, z}. Esli vypolnØetsØ uslovie (43), ((44)), to f(z) odnolistna v B. |(δ ∘ z_r )| |(P ∘ z_r )| + |(δ ∘ z_r )|^2 |(Q ∘ z_r )| + |(δ ∘ z_r )| | | | | Φ^{′′}(z_r ) Φ^′(z_r) | | | | 6 6 |(δz ∘ zr )|^2_{K + 1}^1_{r|Φ′(zr )|} , ∀ zr ∈ B, (43) |(δ ∘ z_r )| |(P ∘ z_r )| + |(δ ∘ z_r )|^2 |(Q ∘ z_r )| + |(δ ∘ z_r )| | | | | Φ^{′′}(z_r ) Φ^′(z_r) | | | | 6 ( |λ_z ∘ z_r | − |λ_z ∘ z_r | ) 1 r|Φ^′(z_r )| , ∀ z_r ∈ B. (44) Otmetim, qto uslovie (44) otliqaetsØ ot (43) tem, qto v pravoæ qasti (44) vmesto veliqiny |(δ_z ∘z_r)|2(K +1)^{−1} stoit raznost~ |λ_z ∘ z_r | − |λ_z ∘ z_r |. Dokazatel~stvo. RassußdeniØ budem vesti po sheme [7]. Obwee

rexenie η(z) uravneniØ w^{′′} + P w^′ + Qw = 0 imeet vid

η(z) = c_1(f(z) − c_2) exp { − 1 2 ∫ P (z)dz } · (f^′(z))^{−1/2},

i pofftomu suwestvu¸t lineæno-nezavisimye rexeniØ η_1(z) i η_2(z) uravneniØ (40), dlØ kotoryh f(z) = η_1(z)/η_2(z), pri fftom P (z) = −A(z)/H(z), Q(z) = C(z)/H(z), (45) gde A(z) = η^{′′}_1 (z)η_2(z) − η_1(z)η^{′′}_2 (z), C(z) = η^{′′}_1 (z)η^′_2(z) − η^′_1(z)η^{′′}_2 (z), H(z) = η^′_1(z)η_2(z) − η_1(z)η^′_2(z). Podstaviv v toßdestva (45) lokal~nye razloßeniØ v rØd η_1(z) i η_2(z) v B, i uqityvaØ analitiqnost~ funkciæ P (z) i Q(z), poluqim, qto funkcii η_1(z) i η_2(z) mogut imet~ lix~ nesovpada¸wie nuli, i η^′_1η_2 − η_1η^′_2 ≠ 0 v oblasti B. Takim obrazom, H(z) = f^′(z)η^2(z) =

(_1 f(z) )_′ η^2_1(z) ≠ 0 dlØ z ∈ B.

Pri fiksirovannom r, 1 < r < ∞, opredelim funkci¸ F(z) = { g(z), z ∈ B; G(z), z ∈ B^− } ,

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI II 133

gde g(z) = f(z_r ), a G(ζ) opredelØetsØ sootnoxeniem G(ζ) = ~η_1(s(ζ)) + (ζ − s(ζ))~η_{1s}^′(s(ζ)) ~η_2(s(ζ)) + (ζ − s(ζ))~η^′_{2s} (s(ζ)) , ζ ∈ B^−, (46) zdes~ ~η_1(z) = η_1(z_r ), ~η_2(z) = η_2(z_r ). Qislitel~ i znamenatel~ fftoæ drobi odnovremenno v nul~ ne obrawa¸tsØ, inaqe H ∘ s_z (ζ) = 0 dlØ s_r (ζ) ∈ B. Pofftomu G(ζ) v vide (46) opredelena, no moßet obratit~sØ v ∞. V silu sootnoxeniØ ~η^′_{1z} ~η_2 − ~η_1~η^′_{2z} = τ_r (z)((η^′_1 ∘ z_r )(η_2 ∘ z_r ) − (η_1 ∘ z_r )(η^′_2 ∘ z_r )) ≠ 0 funkciØ G(ζ) nepreryvna v sferiqeskoæ metrike. Perepixem (46) v vide G(λ(z)) = G(ζ) = ^G(z) = ~η_1(z) + δ(z)~η^′_{1z} ~η_2(z) + δ(z)~η^′_{2z} , z ∈ B. (47) ˚kobian funkcii G(ζ), ravnyæ J_G(ζ) = |G_ζ|^2(1 − μ^2_G(ζ)), budet bol~xe nulØ, esli |μ_G(ζ)| < 1, |G_ζ| > 0. DlØ μ_G(ζ) imeem | μ_G(ζ) | = |G_ζ| |G_ζ| = | | | ν_s(ζ) + μ b_G(z) 1 + μ b_G(z)ν_s(ζ) | | | = (ρ^2_1 + ρ^2 + 2ρ_1ρ cos(θ_1 − θ_2))^{1/2} (1 + ρ^2_1ρ^2 + 2ρ cos(θ_1 − θ_2))^{1/2} , gde |ν_s(ζ)| = |s_ζ |/|s_ζ | = ρe^{iθ1} , |μ b_G(z)| = ρ_2e^{iθ2} . Poskol~ku ρ = |μ_s(ζ)| ¿ k > 1, neravenstvo |μ_s(ζ)| < 1 ffkvivalentno neravenstvu ρ^2 + ρ^2 < 1+ ρ^2ρ^2, qto, v svo¸ oqered~, ravnosil~no |μ b_G(z)|^{−1} < 1. Vyqislim |μ b_G(z)|^{−1} dlØ ^G(z), zadannoæ v vide (47)

|μ b_G(z)|^{−1} = | | | ^G_z ^G_z | | | = | | | λ_z(z) ~H_z(z_r ) + δ^2(z) ~C_z (z_r) + δ(z) ~A_z (z_r ) λ_z(z) ~H_z(z_r ) | | |, gde ~H_z(z_r ) = ~η^′_{1z} ~η_2 − ~η^′_{2z} ~η_1, ~C_z(z_r ) = ~η^{′′}_{1zz} ~η^′_{2z} − ~η^{′′}_{2zz} ~η^′_{1z} , ~A_z(z_r ) = ~η^{′′}_{1zz} ~η_2 − ~η^{′′}_{2zz} ~η_1. Dannye oboznaqeniØ napomina¸t o tom, qto vse funkcii zavisØt ot z_r, a differencirovanie vedetsØ po z. VyqisleniØ pokazyva¸t, qto A(z_r ) = Φ^{′2}(z_r ) ~A_z (z_r) + Φ^{′′}(z_r ) ~H_z(z_r ), H(z_r ) = Φ^′(z_r ) ~H_z(z_r ), C(z_r ) = Φ^{′3}(z_r) ~C_z(z_r ), i, sledovatel~no,

P (z_r) = −A(z_r )/H(z_r ) = −Φ^′(z_r ) ~A_z(z_r )/ ~H_z(z_r) − Φ^{′′}(z_r)/Φ^′(z_r ),

Q(z_r) = C(z_r)/H(z_r ) = Φ^{′2}(z_r) ~C_z(z_r )/ ~H_z(z_r ). Pofftomu

|μ b_G(z)|^{−1} = = | | | | λ_z(z) λ_z(z) + δ^2(z) λ_z (z) Q(z_r) Φ^{′2}(z_r ) + 1 λ_z(z) δ(z) Φ^′(z_r ) [ − P (z_r) − Φ^{′′}(z_r ) Φ^′(z_r ) ]| | |. (48)

134 E. L. PACEVIQ

PravaØ qast~ (48) budet men~xe edinicy, esli | |τ_r (z)δ(z) | |^2 |Q(z_r)| + |τ_r(z)δ(z)| |P (z_r)| + |τ_r(z)δ(z)| | | | Φ^{′′}(z^r ) Φ^′(z_r ) | | | <

< | |λ_z(z) | | ( 1 − |λ_z(z)| |λ_z(z)| ) . (49)

Pust~ B – xvarcianova oblast~ pervogo tipa. PrinimaØ vo vnimanie usloviØ (7), (8) i tot fakt, qto minimum funkcii (1−ρ^{−1}) pri ρ ¿ k raven 1 − k^{−1} = 2(K + 1), poluqaem, qto uslovie (43) garantiruet spravedlivost~ neravenstva (49). Esli B – oblast~ vtorogo tipa, to s uqetom (7) i (8^′) poluqaem, qto iz sootnoxeniØ (44) sleduet (49).

DlØ modulØ proizvodnoæ |G_ζ | imeem ravenstvo |G_ζ| = | ^G_zs_ζ + ^G_zs_ζ | = | ^G_z| |s_ζ | |μ^{−1}b_G (z) + v_s(ζ)|. Pust~ snaqala |s_ζ | ≠ 0. Po-

skol~ku |μ b_G(z)|^{−1} < 1, a modul~ vtorogo kompleksnogo otkloneniØ |v_s(ζ)| = |μ_s(ζ)| ¿ k > 1, to |μ^{−1}b_G (z) + v_s(ζ)| ≠ 0. Znamenatel~ drobi |μ b_G(z)|^{−1}, ravnyæ | ^G_z|, strogo bol~xe qislitelØ, pofftomu | ^G_z| > | ^G_z| ¿ 0. Esli |s_ζ | = 0, to v fftom sluqae |s_ζ | ≠ 0. Po-preßnemu iz neravenstva | ^G_z|/| ^G_z| < 1 poluqaem | ^G_z| > 0. Togda |G_ζ| = | ^G_z| · |s_ζ | ≠ 0. Takim obrazom, v okrestnosti l¸- boæ toqki ζ ∈ B^− Økobian otobraßeniØ G (esli G(ζ) ≠ ∞) ili 1/G (esli G(ζ) = ∞) nepreryven i poloßitelen, t.e. funkciØ G(ζ) lokal~no odnolistna i sohranØet orientaci¸. PrivlekaØ lemmu F. G. Avhadieva o skleæke, kak v stat~e [1], poluqim lokal~no gomeomorfnoe, sledovatel~no, i global~no gomeomorfnoe otobraßenie F : C → C . �to vleqet odnolistnost~ f(z_r ), a znaqit, odnolistnost~ f(z) v B v silu proizvol~nosti r.

V sluqae vnexnosti kruga D^− usloviØ (43) i (44) sovpada¸t s (P, Q)-usloviem F. G. Avhadieva |z| |P (z)| + (|z|^2 − 1)|Q(z)| 6 (|z|^2 − 1)^{−1}, z ∈ D^− (sm. [11], a takße [10], s. 74).

Tri qastnyh sluqaØ vybora P (z) i Q(z), upomØnutye vo vvedenii, da¸t sledu¸wie utverßdeniØ.

Sledstvie 6. Esli f(z) meromorfna i lokal~no odnolistna v

xvarcianovoæ oblasti B pervogo tipa, i dlØ vseh z_r ∈ B vypolnØetsØ odno iz usloviæ 1 2 |(δ ∘ z_r )| | |{f, z_r } | | + | | | | Φ^{′′}(z_r ) Φ^′(z_r ) | | | | 6^|^{(δz ∘ zr )} (δ ∘ z_r ) | | | | 2 K + 1 1 r|Φ^′(z_r )| ; (50)

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI II 135 1 2 | |δ ∘ z_r | | | |{f, z_r } − {g, z_r} | | + | | | | g^{′′}(z_r )

g^′(z_r ) | | | | + | | | | Φ^{′′}(z_r )

Φ^′(z_r) | | | | 6 6^|^{(δz ∘ zr )} (δ ∘ z_r ) | | | 2 (K + 1) 1 r|Φ^′(z_r)| ; (51)

to f(z) odnolistna v B. Zdes~ g(z) – l¸baØ meromorfnaØ i lokal~-

no odnolistnaØ v oblasti B funkciØ.

Sledstvie 7. Predpoloßim, qto B – wvarcianova oblast~ per-

vogo tipa. Esli f(z) meromorfna i lokal~no odnolistna v B, ime-

et pol¸s pervogo porØdka v toqke z_0 ∈ B \ {∞}, i dlØ vseh z_r ∈ B

vypolnØetsØ uslovie |(δ ∘ z_r)| |z_r − z_0| | | | | f^{′′}(z_r )

f^′(z_r ) + 2 z_r − z_0 | | | | + | | | | f^{′′}(z_r )

f^′(z_r ) + 2 z_r − z_0 | | | | + | | | | Φ^{′′}(z_r )

Φ^′(z_r ) | | | | 6 (δ_z ∘ z_r )

(δ ∘ z_r ) 2 K + 1 1 r|Φ^′(z_r )

; (52)

to f(z) odnolistna v B.

(P, Q)-uslovie (43) pri P (z) = −f^{′′}(z)/f^′(z), Q(z) ≡ 0, daet

uslovie in¨ektivnosti (21), poluqennoe v [1].

Sootnoxenie (50) ØvlØetsØ analogom usloviØ Nehari (41).

Neravenstvo (51) est~ obobwenie usloviØ |z|(|z|^2 − 1) | |^{g00}_{g0} | | + (|z|^2 − 1)^{2 |{f,z}−{g,z}|} 2 6 1, z ∈ D^−, Avhadieva–�pxteæna (sm. [11, 12]), na

xvarcianovu oblast~ B pervogo tipa.

Moßno poluqit~ ewe qetyre sledstviØ, sootvetstvu¸wie tem

ße qastnym sluqaØm vybora P i Q, iz sootnoxeniØ (44). DlØ

fftogo dostatoqno v pravoæ qasti neravenstv (50), (21), (51), (52)

zamenit~ veliqinu |δ_z ∘ z_r |2(K +1)^{−1} na raznost~ |λ_z ∘ z_r|−|λ_z ∘ z_r|.

10. (P, Q)-uslovie dlØ xvarcianovoæ oblasti tret~ego ti-

pa. Primery zvezdoobraznoæ i spiraleobraznoæ oblasti.

Teorema 8. Pust~ f(z) meromorfna i lokal~no odnolistna v

xvarcianovoæ oblasti B tret~ego tipa, funkcii P (z) i Q(z) ana-

litiqny v B i udovletvorØ¸t dlØ vseh z ∈ B sootnoxeni¸ (39).

Esli dlØ l¸bogo z_r ∈ B vypolnØetsØ uslovie 1 |Φ^′(z_r )| | |δ(z) | |^2 | |Q(z_r ) | | + | |δ(z) | | | |P (z_r ) | | + | |δ(z) | | | | | | Φ^{′′}(z_r )

Φ^′(z_r) | | | | 6

136 E. L. PACEVIQ

6^2_{r(K + 1)}^|δz ∘ zr^|, (53)

to f(z) odnolistna v B.

DlØ dokazatel~stva teoremy 8 zametim, qto iz neravenstv (8) i (53) sleduet spravedlivost~ ocenki |μ b_G(z)|^{−1} < 1.

Uße upominavxiesØ vo vvedenii qetyre qastnyh sluqaØ vybora funkciæ P (z) i Q(z) v teoreme 8 da¸t

Sledstvie 8.

1. Pust~ f(z) meromorfna i lokal~no odnolistna v xvacianovoæ oblasti B tret~ego tipa. Esli dlØ vseh z_r ∈ B vypolnØetsØ

odno iz usloviæ 1 |Φ^′(z_r )| | |δ(z) | |^2 |{f, z^r}| 2 + | |δ(z) | | | | | | Φ^{′′}(z_r )

Φ^′(z_r) | | | | 6^2_{r(K + 1)}^|(δz ∘ zr^)|; 1 |Φ^′(z_r )| | |δ(z) | |^2 |{f, z^r} − {g, z^r}| 2 + |δ(z)| | | | | g^{′′}(z_r )

g^′(z_r) | | | |+ + | δ(z) | | | | Φ^{′′}(z_r )

Φ^′(z_r ) | | | 6^2_{r(K + 1)}^|(δz ∘ zr^)|; (54)

to f(z) odnolistna v B. V sootnoxenii (54) funkciØ g(z) – pro-

izvol~naØ meromorfnaØ i lokal~no odnolistnaØ v oblasti B funk-

ciØ.

2. Esli funkciØ f(z) analitiqna v xvarcianovoæ oblasti B tret~ego tipa, za iskl¸qeniem prostogo pol¸sa v beskoneqnosti,

i dlØ vseh z_r ∈ B vypolnØetsØ uslovie | | | | f^{′′}(z_r )

f^′(z_r ) | | | | + | | | | Φ^{′′}(z_r )

Φ^′(z_r ) | | | | 6^2_{K + 1}^{|(δz ∘ zr )|} r|(δ ∘ z)| ; to f(z) odnolistna v B.

3. Predpoloßim, qto B – xvarcianova oblast~ tret~ego tipa. Esli f(z) meromorfna i lokal~no odnolistna v B, imeet prostoæ pol¸s v toqke z_0 ∈ B \ {∞} i dlØ vseh z_r ∈ B vypolnØetsØ uslovie 1 |Φ^′(z_r )| |δ(z)| |z_r − z_0| · | | | f^{′′}(z_r )

f^′(z_r) + 2 z_r − z_0 | | | + |δ(z)| | | | f^{′′}(z_r )

f^′(z_r ) + 2 z_r − z_0 | | |+ + | |δ(z) | | | | | | Φ^{′′}(z_r )

Φ^′(z_r) | | | | 6^2_{r(K + 1)}^|δz ∘ zr^|,

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI II 137 to f(z) odnolistna v B.

V kaqestve primera xvarcianovoæ oblasti pervogo tipa rassmotrim zvezdoobraznye oblasti B^∗_α. Ispol~zuemye oboznaqeniØ dany v ([1], p. 2), tam ße ([1], p. 5) vyqisleny neobhodimye veliqiny. Neravenstva (50), (51), (52) zapixutsØ dlØ zvezdoobraznoæ oblasti B^∗_α tak: | |{f, |z|e^{iθ}} | | 6^{2R(R2 + R2θ)1/2}

(|z|^2 − R^2|^2

2 sin^2 β 2 ; (55) | | | | g^{′′}(z) g^′(z) | | | | + (|z|^2 − R^2) |z| |{f, z} − {g, z}| 2 6^{R(R2 + R2θ)1/2} |z|(|z|^2 − R^2) 2 sin^2 β 2 ; | | | | f^{′′}(z) f^′(z) + 2 z − z_0 | | | | + (|z|^2 − R^2) |z| |z − z_0| | | | | f^{′′}(z) f^′(z) + 2 z − z_0 | | | | 6 6^{R(R2 + R2θ)1/2} |z|(|z|^2 − R^2| 2 sin^2 β 2 ; zdes~ z = |z|e^{iθ}, |z| > R, R = R(θ), R_θ = dR/dθ, θ ∈ [0, 2π], β = (1 − α)π/2. V qastnom sluqae, esli B^∗_α = B^∗(1) – vnexnost~ ffllipsa s poluosØmi a_0, b_0, b_0 > a_0 (sm. [1], primer 1), to K = b^2_0/a^2_0, i analog usloviØ Nehari (55) budet imet~ vid | |{f, z} | | 6^{2R2(1 + (Rθ/R)2)1/2}

(|z|^2 − R^2)^2

2a^2_0 b^2_0 + a^2_0 , ∀ z ∈ B^∗(1), zdes~ θ = arg z, R_θ/R = c^2tg^2θ/(b_0tg^2θ + a_0), R^2 = R^2(θ) = a_0 cos^2 θ + b_0 sin^2 θ, c^2 = b^2_0 − a^2_0.

S. R. Nasyrov i M. A. Sevodin v [13] poluqili sledu¸wee uslovie odnolistnosti meromorfnoæ v zvezdoobraznoæ oblasti B^∗_α funkcii f(z): |{f, z}| 6 4 sin^2 β/2 ·R^{−2}(θ) · S(t), dlØ l¸bogo z = re^{iθ} ∈ B^∗_α, t = |z|/R(θ), β = π/2 − απ/2, a funkciØ S(t) udovletvorØet usloviØm: a) S(t)(1−t^2)^2 ne vozrastaet po t pri 0 < t < 1, b) differencial~noe uravnenie y^{′′} + S(|t|)y = 0 pri −1 < t < 1 imeet rexenie y_0(t) > 0.

Primerom xvarcianovoæ oblasti tret~ego tipa ØvlØetsØ vsØkaØ α-spiraleobraznaØ oblast~ B_{σ,α} porØdka σ pri σ > 0. Pereformuliruem teoremu 8 dlØ α-spiraleobraznoæ oblasti B_{σ,α}.

138 E. L. PACEVIQ

Teorema 9. Pust~ f(z) meromorfna i lokal~no odnolistna v α-

spiraleobraznoæ oblasti B_{σ,α} porØdka σ, funkcii P (z) i Q(z) analitiqny v B_{σ,α} i svØzany so xvarcianom ravenstom 2Q(z)−P^′(z)− (1/2)P^2(z) = {f, z} dlØ l¸bogo z ∈ B_{σ,α}. Esli dlØ vsØkogo z_r ∈ B_{σ,α} vypolnØetsØ uslovie | |P (zre^{−itgσ ln r} ) | | + r |z^2 − R^2e^{2iμ}| |z| | |Q (zre^{−itgσ ln r}) | | 6 6 2 sin^{2 β}_2^{(1 + N 2(θ))1/2R2} |z|r^3|z^2 − R^2e^{2iμ(θ)}| , (56)

to f(z) odnolistna v B_{σ,α}. Zdes~ θ = arg z+tgσ ln |z|, μ = θ−tgσ ln R, β = π/2 − απ/2, N (θ) = tgσ − R_θ cos^{−2} σ/R, R_θ = dR/dθ. V kaqestve sledstviæ iz (56) pri P (z) ≡ 0, Q(z) = {f, z}/2, i P (z) = −g^{′′}(z)/g^′(z), 2Q(z) = {f, z} − {g, z} sootvetstvenno, privedem dva neravenstva, kotorye ØvlØ¸tsØ analogami usloviæ Nehari i Avhadieva–�pxteæna dlØ oblasti B_{σ,α}: | |{f, zre^{−itgσ ln r}} | | 6 4 sin^{2 β}_2 · (1 + N^2(θ))^{1/2} · R^2r^{−4}|z^2 − R^2e^{2iμ}|^{−2}; |g^{′′}(zre^{−itgσ ln r} )| |g^′(zre^{−itgσ ln r})| + r|z^2 − R^2e^{2iμ}| |z| |{f, zre^{−itgσ ln r}} − {g, zre^{−itgσ ln r}}| 2 6 2 sin^{2 β}_2^{(1 + N 2(θ))1/2R2} |z|r^3|z^2 − R^2e^{riμ}| . Zametim, qto v stat~e [6] M. A. Sevodin poluqil sledu¸wee uslovie odnolistnosti meromorfnoæ v B^−_{σ,α} funkcii: |{f, z}| 6 R^{−2}4 sin^{2 β}_2 (1+|tgσ|)^{−2}S(t), dlØ l¸bogo z ∈ B^−_{σ,α}, zdes~ t = |z|/R(θ), S(t) udovletvorØet usloviØm: a) S(t) nepreryvna, S(t) ¿ 0 dlØ t ∈ [0, 1), S(t)(1 − t^2)^2 ne vozrastaet na [0, 1), b) naimen~xee sobstvennoe znaqenie zadaqi y^{′′}(t) + ΛS(t)y(t) = 0, t ∈ [0, 1), y(1) = y^′(0) = 0, ne men~xe edinicy.

Literatura

1. E. L. Paceviq, UsloviØ in¨ektivnosti dlØ nekotoryh klassov oblasteæ, I. — Zap. nauqn. semin. POMI 255 (1998), 104–124.

2. L. Špaček, Contribution à la théorie des fonctions univalentes. — Časopos. Pest.

Math. 62 (1933), 12–19.

3. O. A. BusovskaØ, V. V. GorØænov, O gomeomorfnom prodolßenii spiral~nyh funkciæ. — Ukr. mat. ß. 33:5 (1981), 656–660.

USLOVI˚ IN˙EKTIVNOSTI II 139

4. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo. Nauka, M. (1966), 628s.

5. F. G. Avhadiev, L. A. Aksent~ev, Osnovnye rezul~taty v dostatoqnyh usloviØh odnolistnosti analitiqeskih funkciæ. — UMN 30, No. 4 (1975), 3–60.

6. M. A. Sevodin, UsloviØ odnolistnosti v spiraleobraznyh oblastØh. Tr.

semin. po kraevym zadaqam, Izd-vo Kaz. un-ta, Kazan~, 1987, vyp. 23, 193–200.

7. L. V. Ahlfors, G. Weil, A uniqueness theorem for Beltrami equations. — Proc.

Am. Math Soc. 13, No. 6 (1962), 975–978.

8. F. G. Avhadiev, L. A. Aksent~ev, A. M. Elizarov, Dostatoqnye usloviØ koneqnolistnosti analitiqeskih funkciæ ih priloßeniØ. Itogi nauki i tehniki. Matem. analiz. M., VINITI, 1987, t. 25. s. 3–21.

9. Z. Nehari, The Schwarzian derivative and schlicht functions. — Bull Am. Math.

Soc. 55:6 (1949), 545–551.

10. F. G. Avhadiev, Konformnye otobraßeniØ i kraevye zadaqi. Kazanskiæ fond “Matematika”1996, 215s.

11. F. G. Avhadiev, Dostatoqnye usloviØ odnolistnosti kvazikonformnyh otobraßeniæ. — Matem. zametki 18, No. 6 (1975), 793–802.

12. Ch. Pommerenke, On the Epstein univalence criteria. — Results in Mathematics 10 (1986), 143–146.

13. S. R. Nasyrov, Sevodin M. A., UsloviØ odnolistnosti tipa Nehari–Pokornogo v ff-zvezdoobraznyh oblastØh. — Izv. vuzov, Matematika No. 11 (1981), 78–80.

Patsevich E. L. Injectivity criteria for some domains. II.

New sufficient conditions are found for continuously differentiable mappings in

some plane domains to be injective. This result is obtained by using the locally home-

omorphic extension method. New univalence criteria for meromorphic functions are

given by means of the quasiconformal extension method. These criteria are stated in

terms of the coefficients of a differential equation related to the Schwarzian derivative

of the function under consideration.

Postupilo 15 dekabrØ 1997 g. Novgorodskiæ gosudarstvennyæ universitet

patsev@pdmi.ras.ru