Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 255, 1998 g.

A. N. Petrov

MONOTONNOST^ USREDNENNYH SREDNIH STEPENNYH

1. Vvedenie. V fftoæ zametke privoditsØ odno novoe qislo-

voe neravenstvo dlØ srednih stepennyh. Ego interesno sopostavit~ so znamenitym neravenstvom meßdu srednim arifmetiqeskim i srednim geometriqeskim ili, bolee obwo, s vozrastaniem srednih stepennyh (sm., naprimer, [1, 2]). Privodimye dokazatel~stva soverxenno fflementarny i osnovany na prosteæxem issledovanii nekotoryh funkciæ odnoæ vewestvennoæ peremennoæ na ffkstremum. Avtoru stalo izvestno ob fftom neravenstve ot L. D. KurlØndqika, kotoromu, v svo¸ oqered~, ono bylo ustno soobweno v vide predpoloßeniØ pol~skim matematikom H. Pavlovski. V zakl¸qenie fftogo kratkogo vvedeniØ, avtor sqitaet svoim priØtnym dolgom vyrazit~ iskrenn¸¸ priznatel~- nost~ L. D. KurlØndqiku za postanovku zadaqi, stimuliru¸wiæ interes v processe ee rexeniØ i drußeskoe uqastie v podgotovke rukopisi k peqati, a takße V. I. Vas¸ninu, proqitavxemu rukopis~ i sdelavxemu rØd cennyh zameqaniæ.

2. Postanovka zadaqi. Pust~ a1, a2, . . . , an – poloßitel~nye qi-

sla. Rassmotrim nabor srednih arifmetiqeskih

a_1, a_1 + a_2 2 , . . . , a_1 + a_2 + . . . + a_n n . Srednee geometriqeskoe fftogo nabora qisel est~ n √ a_1 · a_1 + a_2 2 · . . . · a_1 + a_2 + . . . + a_n n . (1)

Teper~ voz~mem nabor srednih geometriqeskih

a_1, √ a_1a_2, . . . ,^n √ a_1a_2 . . . a_n

i ego srednee arifmetiqeskoe

a_1 + √ a_1a_2 + . . . +^n √ a_1a_2 . . . a_n n . (2) 140

MONOTONNOST^ SREDNIH 141 KaßetsØ estestvennym sledu¸wiæ vopros: kakoe iz poluqennyh takim obrazom usrednennyh srednih bol~xe – (1) ili (2)?

3. Osnovnoe neravenstvo. OkazyvaetsØ, qto (1). Dokazatel~-

stvo fftogo utverßdeniØ i ØvlØetsØ cel~¸ dannogo punkta.

Teorema. DlØ l¸byh poloßitel~nyh qisel a1, a2, . . . , an spraved-

livo neravenstvo

a_1 + √ a_1a_2 + . . . +^n √ a_1a_2 . . . a_n n 6 6^{n√}a1 ·^{a1 + a2}_2 · . . . ·^{a1 + a2 + . . . + an}_n .

Dokazatel~stvo. Provedem ego indukcieæ po n. Baza (n = 1)

oqevidna (otmetim takße, qto pri n = 2 neravenstvo sravnivaet srednee arifmetiqeskoe i srednee kvadratiqeskoe dvuh qisel a_1 i √ a_1a_2). DlØ osuwestvleniØ indukcionnogo perehoda ot n k (n + 1), poloßim t_1 = a_1, t_2 = √ a_1a_2, . . . , t_n =^n √ a_1a_2 . . . a_n.

Neravenstvo primet vid

t_1 + t_2 + . . . + t_n

n 6^n

t_1 · t_1 +^{t2}_{t1} 2 · . . . · t_1 +^{t2}_{t1} + . . . +^{tn}_{tn}�_{1n} �1 n . (3)

OboznaqeniØ

x_k = t_1 + t_2 + . . . + t_k, y_k = t_1 + t^2 t_1 + . . . + t^k t^k�^1_k�_1

, z_k = y_1y_2 . . . y_k k! privedut neravenstvo (3) k bolee prostomu vidu n√ z_n ¿ x_n n . (4)

Predpoloßiv spravedlivost~ (4), ustanovim, qto verno sledu¸- wee neravenstvo n+1√ z_{n+1} ¿ x_{n+1} n + 1 . V nem otdelim ot ostal~nyh peremennu¸ t_{n+1}, to est~, zapixem v vide n+1 z_n · y_n +^{tn+1n+1}_{tn} n + 1 ¿ x_n + t_{n+1}

n + 1

142 A. N. PETROV ili y_n +^{tn+1n+1}_{tn} (x_n + t_{n+1})^{n+1} ¿ 1 (n + 1)^nz_n . PravaØ qast~ poluqennogo neravenstva ot t_{n+1} ne zavisit, naædem naimen~xee znaqenie levoæ qasti, kak funkcii ot t_{n+1}. DifferenciruØ funkci¸ f(u) = y_n +^{un+1}_{tn} (x_n + u)^{n+1} , u > 0, imeem f0_{(u) =}^{n + 1}

(x_n + u)^{n+2} ( x_n u^n t^n − y_n ) , a znaqit

u_0 = t_n^n √ y_n x_n – toqka minimuma funkcii f.

Pofftomu, f(t_{n+1}) ¿ f(u_0) = y_n x_n 1 ( x_n + t_n^n √_{yn} x_n )_n . Tem samym, ostaetsØ dokazat~ neravenstvo y_n x_n 1 ( x_n + t_n^n √_{yn} x_n )_n ¿ 1 (n + 1)^nz_n ili n√ z_n ¿ x_n + t_n^n √_{yn} x_n (n + 1)^n √_{yn} x_n . Vvidu neravenstva (4), dostatoqno pokazat~, qto x_n n ¿^{xn + tn n} √_{yn} x_n (n + 1)^n √_{yn} x_n . (5)

Dokaßem ffto neravenstvo takße po indukcii. Baza (n = 1) oqevidna, a indukcionnyæ perehod ot n k (n + 1) zakl¸qaetsØ, pri

MONOTONNOST^ SREDNIH 143 predpoloßenii (5), v ustanovlenii neravenstva x_{n+1} n + 1 ¿ x_{n+1} + t_{n+1}^{n+1} √_{yn+1} x_n+1

(n + 2)^{n+1} √_{yn+1} x_n+1

ili ( n + 2 n + 1 x_{n+1} − t_{n+1} ) n+1 √ y_{n+1} x_{n+1} ¿ x_{n+1}. OtdelØØ v nem peremennu¸ t_{n+1} ot ostal~nyh, poluqaem ( n + 2 n + 1 x_n + 1 n + 1 t_{n+1} )_{n+1} y_n +^{tn+1}n+1_{tn} x_n + t_{n+1} ¿ x_n + t_{n+1} ili y_n +^{tn+1n+1}_{tn} (x_n + t_{n+1})^{n+1} ¿ x_n + t_{n+1} (_{n+2}

n+1 x_n +^1_{n+1} t_{n+1}

)_{n+1} . (6)

PolagaØ g(v) = x_n + v (_{n+2}

n+1 x_n +^1_{n+1} v )_{n+1} , v > 0, zapixem neravenstvo (6) v vide f(t_{n+1}) ¿ g(t_{n+1}). Naædem naibol~xee znaqenie funkcii g. Imeem g0_{(v) =}^1n+1^{xn − n}n+1^v

(_{n+2} n+1 x_n +^1_{n+1} v

)_{n+2} ,

i znaqit v_0 = x_n n – toqka maksimuma funkcii g.

Pofftomu, g(t_{n+1}) 6 g(v_0) = 1 (_{n+1} n x_n )_n . Sledovatel~no, dlØ dokazatel~stva neravenstva f(t_{n+1}) ¿ g(t_{n+1}) dostatoqno ubedit~sØ v tom, qto f(u_0) ¿ g(v_0), to est~ y_n x_n 1 ( x_n + t_n^n √_{yn} x_n )_n ¿ 1 (_{n+1} n x_n )_n .

144 A. N. PETROV Nakonec, perepixem ffto poslednee neravenstvo v vide x_n n ¿^{xn + tn n} √_{yn} x_n (n + 1)^n √_{yn} x_n .

Ostalos~ zametit~, qto ono sovpadaet s indukcionnym predpoloßeniem (5). Takim obrazom, teorema dokazana polnost~¸. •

Otmetim, qto dokazannoe neravenstvo strogoe, krome togo sluqaØ, kogda vse a ravny.

4. Obobwenie. Pust~ a = (an)n¿1, b = (bn)n¿1 – dve posledova-

tel~nosti vewestvennyh qisel. GovorØt, qto posledovatel~nost~ b maßoriruet posledovatel~nost~ a i pixut a 6 b, esli a_n 6 b_n dlØ vseh n = 1, 2, . . . .

Pust~ parametry α, β ∈ [−∞, +∞] i a = (a_n)_n¿_1 – posledovatel~nost~ poloßitel~nyh qisel. Simvolom M_α budem oboznaqat~ operator (nelineænyæ) stepennogo usredneniØ porØdka α. On perevodit posledovatel~nost~ a = (a_n)_n¿_1 v posledovatel~- nost~

M_α(a) = {( a^α_1 + a^α_2 + . . . + a^α_n n ) 1_α } n¿1 s estestvennoæ modifikacieæ pri α = 0, ±∞. Budem rassmatrivat~ takße kompozici¸ operatorov usredneniØ M_β ∘ M_α. Tak, naprimer, esli α, β ≠ 0, ±∞, to

M_β ∘ M_α(a) = a^β_1 + (_{aα1 +aα2} 2 )^β_α + . . . + (_{aα1 +aα2 +...+aαn} n )^β_α n

1_β

n¿1 .

Dokazannoe vyxe neravenstvo oznaqaet, qto M_1 ∘ M_0(a) 6 M_0 ∘ M_1(a). Ono ØvlØetsØ qastnym sluqaem sledu¸wego bolee obwego rezul~tata.

Teorema. Esli α < β, to Mβ ∘ Mα(a) 6 Mα ∘ Mβ(a).

Dokazatel~stvo teoremy razob~em na neskol~ko xagov.

MONOTONNOST^ SREDNIH 145

Lemma 1. Esli u > 0, v ¿ 1, p > 1, to v^1�^{1p} (u+1)^{1p} −u^{1p} ¿ (v−1)^1�^{1p} . Dokazatel~stvo. Pri v = 1 utverßdenie oqevidno. S v > 1

svØßem funkci¸ f(t) = v^1�^{1p} (t + 1)^{1p} − t^{1p} , t > 0. Imeem f0(t) = =^1_p ((_{t+1} v ) 1_p �_1

− t^{1p} �^1 ) , t_0 =^1_v�_1 – toqka minimuma f, f(u) = = v^1�^{1p} (u + 1)^{1p} − u^{1p} ¿ f(t_0) = (v − 1)^1�^{1p} . •

Pust~ parametr p ≠ 0 i b_1, b_2, . . . , b_n, . . . – poloßitel~nye qisla. Oboznaqim

t_k = ( b^p_1 + b^p_2 + . . . + b^p_k k ) 1_p , x_k = t_1 + t_2 + . . . + t_k,

y_k = b_1 + b_2 + . . . + b_k k , z_k = y^p_1 + y^p_2 + . . . + y^p_k.

Lemma 2. Esli p > 1, to

k^1�^{1p} ( z_k k + z_k�_1 ) 1_p − ( z_k k ) 1_p ¿^((k − 1)^{p�1}zk�1^{) 1p} .

Dokazatel~stvo. Poloßim u =^{zk}_{kzk�1} , v = k v lemme 1. • Lemma 3. Esli p > 1, to tk ¿ (k^p�^1zk)^{1p} − ((k − 1)^p�^1zk�1)^{1p} . Dokazatel~stvo. Provedem ego indukcieæ po k. Baza (k = 1)

oqevidna, a perehod ot k k (k + 1) zakl¸qaetsØ v dokazatel~stve neravenstva

t_{k+1} ¿ ((k + 1)^p�^1z_{k+1})^{1p} − (k^p�^1z_k)^{1p} (7) pri sootvetstvu¸wem indukcionnom predpoloßenii.

Perepixem (7) v vide

(t_{k+1} + (k^p�^1z_k)^{1p} )^p ¿ (k + 1)^p�^1z_{k+1} i, otdelØØ peremennu¸ b_{k+1} ot ostal~nyh, poluqim (( kt^p_k + b^p_{k+1} k + 1

)^1_p

+ (k^p�^1z_k)^{1p} )p − (k + 1)^p�^1 ( ky_k + b_{k+1} k + 1 )_p ¿ ¿ (k + 1)^{p�1}zk. (8)

146 A. N. PETROV DifferenciruØ funkci¸ f(u) = = (( kt^p_k + u^p k + 1 ) 1_p + (k^p�^1z_k)^{1p} )_p − (k + 1)^p�^1 ( ky_k + u k + 1 )_p , u > 0, imeem f0_{(u) =} = p k + 1 ( u ( 1 + (k^p�^1z_k)^{1p} ( kt^p_k + u^p k + 1

)�^1_p^{))p}�^1_{− (ky}

k + u)^p�^1 , a znaqit

u_0 = k^{1p} t_ky_k (_{zk} k + z_k�_1

) 1_p – toqka minimuma funkcii f,

priqem f(u_0) = k k + 1 ( t_k + k^1�^{1p} ( z_k k + z_k�_1

) 1_p )^p . DlØ dokazatel~stva neravenstva (8), dostatoqno ubedit~sØ v tom, qto f(u_0) ¿ (k + 1)^p�^1z_k, to est~

t_k ¿ (k + 1) ( z_k k ) 1_p − k^1�^{1p} ( z_k k + z_k�_1 ) 1_p . No ffto nemedlenno vytekaet iz indukcionnogo predpoloßeniØ i lemmy 2, tak kak

t_k ¿ (k^p�^1z_k)^{1p} − ((k − 1)^p�^1z_k�_1)^{1p} ¿

¿ (k^{p�1}zk)^{1p} +^{( zk}_k^{) 1p} − k^{1� 1p ( zk}_k + zk�1^{) 1p} =

= (k + 1) (z_k k ) 1_p − k^1�^{1p} ( z_k k + z_k�_1 ) 1_p . • Lemma 4. Esli p > 1, to Mp ∘ M1(b) 6 M1 ∘ Mp(b). Dokazatel~stvo. Vo vvedennyh vyxe oboznaqeniØh dokazyvae-

moe neravenstvo zapisyvaetsØ v vide x_n ¿ (n^p�^1z_n)^{1p} . SummiruØ neravenstva lemmy 3, poluqaem trebuemoe. •

MONOTONNOST^ SREDNIH 147 Otmetim, qto lemmy 1–4 spravedlivy s obratnymi znakami neravenstv pri p < 0 (dokazatel~stva kopiru¸tsØ).

Dokazatel~stvo teoremy. Rassmotrim otdel~no neskol~ko slu-

qaev. Pri 0 < α < β, α < 0 < β voz~mem v lemme 4 p =^β_α , b = a^α. Pri α < β < 0 voz~mem v lemme 4 p =^α_β , b = a^β . Sluqai, kogda sredi parametrov α, β est~ 0, ±∞, poluqa¸tsØ iz rassmotrennyh predel~nym perehodom (pervyæ iz nih byl rassmotren takße v predyduwem punkte). •

Literatura

1. G. G. Hardi, Dß. E. Littlvud, G. Polia, Neravenstva. Gos. izd. inostr.

lit., M., 1948.

2. �. Bekkenbah, R. Bellman, Neravenstva. M., Mir, 1965.

Petrov A. N. The monotonicity of average power means. A new numerical inequality for average power means is presented. Let α, β ∈ [−∞, +∞], and let a = (a_k)_k¿_1 be a sequence of positive numbers.

Consider the operator M_α(a) = {(_{aα} 1 +a^α2 +...+a^α_k k ) 1_α }

k¿1^{. We denote by}

M_β ∘ M_α the superposition of these operators. The following assertion is proved: if α < β, then M_β ∘ M_α(a) 6 M_α ∘ M_β(a).

Postupilo 23 fevralØ 1998 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

petrov@ agspbu.spb.su