Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 255, 1998 g.

A. A. Rahimov

K STRUKTURE IN˙EKTIVNYH VEWESTVENNYH

W^∗–FAKTOROV TIPA III_λ, 0 < λ < 1

Vvedenie

Klassiqeskie raboty A. Konna [1, 2] o klassifikacii faktorov i ih avtomorfizmov, v qastnosti, polnaØ klassifikaciØ in¨ektivnyh faktorov, sygrali znaqimu¸ rol~ v razvitii teorii operatornyh algebr. DlØ vewestvennyh faktorov analog klassifikacii Konna byl poluqen v rabotah [3, 4]. OkazyvaetsØ, kogda vewestvenyæ faktor imeet tip II_1, ili II_∞, ili III_1, rezul~taty polnost~¸ sovpada¸t s kompleksnym sluqaem. No, esli vewestvennyæ faktor imeet tip III_λ, 0 < λ < 1, togda, v otliqie ot sluqaØ kompleksnyh faktorov, okazalos~, qto ime¸tsØ rovno dve konstrukcii skrewennogo proizvedeniØ algebry na ee avtomorfizm. V [3] bylo pokazano, qto struktura vewestvennogo faktora R tipa III_λ, 0 < λ < 1, opredelØetsØ libo paroæ (Q, θ), gde Q – vewestvennyæ faktor tipa II_∞, θ – ego ∗-avtomorfizm s mod (θ) = λ, libo paroæ (N, β), gde N – faktor tipa II_∞, β – ego ∗-antiavtomorfizm s mod (β) = √ λ (v smysle [5, 6]). Ots¸da sleduet, qto suwestvu¸t dva neizomorfnyh vewestvennyh in¨ektivnyh W^∗-faktora tipa III_λ, 0 < λ < 1 (sm. [5, 6]).

NastoØwaØ rabota posvØwena issledovani¸ ∗-avtomorfizmov vewestvennyh faktorov i ∗-antiavtomorfizmov kompleksnyh faktorov. Poluqena ih klassifikaciØ v duhe raboty [7], i dlØ kaßdogo λ ∈ (0, 1) pokazana edinstvennost~ (s toqnost~¸ do vnexneæ soprØßennosti) kak klassa ∗-avtomorfizmov s mod (·) = λ in¨ektivnogo vewestvennogo faktora tipa II_∞, tak i klassa ∗- antiavtomorfizmov s mod (·) = λ in¨ektivnogo kompleksnogo faktora tipa II_∞. Zametim, qto v dokazatel~stve fftih rezul~tatov ispol~zuetsØ nekommutativnyæ analog lemmy Rohlina. Odnako, nekommutativnyæ vewestvennyæ analog lemmy Rohlina otliqaetsØ ot sluqaØ dokazannogo dlØ W^∗-algebr (sm. lemmu 2.4). Odin iz osnovnyh rezul~tatov raboty poluqen v poslednem paragrafe. Zdes~ rassmatriva¸tsØ dva vyxeupomØnutyh klassa 148

IN˙EKTIVNYE VEWESTVENNYE W^�–FAKTORY 149 neizomorfnyh vewestvennyh in¨ektivnyh faktorov tipa III_λ, 0 < λ < 1. Pokazano, qto v odnom klasse – ffto giperfinitnye vewestvennye faktory, a vo vtorom klasse – in¨ektivnye, no negiperfinitnye. Ots¸da vytekaet, qto dlØ vewestvennyh algebr ponØtiØ giperfinitnosti i in¨ektivnosti, voobwe govorØ, neffkvivalentny, v to vremØ kak v kompleksnom sluqae ponØtiØ giperfinitnosti i in¨ektivnosti sovpada¸t. Rezul~taty i tehnika, ispol~zuemye pri ih poluqenii, tesno svØzany s rabotami [3, 7].

1. Predvaritel~nye svedeniØ

Pust~ B(H) – algebra vseh ograniqennyh lineænyh operatorov na kompleksnom gil~bertovom prostranstve H. VewestvennaØ ∗-podalgebra s ediniceæ 1I R algebry B(H) nazyvaetsØ vewestvennoæ W^∗-algebroæ, esli ona zamknuta v slaboæ operatornoæ topologii i R ∩ iR = {0}. W^∗-algebra N (sootv. vewestvennaØ W^∗-algebra R) nazyvaetsØ faktorom (sootv. vewestvennym faktorom), esli v ee centre Z(N ) (sootv. Z(R)) leßat tol~ko fflementy vida {λ1I}, λ ∈ C (sootv. λ ∈ R). Oboznaqim qerez U(R) naimen~xu¸ W^∗-algebru, soderßawu¸ R (t.n. obertyva¸- wu¸ W^∗-algebru dlØ R). Ona imeet vid: U(R) = R + iR (sm. [8], str. 22). Budem govorit~, qto vewestvennaØ W^∗-algebra R imeet tip I_{fin}, I_∞, II_1, II_∞, III_λ (0 ≤ λ ≤ 1), esli U(R) imeet sootvetstvu¸wiæ tip v obyqnoæ klassifikacii W^∗-algebr (sm., naprimer, [1, 9]).

Pust~ M – kompleksnaØ ili vewestvennaØ W^∗-algebra. Lineænoe otobraßenie α algebry M v sebØ nazyvaetsØ ∗-avtomorfizmom (sootv. ∗-antiavtomorfizmom), esli α(x^∗) = α(x)^∗ i α(xy) = α(x)α(y) (sootv. α(xy) = α(y)α(x)) dlØ vseh x, y ∈ M . ∗-Avtomorfizm α nazyvaetsØ vnutrennim, esli suwestvuet nekotoryæ unitarnyæ u, takoæ, qto α(x) = uxu^∗ dlØ vseh x ∈ M . Budem oboznaqat~ qerez AutM gruppu vseh ∗-avtomorfizmov M , qerez IntM gruppu vseh vnutrennih ∗-avtomorfizmov M , qerez AntM gruppu vseh ∗-antiavtomorfizmov M . ∗-Avtomorfizmy ili ∗-antiavtomorfizmy α i β nazyva¸tsØ soprØßennymi (sootv. vnexne soprØßennymi), esli α = θ · β · θ^{−1} (sootv. Adu · α = θ · β · θ^{−1}), dlØ nekotorogo ∗-avtomorfizma θ i vnutrennego ∗- avtomorfizma Adu(x) = uxu^∗. Vse ostal~nye ispol~zuemye opredeleniØ i rezul~taty sm. [1, 5–7, 9].

150 A. A. RAHIMOV

2. Lemma Rohlina dlØ antiavtomorfizmov W^∗-algebr i avtomorfizmov vewestvennyh W^∗-algebr

Pust~ M – W^∗-algebra ili vewestvennaØ W^∗-algebra, θ ∈ AutM , p(θ) – naibol~xiæ proektor e ∈ M , takoæ, qto θ(e) = e i θ^e = θ|_{eMe} = Adu, u – unitarnyæ iz eM e. Esli θ – ∗- antiavtomorfizm W^∗-algebry, togda poloßim p(θ) = p(θ^2). ∗- Avtomorfizm θ ∈ AutM (sootv. ∗-antiavtomorfizm θ ∈ AntM ) nazyvaetsØ sobstvenno vnexnim, esli p(θ) = 0.

Pust~ R – σ-koneqnaØ vewestvennaØ W^∗-algebra, α – invol¸tivnyæ ∗-antiavtomorfizm U(R), poroßda¸wiæ R (sm. [8]), θ ∈ AutR, U(R) = R + iR – obertyva¸waØ W^∗-algebra dlØ R, θ ∈ Aut(U(R)), ∗-avtomorfizm, lineæno prodolßa¸wiæ θ na U(R).

Lemma 2.1. p(θ) = 0 togda i tol~ko togda, kogda p(θ) = 0. Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto esli p(θ) = 0, to p(θ) = 0. Po-

kaßem obratnoe. Predpoloßim, qto p(θ) = 0, no p(θ) ≠ 0. Togda suwestvuet proektor e iz U(R), takoæ, qto θ(e) = e, θ^e = Adw, w ∈ eU(R)e. Tak kak θ(α(e)) = α(e) i α(e), e ∈ U(R)^θ, a takße α(e) ∼ e v U(R), to proektory α(e) i e ffkvivalentny v U(R)^θ. Togda suwestvuet nekotoryæ unitarnyæ u iz U(R)^θ takoæ, qto ueu^∗ = α(e) i α(u) = u. Rassmotrim ∗-antiavtomorfizm α_1 = Adu · α. Tak kak α(u) = u, ∗-antiavtomorfizmy α i α_1 soprØßeny. Legko proverit~, qto α_1(e) = e i α_1θ = θα_1, poskol~ku θ(u) = u. Po lemme 1.1 iz [5] suwestvuet unitarnyæ v fflement iz U(R)^θ, takoæ, qto u = vα(v). Pust~ σ = Adv. Oqevidno, qto θσ = σθ. Poloßim: f = σ^{−1}(e). Legko videt~, qto α(f) = f i θ(f) = f. Pust~ u_1 = σ^{−1}(w). Neposredstvenno proverØetsØ, qto θ^f = Adu_1, u^∗_1u_1 = u_1u^∗_1 = f. Sledovatel~no, p(θ) ≠ 0, p(θ) ≥ f, f ≠ 0. Lemma dokazana.

Lemma 2.2. Esli θ ∉ Int(R), togda dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet

proektor e ≠ 0, takoæ, qto ‖eθ(e)‖ ≤ ε.

Dokazatel~stvo lemmy provoditsØ analogiqno dokazatel~- stvu lemmy 1.2.3 iz [7].

Analogiqnyæ rezul~tat poluqim dlØ ∗-antiavtomorfizmov. Pust~ M – σ-koneqnaØ W^∗-algebra i θ ∈ AntM .

Lemma 2.3. Esli θ^2 ∉ IntM , togda dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet

proektor f ∈ M , f ≠ 0, takoæ, qto ‖fθ(f)‖ ≤ ε.

IN˙EKTIVNYE VEWESTVENNYE W^�–FAKTORY 151

Dokazatel~stvo. Pust~ β – invol¸tivnyæ ∗-antiavtomorfizm

M , takoæ, qto θβ = βθ (sm. [10], lemma 1.4.1). Poloßim γ = θβ. Pust~ M^β = {x ∈ M : β(x) = x^∗} – vewestvennaØ W^∗-algebra, poroßdennaØ β. PrimenØØ lemmu 2.2 k ∗-avtomorfizmu γ, poluqim: ‖fγ(f)‖ ≤ ε, gde f – nekotoryæ proektor iz M^β. Sledovatel~no, ‖fγ(f)‖ = ‖fθβ(f)‖ = ‖fθ(f)‖ ≤ ε. Lemma dokazana. Teper~ dokaßem odin iz analogov lemmy Rohlina, kotoryæ otliqaetsØ ot sluqaØ dokazannogo dlØ W^∗-algebr (sm. teoremu 1.2.1 iz [7]).

Lemma 2.4.

(A) Pust~ R – σ-koneqnaØ vewestvennaØ W^∗-algebra, θ ∈ AutR.

(i) Esli θ sobstvenno vnexniæ, togda

dlØ l¸bogo nenulevogo proektora e ∈ R i l¸bogo ε > 0, suwestvuet nenulevoæ proektor f ≤ e takoæ, qto ‖fθ(f)‖ ≤ ε. (∗)

(ii) Pust~ vypolneno uslovie (∗). Esli ne suwestvuet proektora g ∈ R takogo, qto θ^g = Adv i Spv = {±i}, togda θ sobstvenno vnexniæ.

(B) Pust~ M – σ-koneqnaØ W^∗-algebra, θ ∈ AntM . (iii) Esli θ sobstvenno vnexniæ, togda dlØ antiavtomorfizma θ imeet mesto uslovie (∗).

(iv) Pust~ dlØ antiavtomorfizma θ vypolneno uslovie (∗). Esli ne suwestvuet proektora g ∈ M takogo, qto (θ^2)^g = Adv i Spv = {±i}, togda θ sobstvenno vnexniæ.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo utverßdeniæ (i) i (iii) legko

provoditsØ analogiqno dokazatel~stvu teoremy 1.2.1 iz [7] s primeneniem lemm 2.2–2.4.

Dokaßem (ii). Predpoloßim, qto avtomorfizm θ ne ØvlØetsØ sobstvenno vnexnim, t.e. p(θ) ≠ 0. Togda, ne ograniqivaØ obwnosti, moßem sqitat~, qto θ = Adu, Spu ≠ {±i}, gde u – nekotoryæ unitarnyæ fflement iz R. Pust~ e – spektral~nyæ proektor unitarnogo u, takoæ, qto ‖ue − λe‖ ≤ ε/2, gde λ ∈ C, |λ| = 1. Zametim, qto e ∈ U(R). Predpoloßim, qto ne suwestvuet proektora e_1 iz

152 A. A. RAHIMOV

R, takogo, qto e_1 ≤ e, e_1 ≠ 0. Togda legko dokazyvaetsØ, qto proektory e i α(e) ortogonal~ny, priqem e =^1_2 f +iq, gde f = α(e)+e i q kosoffrmitovyæ fflement iz R. Oqevidno, qto ‖uα(e) − λe‖ ≤ ε/2. Togda ‖Ad(uf) − Ad(λe + λα(e))‖ ≤ ε, t.e. ‖θ^f − Adw‖ ≤ ε, gde w = λe + λα(e) ØvlØetsØ unitarnym v R^f . Tak kak λ ≠ ±i, to λ = a + ib, gde a, b ∈ R i a ≠ 0. Sledovatel~no, w = af − 2bq.

Pust~ g proizvol~nyæ proektor iz R^f , g ≠ 0. Togda legko pokazat~, qto ‖gAdw(g)‖^2 = ‖gAdw(g)g‖ ≥ ‖a^2g‖, t.e. ‖gAdw(g)‖ ≥ |a| > 0. �to protivoreqit uslovi¸ (∗). Esli suwestvuet vewestvennyæ podproektor g ≤ e, g ≠ 0, to poloßim: f = g.

Teper~ dokaßem utverßdenie (iv). Pust~ θ ∗-antiavtomorfizm M , ne ØvlØ¸wiæsØ sobstvenno vnexnim. Poloßim: γ = θβ, gde β ∗-antiavtomorfizm, postroennyæ v lemme 1.4.1 iz [10]. Poskol~ku ∗-avtomorfizm γ^2 – ne sobstvenno vnexniæ, togda ∗- avtomorfizm γ takße ne sobstvenno vnexniæ. Rassmotrim vewestvennu¸ W^∗-algebru M^β = {x ∈ M : β(x) = x^∗}, poroßdennu¸ ∗-antiavtomorfizmom β. Po lemme 2.1 avtomorfizm θ_1 = γ|_M β takße ne sobstvenno vnexniæ. Kak i v pervoæ qasti dokazatel~- stva lemmy, postroim proektor e ∈ M^β takoæ, qto dlØ l¸bogo proektora f ≤ e, f ≠ 0 imeet mesto: ‖θ_1(f)f‖ ≥^1_2 . Ots¸da poluqim: ‖θ_1(f)f‖ = ‖θ(β(f))f‖ = ‖θ(f)f‖ ≥^1_2 . Sledovatel~no, my postroili proektor e takoæ, qto dlØ l¸bogo proektora f(≤ e), f ≠ 0 vypolnØetsØ: ‖fθ(f)‖ > ε, i my poluqili protivoreqie.

Zameqanie 2.5. V diskretnom sluqae iz usloviØ (∗) ne sleduet

srazu, qto θ sobstvenno vnexniæ.

Deæstvitel~no, pust~ R = M_2(R) i θ = Adu, gde u unitarnyæ opredelennyæ sledu¸wim obrazom: u = ( 0 1 −1 0 ) . Pust~ f proizvol~nyæ proektor iz R. Legko pokazat~, qto f imeet sledu¸wiæ vid f = ( α β β 1 − α ) , esli β ≠ 0,

IN˙EKTIVNYE VEWESTVENNYE W^�–FAKTORY 153

i f = ( α 0 0 δ ) , esli β = 0.

Neposredstvenno proverØetsØ, qto esli f ≠ 1I, to fθ(f) = 0.

Zameqanie 2.6. Esli R – nepreryvnaØ σ-koneqnaØ vewestvennaØ

W^∗-algebra, to iz usloviØ (∗) sleduet, qto θ ØvlØetsØ sobstvenno vnexnim.

Deæstvitel~no, pust~ vypolneno uslovie (∗) i predpoloßim, qto p(θ) ≠ 0. Po lemme 2.1 imeem p(θ) ≠ 0, sledovatel~no, suwestvuet nekotoryæ unitarnyæ u ∈ R, takoæ, qto θ = Adu. Togda, kak dokazano v teoreme 1.2.1 iz [7], dlØ nekotorogo spektral~nogo proektora e ∈ M (unitarnogo u) vypolnØetsØ: ‖e_1θ(e_1)‖ ≥ 1/2 dlØ vseh e_1 ≤ e, e_1 ≠ 0.

Pust~ e proizvol~nyæ spektral~nyæ proektor unitarnogo u. Rassmotrim podalgebru U(R)^θ = R^θ +i·R^θ. ˚sno, qto u, e ∈ U(R)^θ. Legko postroit~ proektor f iz R^θ, kotoryæ ffkvivalenten e. Togda e = wfw^∗ dlØ nekotorogo qastiqnogo izometriØ w iz U(R)^θ. Poloßim e_1 = wf_1w^∗, gde f_1 podproektor f, kotoryæ udovletvorØet uslovi¸ (∗). Togda

‖e_1θ(e_1)‖ = ‖wf_1w^∗θ(w)θ(f_1 )θ(w^∗)‖ =

= ‖wf_1θ(f_1)w^∗‖ = ‖f_1θ(f_1)‖ ≤ ε.

�to protivoreqie. Znaqit, p(θ) = 0.

Zameqanie 2.7. Napomnim, qto v kompleksnom sluqae avtomor-

fizm θ sobstvenno vnexniæ togda i tol~ko togda, kogda vypolnØetsØ uslovie (∗).

Teper~, ispol~zuØ lemmu 2.4 i sleduØ dokazatel~stvu teoremy 1.2.5 iz [7], my poluqaem nekommutativnyæ vewestvennyæ analog lemmy Rohlina.

154 A. A. RAHIMOV

Teorema 2.8.

1) Pust~ R – koneqnaØ vewestvennaØ W^∗-algebra, τ – toqnyæ normal~nyæ sled na R s τ (1) = 1 i pust~ ∗- avtomorfizm θ ∈ AutR – aperiodiqeskiæ i τ · θ = τ . Togda dlØ l¸bogo ε > 0 i l¸bogo n ∈ N suwestvuet razbienie edinicy {F_i, i = 1, . . . , n} v R, takoe, qto: ‖θ(F_1) − F_2‖_2 ≤ ε, . . . , ‖θ(F_k) − F_{k+1}‖_2 ≤ ε, . . . , ‖θ(F_n) − F_1‖_2 ≤ ε; 2) Pust~ M – koneqnaØ W^∗-algebra, τ – toqnyæ normal~- nyæ sled na M s τ (1) = 1 i pust~ ∗-antiavtomorfizm θ ∈ AntM – aperiodiqeskiæ i takoæ, qto τ · θ = τ . Togda dlØ l¸bogo ε > 0 i l¸bogo qetnogo n ∈ N suwestvuet razbienie edinicy {F_i, i = 1, . . . , n} v M , takoe, qto: ‖θ(F_1) − F_2‖_2 ≤ ε, . . . , ‖θ(F_k) − F_{k+1}‖_2 ≤ ε, . . . , ‖θ(F_n) − F_1‖_2 ≤ ε. 3. Stabil~nost~ aperiodiqeskih avtomorfizmov i antiavtomorfizmov algebr fon Neæmana Pust~ R – vewestvennaØ W^∗-algebra, θ ∈ AutR. Po analogii s kompleksnym sluqaem, vvedem ponØtie central~no trivial~nogo ∗-avtomorfizma dlØ vewestvennyh W^∗-algebr.

Opredelenie. ∗-Avtomorfizm θ ∈ AutR nazyvaetsØ central~no

trivial~nym, esli θ(x_n) − x_n → 0 ∗-sil~no pri n → ∞, dlØ l¸boæ central~noæ posledovatel~nosti (x_n)_{n∈N} iz R.

Budem oboznaqat~ qerez Ct(R) podgruppu vseh central~no trivial~nyh ∗-avtomorfizmov R v AutR.

Oqevidno, qto θ ∈ AutR – central~no trivial~nyæ togda i tol~ko togda, kogda θ – central~no trivial~nyæ v U(R), gde θ lineænoe prodolßenie θ na U(R).

Pust~ v dal~neæxem ω – svobodnyæ ul~trafil~tr na mnoßestve natural~nyh qisel N, R_ω – vewestvennaØ W^∗-algebra central~nyh posledovatel~nosteæ [11], θ_ω iz AutR_ω [7, 11] (sootv. esli θ ∈ AntM , to θ_ω iz AntM_ω [5]).

IN˙EKTIVNYE VEWESTVENNYE W^�–FAKTORY 155

Lemma 3.1. Pust~ R – vewestvennyæ faktor s separabel~nym

predsoprØßennym, θ ∈ Aut(R). Togda ffkvivalentny sledu¸wie usloviØ: 1) θ ∉ Ct(R); 2) θ_ω ≠ id;

3) θ_ω – sobstvenno vnexniæ.

Dokazatel~stvo lemmy legko sleduet iz lemmy 2.1 i predloßeniØ 2.1.2 iz [7].

Opredelenie. Pust~ R – vewestvennyæ faktor, θ ∈ Aut(R).

Asimptotiqeskim periodom ∗-avtomorfizma θ nazyvaetsØ natural~noe qislo p_a(θ), takoe, qto θ^n ∈ Ct(R) togda i tol~ko togda, kogda n ∈ p_a(θ)Z.

DlØ ∗-antiavtomorfizma θ W^∗-algebry budem polagat~: p_a(θ) = p_a(θ^2).

Lemma 3.2. Pust~ M – vewestvennyæ (sootv. kompleksnyæ ) W^∗-

faktor s separabel~nym predsoprØßennym i pust~ θ ∈ Aut(M ) (sootv. θ ∈ Ant(M )) s p_a(θ) = 0. Togda dlØ ∀n ∈ N i l¸boæ sqetnoæ podposledovatel~nosti (x^m)_{m∈N} iz M_ω suwestvuet razbienie edinicy (f_k)_{k=1,n} v M_ω takoe, qto:

(a) f_k kommutiruet so vsemi (x^m)_{m∈N} ;

(b) θ_ω(f_k) = f_{k+1}, k = 1, n, f_{n+1} = f_1.

Dokazatel~stvo. V silu lemmy 3.1 i po teoreme 2.8 suwestvuet

razbienie edinicy (f̃_j )_{k=1,n} v M_ω , takoe, qto ‖θ_ω(f̃_j ) − f̃_{j+1}‖_2 < δ. Pust~ ϕ – toqnoe normal~noe sostoØnie na M i (ψ_ν )_{ν∈N} – plotnaØ posledovatel~nost~ v M_∗. Togda s pomow~¸ indukcii po ν i teoremy 2.8 stroitsØ posledovatel~nost~ (f^ν_k )_{k=1,n} razbieniæ edinic v M , takaØ, qto (a) ‖ [ψ_l, f^ν_k ] ‖≤ 1 ν , l = 1, ν, k = 1, n; (b) ‖ [x^k_ν, f^ν_j ] ‖≤ 1 ν , k = 1, ν, j = 1, n; (c) ‖ θ(f^ν_j ) − f^ν_{j+1} ‖^♯_ϕ≤ 1 ν , j = 1, n, gde posledovatel~nost~ (x^k_ν)_{ν∈N} iz M ØvlØetsØ predstavitelem dlØ (x^k). Pust~ (f_j )_{j=1,n} – nabor razbieniæ edinicy v M_ω , dlØ

156 A. A. RAHIMOV kotorogo posledovatel~nost~ (f^ν_j )_{ν∈N} ØvlØetsØ predstavitelem. Po uslovi¸ (b) fftot nabor kommutiruet s kaßdym (x^k) i v silu (c) imeem: θ_ω(f_j ) = f_{j+1}, j = 1, n. Lemma dokazana.

Ispol~zuØ teoremu 2.8 i lemmu 3.2 i, sleduØ dokazatel~stvu teoremy 2.1.3 iz [7], poluqim sledu¸wu¸ teoremu o stabil~nosti.

Teorema 3.3.

1) Pust~ R – vewestvennaØ W^∗-algebra s separabel~nym predsoprØßennym, θ ∈ Aut(R), takoæ, qto p_a(θ) = 0. Togda dlØ l¸bogo unitarnogo u iz R_ω suwestvuet nekotoryæ unitarnyæ v iz R_ω takoæ, qto θ_ω(v) = uv.

2) Pust~ M – W^∗-algebra s separabel~nym predsoprØßennym, θ ∈ Ant(M ), takoæ, qto p_a(θ) = 0. Togda dlØ l¸bogo unitarnogo u iz M_ω suwestvuet nekotoryæ unitarnyæ v iz M_ω takoæ, qto θ_ω(v) = uv^∗.

4. KlassifikaciØ vewestvennyh in¨ektivnyh faktorov tipa III_λ, 0 < λ < 1 Napomnim [2], qto W^∗-algebra M v B(H) nazyvaetsØ in¨ektivnoæ, esli suwestvuet proekcionnoe otobraßenie P iz B(H) na M , takoe, qto P (1I) = 1I i ‖P ‖ = 1. VewestvennaØ algebra R nazyvaetsØ in¨ektivnoæ, esli obertyva¸waØ algebra U(R) ØvlØetsØ in¨ektivnoæ (sm. [8]). Pust~ S_p – kanoniqeskiæ qisto periodiqeskiæ ∗-avtomorfizm R (sootv. ∗-antiavtomorfizm M ) s periodom p (sm. [12, 10]).

Teper~, ispol~zuØ teoremu 3.3, sformuliruem analog teoremy 2.3.1 iz [7].

Lemma 4.1. Pust~ R – vewestvennyæ (sootv. M – kompleks-

nyæ) in¨ektivnyæ faktor s separabel~nym predsoprØßennym, θ ∈ Aut(R) (sootv. θ ∈ Ant(M )), p ∈ N . Togda sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny:

(a) p_a(θ) = 0 (mod p);

(b) θ ⊗ S_p vnexne soprØßen s θ;

(c) dlØ l¸bogo φ ∈ R^+_∗ , δ > 0, suwestvuet unitarnyæ P iz R (sootv. P iz M ), takoæ, qto ‖ P − 1 ‖^#_φ < δ i avtomorfizm AdP · θ soprØßen s S_p · θ ⊗ S_p.

IN˙EKTIVNYE VEWESTVENNYE W^�–FAKTORY 157

Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto (a) ⇒(c). Pust~ φ – toqnoe nor-

mal~noe sostoØnie na R (sootv. na M ) i {(ψ_j), j ∈ N } posledovatel~nost~ iz R_∗, plotnaØ v R_∗ (sootv. iz M_∗ i plotnaØ v M_∗). Analogiqno dokazatel~stvu teoremy 2.3.1 iz [7] po indukcii ν stroØtsØ posledovatel~nost~ {(P_ν ), ν ∈ N } unitarnyh iz R (sootv. iz M ) i posledovatel~nost~ {(e^ν_{i,j} ), i, j = 1, n_ν} sistem matriqnyh edinic, takie, qto

(1) vewestvennyæ (sootv. kompleksnyæ) faktor K_ν , poroßdennyæ sistemoæ {(e^ν_{i,j}), i, j = 1, n_ν}, kommutiruet s kaßdym K_1, . . . , K_{ν−1};

(2) ‖ [e^ν_{i,j}, ψ_k] ‖≤ n^{−2}_ν 2^{−ν}, dlØ k ≤ ν i i, j = 1, n_ν; (3) P_ν ∈ (K_1 ∪ . . . ∪ K_{ν−1});

(4) θ_ν = Ad(P_νP_{ν−1} . . . P_1)θ : θ_ν (e^k_{i,j} ) = e^k_{i+1,j+1} (sootv.

θ_ν (e^k_{i,j}) = e^k_{j+1,i+1} v M ), k ≤ ν;

(5) ‖ (P_νP_{ν−1} . . . P_1) − (P_{ν−1}P_{ν−2} . . . P_1) ‖^#_φ < δ2^{−ν} ,

gde n_ν ∈ N : p_a(θ) = 0 (mod (n_ν )).

V silu (5) posledovatel~nost~ {(P_νP_{ν−1} . . . P_1), ν ∈ N } ∗- sil~no shoditsØ k nekotoromu unitarnomu P ∈ R (sootv. k unitarnomu P ∈ M ), takomu, qto ‖ P − 1 ‖^#_φ ≤ δ. Tak kak θ_ν −→ θ_∞ pri ν −→ ∞, to poloßim: θ_∞ = AdP · θ. Togda v silu (4) imeem:

(6) θ_∞(e^k_{i,j} ) = e^k_{i+1,j+1} (sootv. θ_∞(e^k_{i,j} ) = e^k_{j+1,i+1} v M ) dlØ vseh i, j, k. Ispol~zuØ uslovie (2) i lemmu 2.2.10 iz [10] (sootv. lemmu 2.3.6 iz [7]), poluqim: R = K ⊗K^0 (sootv. M = K ⊗ K^0 ), gde K – podfaktor tipa II_1 v R (sootv. v M ), poroßdennyæ vsemi K_ν . Oqevidno, qto v silu (6) sußenie θ_∞ na podfaktor K soprØßeno s S_p. Pofftomu, ispol~zuØ soprØßennost~ S_p ∼ S_p ⊗ S_p , poluqim:

θ_∞ = θ_∞ |_K ⊗θ_∞ |_K0 ∼ S_p ⊗ θ_∞ |_K0∼ S_p ⊗ S_p ⊗ θ_∞ |_K0 ∼ S_p ⊗ θ_∞.

�to dokazyvaet uslovie (c). Implikacii (c)⇒(b) ⇒(a) ØvlØ¸tsØ oqevidnymi. Lemma dokazana.

Ispol~zuØ lemmu 4.1, a takße sleduØ dokazatel~stvu lemmy 3.2.7 iz [7], poluqim sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 4.2. Pust~ R – vewestvennyæ (sootv. M – kompleksnyæ)

in¨ektivnyæ faktor, R_∗ (sootv. M_∗) – ego separabel~noe predsoprØßennoe i θ ∈ Int(R) (sootv. θ^2 ∈ Int(M )), s p_a(θ) = 0. Pust~ φ

158 A. A. RAHIMOV – toqnoe normal~noe sostoØnie na R (sootv. sostoØnie na M ), {(ψ_j), j ∈ N } – posledovatel~nost~ iz [0, φ]_{R�} (sootv. posledovatel~nost~ iz [0, φ]_{M�}). Togda suwestvu¸t posledovatel~nost~ {(K_n), n ∈ N } – podfaktorov R (sootv. podfaktorov M ) i posledovatel~nost~ {(P_n), n ∈ N } – unitarnyh fflementov iz R (sootv. unitarnyh iz M ), takie, qto:

(a) K_n kommutiruet s K_m, m < n;

(b) K_n poroßdaetsØ nekotorym semeæstvom {(F^n_j ), j = 1, . . . , m_ν} – razbieniæ edinic i nekotorym unitarnym U^{mν}_n = 1, takimi, qto: U_nF^n_j U^∗_n = F^n_{j+1}, j = 1, . . . , m_ν; (c) ‖ [ψ_i, U_n] ‖≤ δ_n, ‖ [ψ_i, F^n_j ] ‖≤ δ_n, ∀n ∈ N , i < n, j = 1, . . . , m_ν; (d) dlØ vseh n ∈ N , P_n kommutiruet s kaßdym K_1, . . . , K_{n−1}; (e) ‖ (P_n − 1)P_{n−1} . . . P_1 ‖^#_φ ≤ 8/m_ν ;

(f) poloßim: θ_n = Ad(P_n . . . P_1) · θ, togda θ_n |_{Kj} = AdU_j (sootv. θ^2_n |_{Kj} = AdU_j ), j ≤ n;

(g) dlØ j ≤ n ‖ ψ_j θ^{−1}_n − ψ_j Ad(U_nU_{n−1} . . . U_1)^{−1} ‖≤ ε_n (sootv. ‖ ψ_jθ^{−2}_n − ψ_j Ad(U_nU_{n−1} . . . U_1)^{−1} ‖≤ ε_n).

Rassmotrim OutR = AutR/IntR, i pust~ ε – kanoniqeskiæ gomomorfizm ε : AutR −→ OutR. Togda, ispol~zuØ lemmu 4.2, po analogii s dokazatel~stvom teoremy 2 iz [7], poluqim sledu¸- wiæ rezul~tat.

Teorema 4.3.

1) Pust~ R – vewestvennyæ in¨ektivnyæ faktor s separabel~nym predsoprØßennym, θ_1, θ_2 ∗-avtomorfizmy R, takie, qto θ_1, θ_2 ∈ IntR, p_a(θ_1) = p_a(θ_2) = 0. Togda suwestvuet ∗-avtomorfizm σ iz IntR, takoæ, qto ε(θ_2) = ε(σθ_1σ^{−1}).

2) Pust~ M – in¨ektivnyæ faktor s separabel~nym predsoprØßennym, θ_1, θ_2 ∗-antiavtomorfizmy M , takie, qto θ^2_1, θ^2 ∈ IntM , p_a(θ_1) = p_a(θ_2) = 0. Togda suwestvuet ∗-avtomorfizm σ iz IntM i unitarnyæ u ∈ M takie, qto Adu · θ_2 = σθ_1σ^{−1}.

Teper~ rassmotrim B(R) (sootv. B(M )) – mnoßestvo vseh klassov vnexneæ soprØßennosti aperiodiqeskih ∗-avtomorfizmov

IN˙EKTIVNYE VEWESTVENNYE W^�–FAKTORY 159 (sootv. ∗-antiavtomorfizmov) vewestvennogo faktora R (sootv. kompleksnogo faktora M ). V mnoßestvah B(R) i B(M ) vvedem algebraiqesku¸ operaci¸ class (α) + class (β) = class (α ⊗ β). Pust~ mod (·) – fundamental~nyæ gomomorfizm v Aut(R) (sootv. v Ant(M )) [5], to est~ poloßitel~noe qislo, takoe, qto τ · α = mod · τ , gde τ – toqnyæ normal~nyæ polukoneqnyæ sled na R (sootv. sled na M ). Togda, s pomow~¸ teoremy 4.3 i teoremy 2 iz [13] o klassifikacii periodiqeskih ∗-avtomorfizmov i ∗-antiavtomorfizmov, dokazyvaetsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema 4.4.

1) Pust~ R – vewestvennyæ in¨ektivnyæ faktor tipa II_∞. Togda otobraßenie mod : B(R) → [0, ∞) ØvlØetsØ izomorfizmom meßdu gruppami B(R) i [0, ∞).

2) Pust~ M – in¨ektivnyæ faktor tipa II_∞. Togda otobraßenie mod : B(M ) → [0, ∞) ØvlØetsØ izomorfizmom meßdu gruppami B(R) i [0, ∞).

Zdes~ [0, ∞) rassmatrivaetsØ, razumeetsØ, kak gruppa po umnoßeni¸.

Iz teoremy 4.4 poluqim sledu¸wie sledstviØ.

Sledstvie 4.5. Pust~ R – vewestvennyæ in¨ektivnyæ faktor

tipa II_∞. Togda dlØ kaßdogo λ ∈ (0, ∞), λ ≠ 1 suwestvuet edinstvennyæ (s toqnost~¸ do vnexneæ soprØßennosti) klass ∗- avtomorfizmov R s mod (·) = λ.

Sledstvie 4.6. Pust~ M – in¨ektivnyæ faktor tipa II∞. Togda

dlØ kaßdogo λ ∈ (0, ∞), λ ≠ 1 suwestvuet edinstvennyæ (s toqnost~¸ do vnexneæ soprØßennosti) klass ∗-antiavtomorfizmov M s mod (·) = λ.

Zametim, qto rezul~tat sledstviØ 4.6 nezavisimo poluqen T. Dßiordano [14].

Iz teoremy 3.3 iz [3] i sledstviæ 4.5 i 4.6 vytekaet

Sledstvie 4.7. S toqnost~¸ do izomorfizma suwestvu¸t dva

klassa vewestvennyh in¨ektivnyh faktorov tipa III_λ, λ ∈ (0, 1).

�tot rezul~tat dopolnØet rabotu [3].

160 A. A. RAHIMOV

5. Vewestvennyæ giperfinitnyæ faktor tipa III_λ, 0 < λ < 1 Opredelenie [11]. Vewestvennyæ faktor R nazyvaetsØ giper-

finitnym, esli suwestvuet vozrasta¸waØ posledovatel~nost~ {R_n} koneqnomernyh podalgebr R, takaØ, qto 1I ∈ R_n i ⋃ n≥1 R_n slabo

plotno v R.

Pust~ ‖x‖^#_ψ = ψ((x^∗x+xx^∗)/2)^{1/2} polunorma, poroßdennaØ normal~nym sostoØniem ψ. Legko videt~, qto dlØ l¸bogo unitarnogo u ∈ R imeem ‖u‖^#_ψ = 1, i posledovatel~nost~ {x_n} v R σ-sil~no shoditsØ k fflementu x togda i tol~ko togda, kogda lim_n ‖x_n − x‖^#_ψ = 0. Spravedliva sledu¸waØ teorema.

Teorema 5.1. Pust~ R vewestvennyæ faktor tipa IIIλ, 0 < λ < 1.

Sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny:

(1) R giperfinitnyæ;

(2) R sqetno poroßden i dlØ nabora x_1, x_2, . . . , x_n fflementov iz R i dlØ l¸bogo normal~nogo sostoØniØ ψ v R, ∀ε > 0, suwestvu¸t B – koneqnomernaØ podalgebra R i nabor y_1, y_2, . . . , y_n fflementov iz B takie, qto ‖y_k − x_k‖^#_ψ ≤ ε, k = 1, 2, . . . , n; (3) Suwestvuet vozrasta¸waØ posledovatel~nost~ {R_n} podalgebr R, izomorfnyh algebre 2^n×2^n-vewestvennyh matric, takaØ, qto 1I ∈ R_n i ⋃ n≥1 R_n slabo plotno

v R.

Dokazatel~stva implikaciæ (1) ⇒ (2), (3) ⇒ (1) ØvlØ¸tsØ oqevidnymi. Dokazatel~stvo implikacii (2) ⇒ (3) provoditsØ analogiqno dokazatel~stvu teoremy 3 iz [15]. Pokaßem, qto koneqnomernyæ podfaktor B, a sledovatel~no i podfaktory {R_n} ØvlØ¸tsØ vewestvennymi matriqnymi algebrami. Deæstvitel~- no, pust~ B ne izomorfen algebre 2^n × 2^n vewestvennyh matric, i pust~ R_4 – algebra 4×4 vewestvennyh matric v kommutante B^′. Tak kak R_4 izomorfna algebre Q ⊗ Q, to algebru B otoßdestvim s B ⊗ Q, gde Q – algebra 2 × 2 matric nad polem kvaternionov. Togda po sledstvi¸ 2.3 iz [11] podfaktor B izomorfen algebre 2^k × 2^k vewestvennyh matric dlØ nekotorogo k.

Zametim, qto esli vewestvennaØ W^∗-algebra R koneqna, to fftot rezul~tat dokazan v rabote [11].

IN˙EKTIVNYE VEWESTVENNYE W^�–FAKTORY 161 Ispol~zuØ teoremu 5.1, analogiqno sledstvi¸ 2.10 iz [11] dokaßem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 5.2. Pust~ M – W^∗-faktor tipa IIIλ, 0 < λ < 1.

Togda klass invol¸tivnyh ∗-antiavtomorfizmov, poroßda¸- wih giperfinitnye vewestvennye faktory, edinstvenen.

Dokazatel~stvo. Pust~ α – invol¸tivnyæ ∗-antiavtomorfizm

v M i pust~ R = {x ∈ M : α(x) = x^∗} vewestvennyæ faktor, poroßdennyæ α, kotoryæ po uslovi¸ teoremy ØvlØetsØ giperfinitnym. Po teoreme 5.1 suwestvuet vozrasta¸waØ posledovatel~nost~ {R_n} podalgebr R, izomorfnyh algebre 2^n × 2^nvewestvennyh matric, takaØ, qto 1I ∈ R_n i ⋃ n≥1 R_n slabo plotno v

R. Pust~ M_n = R_n + iR_n faktor tipa I_2n . Esli qerez t_n my oboznaqim transpozici¸ na M_n, kotoraØ ØvlØetsØ invol¸tivnym ∗-antiavtomorfizmom v M_n, togda R_n = {x ∈ M_n : t_n(x) = x^∗}, sledovatel~no, α(x) = t_n(x) dlØ vseh x ∈ M_n. Takim obrazom, vsØkiæ ∗-antiavtomorfizm α ØvlØetsØ induktivnym predelom takih otobraßeniæ. Poskol~ku l¸bye invol¸tivnye ∗- antiavtomorfizmy est~ predely takih otobraßeniæ, to oni soprØßeny v ⋃ n≥1 M_n. Tak kak kaßdyæ avtomorfizm ⋃ n≥1 M_n shoditsØ

k edinstvennomu avtomorfizmu v M , to oni budut soprØßennymi i v M . Teorema dokazana.

Po sledstvi¸ 4.7 suwestvu¸t dva klassa neizomorfnyh vewestvennyh in¨ektivnyh faktorov tipa III_λ, 0 < λ < 1, kompleksno poroßda¸wih izomorfnye faktory tipa III_λ. Odin iz nih poroßdaetsØ invol¸tivnym ∗-antiavtomorfizmom s mod α = 1, a drugoæ poroßdaetsØ invol¸tivnym ∗-antiavtomorfizmom s mod α = √ λ. Poskol~ku legko postroit~ vewestvennyæ giperfinitnyæ faktor R tipa III_λ, 0 < λ < 1, s mod α = 1 (naprimer, vewestvennyæ faktor Pauffrsa, t.e. beskoneqnoe tenzornoe proizvedenie 2 × 2 vewestvennyh matric), iz teoremy 5.2 vytekaet

Sledstvie 5.3. Vewestvennyæ in¨ektivnyæ W^∗-faktor R tipa

III_λ, 0 < λ < 1, ØvlØetsØ giperfinitnym togda i tol~ko togda, kogda mod α = 1.

Ots¸da vytekaet, qto vo vtorom klasse soderßatsØ in¨ektivnye, no negiperfinitnye vewestvennye faktory tipa III_λ, 0 < λ < 1, t.e. imeet mesto sledu¸wee

162 A. A. RAHIMOV

Sledstvie 5.4. DlØ vewestvennyh faktorov ponØtiØ in¨ektiv-

nosti i giperfinitnosti neffkvivalentny.

Napomnim [2], qto v kompleksnom sluqae ffti ponØtiØ sovpada- ¸t. Avtor vyraßaet blagodarnost~ X. A. A¸povu i V. I. Qilinu za poleznye obsußdeniØ.

Literatura

1. A. Connes, Une classification des facteurs de type III. — Ann. Sc. Ec. Norm. Sup.

6 (1973), 133–252.

2. A. Connes, Classification of injective factors. — Ann. Math. 104, No. 1 (1976), 73–115.

3. P. J. Stacey, Real structure in σ-finite factors of type III˘ where 0 < λ < 1. — Proc. London Math. Soc. 47 (3) (1983), 275–284.

4. X. M. Usmanov, KlassifikaciØ vewestvennyh W^�-faktorov tipa III˘, λ 2 (0, 1). — Funk. analiz i ego priloß. 19, vyp. 3 (1985), 94–95.

5. T. Giordano, Antiautomorphismes involutifs des facteurs de von Neumann injectifs. Thèse, Université de Neuchatel (1981), p. 106.

6. T. Giordano, Antiautomorphismes involutifs des facteurs de von Neumann injectifs. II. — J. Funct. Anal. 51, No. 3 (1983), 326-360.

7. A. Connes, Outer conjugacy classes of automorphisms of factors. — Ann. Scient.

Ec. Norm. Sup., 4e serie 8 (1975), 383–420.

8. X. A. A¸pov, KlassifikaciØ i predstavlenie uporØdoqennyh æordanovyh

algebr. Izd. “FAN”, Taxkent (1986).

9. M. Takesaki, Theory of operator algebras, I. Springer, Berlin (1979).

10. A. Rahimov, Periodiqeskie avtomorfizmy i antiavtomorfizmy in¨ek-

tivnyh faktorov tipa II1. DissertaciØ na soiskanie uqen. step. kand.

fiz.-mat. nauk, IM AN RUz, Taxkent (1992).

11. E. Stormer, Real structure in the hyperfinite factor. — Duke Math. J. 47, No. 1 (1980), 145–153.

12. A. Connes, Periodic automorphisms of the hyperfinite factor of type II1. — Acta Sci. Math. No. 39 (1977), 39–66.

13. A. A. Rahimov, X. M. Usmanov, Periodiqeskie �-avtomorfizmy i �-antiavtomorfizmy in¨ektivnyh faktorov. — Funk. analiz i ego priloß. 29, vyp. 1 (1995), 87–89.

14. T. Giordano, Classification of antiautomorphisms of injective factors of type III˘,

λ 6= 0. Current topics in operator algebras (Nara, 1990), 425–431, World Sci.

Publishing, River Edge, NJ (1991).

15. G. A. Elliott, E. J. Woods, The equivalence of various definition for a properly infinite von Neumann algebra to be approximately finite dimensional. — Proc. Amer. Math. Soc. 60 (1976), 175–179.

IN˙EKTIVNYE VEWESTVENNYE W^�–FAKTORY 163 Rakhimov A. A. On the structure of real injective W^∗-factors of type III_λ, 0 < λ < 1.

We consider ∗-automorphisms and ∗-antiautomorphisms of real and complex factors. We establish both the uniqueness of the class of ∗- automorphisms (with mod (·) = λ, λ ≠ 1) of a real injective II_∞ factor and the uniqueness of the class of ∗-antiautomorphisms (with mod (·) = √ λ, λ ≠ 1) of a complex injective II_∞ factor. It is well known that for complex factors the notions of hyperfiniteness and injectivity are equivalent. Here we prove that for real factors the two notions are no longer equivalent.

Postupilo 2 i¸nØ 1997g. Universitet Mirovoæ �konomiki i Diplomatii Uzbekistan

aratex@hal.freenet.uz root@im.tashkent.su