Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 255, 1998 g.

M. M. RoginskaØ

DVA MNOGOMERNYH ANALOGA TEOREMY F. I M. RISSOV

Vvedenie Napomnim klassiqesku¸ teoremu brat~ev Rissov.

Teorema 0.1. Pust~ μ – mera na TtakaØ, qto ^μ(k) = 0 pri k < 0.

Togda mera μ absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery Lebega.

V [1] moßno naæti neskol~ko mnogomernyh analogov fftogo rezul~tata, ispol~zu¸wih ponØtiØ R-mnoßestv i p-mnoßestv. Opredelenie 0.1. Rn-mnoßestvom budem nazyvat~ vsØkoe mno-

ßestvo F ⊂ Z^n, dlØ kotorogo vypolneno sledu¸wee uslovie: esli μ – mera na T^n i ^μ(m) = 0 pri vseh m ∉ F , to mera μ absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery Lebega na T^n.

Opredelenie 0.2. DlØ vsØkogo poloßitel~nogo p, F budet nazy-

vat~sØ p-mnoßestvom, esli otobraßenie f → ^f (k)(k ∈ Z^n) budet nepreryvno otnositel~no L^p-topologii na prostranstve lineænyh kombinaciæ monomov z^n, n ∈ F .

Mnoßestvo F budet nazyvat~sØ stabil~nym p-mnoßestvom, esli F ∪ k – p-mnoßestvo dlØ vsØkogo k ∈ Z^m.

Odnim iz naibolee Ørkih primerov rezul~tatov, ispol~zu¸- wih ponØtie p-mnoßestva, ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema. Teorema 0.2 (Aleksandrov, Xapiro). Esli vse seqeniØ mnoße-

stva F po pervoæ koordinate ØvlØ¸tsØ R_{n−1}-mnoßestvami, a proekciØ mnoßestva F na pervu¸ koordinatu ØvlØetsØ stabil~- nym p-mnoßestvom dlØ nekotorogo p ∈ (0, 1), to F ØvlØetsØ R_nmnoßestvom.

V nastoØweæ rabote poluqen novyæ rezul~tat v dannom napravlenii.

Rabota qastiqno podderßana grantom ProMatematica. 164

DVA MNOGOMERNYH ANALOGA 165

Opredelenie 0.3. Mnoßestvo F budem nazyvat~ ε-asimmetriq-

nym mnoßestvom, esli dlØ vsØkogo x ∈ F xar s centrom v (−x) i radiusom ε|x| ne peresekaetsØ s mnoßestvom F .

Osnovnoæ rezul~tat stat~i primenim kak k meram, zadannym na tore T^n, tak i k meram, zadannym v prostranstve R^n (sootvetstvenno, R_n budet podmnoßestvom mnoßestva Z^n ili R^n).

Teorema 0.3. Esli preobrazovanie Fur~e koneqnoæ mery μ (zadan-

noæ na R^n ili T^n) sosredotoqeno na ε-asimmetriqnom mnoßestve, to mera μ absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery Lebe- ga. V qastnom sluqae, kogda preobrazovanie Fur~e mery sosredotoqeno v zamknutom konuse K, dlØ kotorogo K ∩(−K) = ?, fftot rezul~tat byl poluqen v [3] (drugim metodom).

Uße v odnomernom sluqae teorema 0.3 pozvolØet poluqit~ sledu¸wie “ravnopravnye po napravleniØm” mnoßestva.

Primer 1. E =^⋃_{i∈}Z(−1)^ia^i[1, a(1 − ε)], a > 1/(1 − ε). (Po fftomu principu moßno stroit~ R-mnoßestva i v bolee vysokih razmernostØh.)

Neskol~ko primerov R-mnoßestv, dostavlØemyh teoremoæ 0.3 v dvumernom sluqae pokazany na risunkah 1-4.

V otliqii ot teoremy 0.2, kotoraØ nosit induktivnyæ harakter, t.e. pozvolØet postroit~ R-mnoßestvo na osnove Rmnoßestv v prostranstvah men~xeæ razmernosti, teorema 0.3 dostavlØet R-mnoßestva “korennye” dlØ dannoæ razmernosti, v tom qisle i ne udovletvorØ¸wie uslovi¸ teoremy 0.2 (sm.ris.1). V to ße vremØ suwestvu¸t R-mnoßestva, udovletvorØ¸wie uslovi¸ teoremy 0.2 i ne ØvlØ¸wiesØ ε-asimmetriq-nymi mnoßestvami (naprimer, mnoßestvo E = {(x, y) ∈ Z^2 : x >

0, y < x^2}).

Sovmeweniem teorem 0.2 i 0.3 novye primery R-mnoßestv mogut byt~ poluqeny v kaqestve nesloßnogo upraßneniØ.

Dokazatel~stvo teoremy 0.3 osnovanno na nißneæ asimptotiqeskoæ ocenke mul~tiplikatornyh preobrazovaniæ singulØrnyh mer na R^n, kotoru¸ my seæqas privedem.

Opredelenie 0.4. Pust~ f1, . . . , fk ∈ H^{1,∞}(R^n) (pod prostran-

stvom H^{1,∞} my budem ponimat~ prostranstvo raspredeleniæ f,

166 M. M. ROGINSKA˚

Ris. 1–4.

dlØ kotoryh sup_{λ>0} λ|{N (f) > λ}| < ∞, gde N (f) – nekasatel~naØ maksimal~naØ funkciØ). Vvedem sledu¸wee oboznaqenie: ρ(f_1, . . . , f_k) = lim_{λ→∞}λ · mes{|(N (f_1), . . . , N (f_k))|_k > λ}. Teorema 0.4. Pust~ nabor mul~tiplikatorov {Ti}^k_{i=1} s beskoneq-

no gladkimi vne nulØ simvolami (pod simvolami ponima¸tsØ funkcii {m_i}^k_{i=1} iz sootnoxeniæ T_if = (m_i ^f )^∨, zada¸wih mul~tiplikatory) takov, qto

i) |D^αm_i(ξ)| < S_α|ξ|^{−|α|} pri vseh 1 ≤ i ≤ k i α ∈ Z^n_+;^1

1Dostatoqno, qtoby ffto uslovie vypolnØlos~ pri jffj ˇ (n + 1).

DVA MNOGOMERNYH ANALOGA 167 ii) inf ξ∈Rn,ξ≠0^{(∑}_i^{|mi(ξ)|2 + ∑}_i^{|mi(−ξ)|2) > 0.} Togda suwestvuet konstanta c > 0, takaØ qto dlØ vsØkoæ koneqnoæ mery μ vypolnØetsØ ocenka ρ(T_1μ, . . . , T_kμ) ≥ c‖μ_s‖, (1) gde μ_s oznaqaet singulØrnu¸ sostavlØ¸wu¸ mery μ.

Avtor prinosit iskrenn¸¸ blagodarnost~ svoemu nauqnomu rukovoditel¸ S. V. KislØkovu za postanovku zadaqi, cennye sovety v hode ee rexeniØ i pomow~ pri podgotovke rukopisi.

1. Dokazatel~stvo teoremy 0.4 Teorema 0.4 – usilenie pervoæ qasti osnovnogo rezul~tata stat~i [2], i ee dokazatel~stvo prohodit po toæ ße sheme.

Xag 1. Dokaßem sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 1.1. Pust~ nabor mul~tiplikatorov udovletvorØ-

et uslovi¸ i) teoremy 0.4 i uslovi¸

ii^′) inf ξ∈Rn,ξ≠0^{{∑}_i^{|mi(ξ)|2} > 0.} Togda suwestvuet konstanta c > 0, takaØ, qto dlØ vsØkoæ singulØrnoæ mery μ vypolnØetsØ ocenka ρ(T_1μ, . . . , T_kμ) ≥ c‖μ‖. (2) Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ sledu¸wim predloßeniem. Predloßenie 1.2. Esli mul~tiplikator T udovletvorØet uslo-

vi¸ i) teoremy 0.4, to on ograniqen na H^{1,∞} i ρ(T f) ≤ Cρ(f) pri f ∈ H^{1,∞}. Dokazatel~stvo poslednego rezul~tata privedeno v [2]^2.

2Tam ffto dokazano tol~ko dlØ mul~tiplikatorov s odnorodnym simvolom, no odnorodnost~ nigde ne ispol~zuetsØ.

168 M. M. ROGINSKA˚

Dalee sleduet rassmotret~ nabor mul~tiplikatorov {T^′}, q~i simvoly zada¸tsØ ravenstvom

m^′_i(ξ) = m_i(ξ) ∑ j |m_j (ξ)|^2 . Vsledstvie usloviØ ii^′), vvedennye operatory udovletvorØ¸t uslovi¸ i) teoremy 0.4. Pofftomu, vospol~zovavxis~ predloßeniem 1.2, poluqaem, qto dlØ vsØkoæ singulØrnoæ mery μ verna ocenka ‖μ‖M ≤ c0ρ(T^′1T1μ + . . . + T^′kT^μk ) ≤ c^′0(ρ(T^′1T1μ) + . . . + ρ(T^′kTkμ) ≤ c^′_0(τ_1ρ(T_1μ) + . . . + τ_kρ(T_kμ)) ≤ c_2ρ(T_1μ, . . . , T_kμ),

qto dokazyvaet predloßenie 1.1. �

Xag 2. Mul~tiplikator nazyvaetsØ vewestvennym, esli on perevodit vewestvennye raspredeleniØ v vewestvennye. DlØ vewestvennogo mul~tiplikatora vewestvennaØ sostavlØ¸waØ ego simvola budet qetnoæ, a mnimaØ – neqetnoæ funkcieæ. Verno i obratnoe: esli vewestvennaØ sostavlØ¸waØ simvola mul~tiplikatora qetna, a mnimaØ – neqetna, to mul~tiplikator ØvlØetsØ vewestvennym.

Sledovatel~no, dlØ vewestvennyh mul~tiplikatorov ∑ i |m_i(ξ)|^2 = ∑ i |m_i(−ξ)|^2, i usloviØ ii) i ii^′) ffkvivalentny. Poffto-

mu dlØ vewestvennyh mul~tiplikatorov teorema 0.4 dokazana.

Iz ffkvivalentnosti vseh norm koneqnomernogo prostranstva nemedlenno vytekaet sledu¸wee.

Lemma 1.3. DlØ semeæstva naborov raspredeleniæ {fi}^k_{i=1} iz pro-

stranstva H^{1,∞} (k fiksirovanno) ρ(f_1, . . . , f_k) ≍ ρ(Ref_1, . . . , Ref_k, Imf_1, . . . , Imf_k). Rassmotrim teper~ deæstvie nabora mul~tiplikatorov, udovletvorØ¸wego usloviØm i) i ii), na singulØrnu¸ vewestvennu¸ meru.

Poskol~ku uslovØm i) i ii) udovletvorØet takße nabor mul~- tiplikatorov {ReT_i} ∪ {ImT_i}, imeem: ρ(T_1μ, . . . , T_kμ) ≍ ρ(Re(T_1μ), . . . , Re(T_kμ), Im(T_1μ), . . . , Im(T_kμ)) ≍

DVA MNOGOMERNYH ANALOGA 169 ρ(Re(T_1)μ, . . . , Re(T_k)μ, Im(T_1)μ, . . . , Imμ) ≥ c‖μ‖M, to est~ ocenka (2) verna dlØ l¸bogo nabora mul~tiplikatorov udovletvorØ¸wego usloviØm i) i ii) i singulØrnyh vewestvennyh mer.

Xag 3. Dokaßem qto, esli nabor mul~tiplikatorov udovletvorØet uslovi¸ i), to iz vypolneniØ ocenki (2) dlØ vewestvennyh mer sleduet ee vypolnenie dlØ vseh mer (s drugoæ konstantoæ).

Lemma 1.4. Pust~ mul~tiplikator T s simvolom m udovletvo-

rØet uslovi¸ i). DlØ koneqnoæ mery μ i toqki x ∈ R^n takih, qto

‖μ‖M = 1, |μ|(Bd(x)) = 0, vypolnØetsØ ocenka N (T μ)(x) ≤ C(d),

gde C(d) ne zavisit ot mery μ i toqki x.

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ N (T μ)(x) = sup{|T μ ∗ P_t(y)| : |y − x| < t}, gde P_t(y) =^{cnt}_{(t2+|y|2) n+12} – Ødro Puassona. Rassmotrim T μ ∗ P_t

pri fiksirovannom t. Pereædem k preobrazovani¸ Fur~e v smysle raspredeleniæ (hotØ zdes~ i dalee ime¸tsØ v vidu raspredeleniØ iz prostranstva D^′, na kotoryh deæstvie mul~tiplikatora opredelØetsØ kak prodolßenie operatora, zadannogo na

S^′ ∩ H^{1,∞}, vse uqastvu¸wie raspredeleniØ ØvlØ¸tsØ medlenno

rastuwimi i, sledovatel~no, moßno rassmatrivat~ ih preobrazovanie Fur~e v smysle medlenno rastuwih raspredeleniæ):

(T μ ∗ P_t)^∧ = (m^μ) ^P_t = (m ^P_t)^μ. Oboznaqim qerez T_t mul~tiplika-

tor s simvolom m ^P_t. Poskol~ku simvol operatora T_t summiruem, fftot operator ØvlØetsØ operatorom svertki s nekotoroæ ograniqennoæ funkcieæ K_t. Iz summiruemosti simvola m ^P_t poluqaetsØ nepreryvnost~ funkcii K_t i ocenka |K_t(x)| ≤ C/t^n.

Pust~, dalee, φ – poloßitel~naØ, beskoneqno gladkaØ funkciØ

na R^n s nositelem v mnoßestve {1/2 < |x| < 2} takaØ, qto dlØ

nabora funkciæ φ_j (x) = φ(2^{−j}x), j ∈ Z, vypolnØetsØ ravenstvo ∞∑ −∞ φ_j (2x) = 1 pri vseh x ∈ R^n. Zafiksirovav nekotoroe celoe

qislo l, rassmotrim sledu¸wiæ nabor funkciæ: g_{t,i} = m ^P_tφ_{l+i} pri i > 0 i h_t = m ^P_t − ∑ i g_{t,i}.

170 M. M. ROGINSKA˚

Ocenim veliqinu |D^αg_{t,i}(ξ)| (pri ξ ≠ 0), ishodØ iz ravenstva D^α(m ^P_tφ_{l+i}) = ∑ α1+α2+α3=α,α1,α2,α3∈Zn+ (D^{α1} m)(D^{α2} ^P_t)(D^{α3} φ_{l+i}).

Iz usloviØ i) sleduet ocenka |D^{α1} m(ξ)| ≤ c_{α1}^1_{|ξ|jα1j} . Iz ravenstva ^P_t(ξ) = e−t|ξ|, togo, qto Dβ (|.|)(ξ) ≤ c_β|ξ|(1−|β|) pri β ∈ Zn_+, i ocenki t^ke^{−t|ξ|} ≤ c_k|ξ|^{−k} vytekaet ocenka |D^{α2} ^P_t(ξ)| ≤ c_{α2} |ξ|^{−|α2|}. Poskol~-

ku |D^{α3} φ_{l+i}| ≤ 2^{−(l+i)|α3|}‖D^{α3} φ(ξ)‖_∞ i funkciØ φ_{l+i} sosredotoqena na mnoßestve Φ_{l+i} = {^1_2 2^{l+i} < |ξ| < 2·2^{l+i}}, poluqaem, qto funkciØ

D^αg_{t,i} sosredotoqena na mnoßestve Φ_{l+i} i |D^αg_{t,i}| ≤ c2^{−(l+i)|α|}, gde

konstanta c ne zavisit ot l, i, t. Krome togo, poskol~ku v dal~- neæxem budut ispol~zovat~sØ tol~ko te mul~tiindeksy α, dlØ kotoryh |α| ≤ n + 2, moßno sqitat~, qto c ne zavisit ot α.

Pust~ dalee f_{t,i} = g^∨_{t,i} pri i > 0, togda f_{t,i} beskoneqno gladkaØ bystro ubyva¸waØ funkciØ, dlØ kotoroæ, pri |α| = (n + 1), vyxeprivedennye ocenki dlØ D^αg_{t,i} da¸t ocenku |x|^{n+1}|f_{t,i}(x)| ≤

c2^{−(l+i)}. Sloßiv ffti ocenki, poluqim, qto nepreryvnaØ vne nu-

lØ funkciØ ∑ i f_{t,i}(x) ne prevoshodit c2^{−l}/|x|^{n+1}. Ostalos~ zame-

tit~, qto, tak kak funkciØ h_t sosredotoqena na xare radiusa

2 · 2^l, |h^∨_t (x)| ≤ c2^{nl}, i, sledovatel~no, |K_t(x)| ≤ c(2^{−l}/|x|^{n+1} + 2^{nl}).

Teper~, vybiraØ l tak, qtoby 2^l <^1_{|x|} ≤ 2^{l+1}, poluqaem ocenku |K_t(x)| ≤ c^1_{|x|n} . VernemsØ k rassmotreni¸ funkcii T μ∗P_t. Kak raspredelenie, ffta funkciØ ravna K_t ∗ μ. Poskol~ku K_t ograniqennaØ nepreryvnaØ funkciØ, a μ koneqnaØ mera, ih svertka ØvlØetsØ nepreryvnoæ funkcieæ. Sledovatel~no, T μ ∗ P_t(y) = K_t ∗ μ(y). Pri t > d/2 vypolnØetsØ ocenka |T μ ∗ P_t(y)| = |K_t ∗ μ(y)| ≤ c2^n d^n ‖μ‖M = C(d). Pri t ≤ d/2 nas interesu¸t tol~ko te toqki y, dlØ kotoryh

|x − y| < d/2, a dlØ nih rasstoØnie ot y do nositelØ mery μ ne

men~xe d/2 i, sledovatel~no, vypolnØetsØ ocenka |T μ ∗ P_t(y)| = |K_t ∗ μ(y)| ≤ c 2^n d^n ‖μ‖_M = C(d). (3) IshodØ iz poslednih dvuh ocenok, poluqaem: N (T μ)(x) ≤ C(d). �

DVA MNOGOMERNYH ANALOGA 171

Lemma 1.5. Pust~ koneqnye mery μ^∗ i μ^{∗∗} ime¸t nepereseka¸-

wiesØ kompaktnye nositeli, a mul~tiplikator T udovletvorØet uslovi¸ i). Togda ρ(T (μ^∗ + μ^{∗∗})) ≥ ρ(T μ).

Dokazatel~stvo. Soglasno lemme 1.4, esli N (T μ^∗)(x) > λ, to toqka x dolßna leßat~ dostatoqno blizko k nositel¸ mery μ. Budem rassmatrivat~ nastol~ko bol~xie znaqeniØ λ, qto rasstoØnie ot toqek, dlØ kotoryh N (T μ^∗) > λ, do nositelØ mery

μ^∗ men~xe, qem rasstoØnie do nositelØ mery μ^{∗∗}. Primeniv dlØ

fftih toqek i mery μ^{∗∗} lemmu 1.4, poluqaem dlØ nih neravenstvo

N (T (μ^∗ + μ^{∗∗})) ≥ N (T μ^∗) − C(dist(suppμ^∗, suppμ^{∗∗})/2).

Takim obrazom, pri dostatoqno bol~xih λ {N (T μ^∗) > λ} ⊂ {N (T (μ^∗ + μ^{∗∗})) > λ − C}, qto dokazyvaet lemmu, poskol~ku C ne zavisit ot λ. �

Lemma 1.6. Pust~ φ(x) – kusoqno-postoØnnaØ funkciØ, predsta-

vimaØ kak lineænaØ kombinaciØ M harakteristiqeskih funkciæ s nepereseka¸wimisØ nositelØmi, i pust~ ‖φ‖_∞ = 1. Pust~ μ – mera, ‖μ‖M = 1. Togda ρ(T (φμ)) ≤ C(M )ρ(T μ).

Dokazatel~stvo. Snaqala rassmotrim sluqaæ, kogda nositeli harakteristiqeskih funkciæ kompaktny. Predstavim R^n kak ob¨edinenie M kompaktnyh mnoßestv, ØvlØ¸wihsØ nositelØmi vyxeukazannyh harakteristiqeskih funkciæ i ih otkrytogo dopolneniØ.

DlØ sußeniØ mery μ na ob¨edinenie fftih kompaktnyh mnoßestv ocenka sleduet iz lemmy 1.5 i togo, qto ρ(f + g) ≤

2(ρ(f) + ρ(g)).

Ostal~nu¸ qast~ mery moßno predstavit~ kak summu dvuh mer: odna iz nih sosredotoqena na kompakte, ne pereseka¸wemsØ s nositelem φ, drugaØ imeet proizvol~no malu¸ normu. Teper~, poskol~ku vse rassmatrivaemye mery i mnoßestva borelevskie, uslovie kompaktnosti moßno ubrat~. �

Iz lemmy 1.6 moßno ubrat~ uslovie ‖μ‖M = 1 v silu odnorodnosti otnositel~no μ obeih qasteæ neravenstva.

Ostalos~ rassmotret~ funkci¸ φ = (|μ|/μ)(x) (ffta funkciØ zadana na kompakte, ØvlØ¸wemsØ nositelem mery μ, vne fftogo

172 M. M. ROGINSKA˚ kompakta ee moßno prodolßit~ nulem). DlØ kaßdogo fiksirovannogo M ee moßno predstavit~ kak summu funkcii φ_1, prinima¸weæ znaqeniØ e^{i2πk/M} , i funkcii φ_2, ne prevoshodØweæ po modul¸ A/M . (Pri fftom A ne zavisit ot M i mery μ).

Imeem (dlØ kratkosti budem oboznaqat~ nabor mul~tiplikatorov qerez T ): ρ(T |μ|) ≤ 2(ρ(T φ_1μ) + ρ(T φ_2μ)) ≤ C(M )ρ(T μ) + C_T ‖φ_2‖_∞‖μ‖. Poskol~ku |μ| – vewestvennaØ mera, levaØ qast~ ocenivaetsØ snizu qerez c‖μ‖. Itak, c‖μ‖ ≤ ρ(T |μ|) ≤ C(M )ρ(T μ) + C^′ M ‖μ‖. Vybrav M tak, qtoby C^′/M ≤ (1/2)c, poluqaem (c/2)‖μ‖ ≤ C(M )ρ(T μ). Xag 4. DlØ okonqatel~nogo dokazatel~stva teoremy 0.4 ostalos~ izbavit~sØ ot usloviØ singulØrnosti mery μ.

Proizvol~nu¸ meru μ predstavim kak summu ee singulØrnoæ i absol¸tno nepreryvnoæ otnositel~no mery Lebega qasteæ μ_s i μ_a. Togda ρ(T_1μ_a, . . . , T_kμ_a) = ρ(μ_a) = 0. Takim obrazom, po lemme 1.4 iz [2], ρ(T_1μ, . . . , T_kμ) = ρ(T_1μ_s, . . . , T_kμ_s) ≥ c‖μ_s‖_M 2. Teorema 0.3 dlØ R^n

Pust~ F ε-asimmetriqnoe mnoßestvo v R^n (predpolagaetsØ, qto ε < 1/2). Rassmotrim poloßitel~nu¸ probnu¸ funkci¸ φ, sosredotoqennu¸ na xare B_{ε/8}(0), taku¸, qto ∫ φ = 1. Postroim

mnoßestvo F_ε sledu¸wim obrazom: F_ε = ⋃ x∈F B_{|x|ε/4}(x). Postroen-

noe mnoßestvo F_ε asimmetriqno, t.e. F ∩ (−F ) = ∅. Rassmotrim funkci¸ m(x) = ∫Rn^χR^{n\Fε (y)|x|−nφ( x−y|x| )dy. �ta funkciØ ravna 1} vne mnoßestva (F_ε)_ε, kotoroe ØvlØetsØ asimmetriqnym, qto daet vypolnenie usloviØ ii) dlØ mul~tiplikatora T , simvolom kotorogo ØvlØetsØ m. Vypolnenie usloviØ i) proverØetsØ prØmym differencirovaniem. Krome togo, funkciØ m ravnØetsØ nul¸ na mnoßestve F .

DVA MNOGOMERNYH ANALOGA 173 Pust~ teper~ μ – koneqnaØ mera, preobrazovanie Fur~e kotoroæ sosredotoqeno na mnoßestve F . Rassmotrim raspredelenie T μ. S odnoæ storony, ego preobrazovanie Fur~e ravnØetsØ nul¸, sledovatel~no, ffto raspredelenie – toßdestvennyæ nol~. S drugoæ storony, primeniv teoremu 0.4, poluqim ocenku

ρ(T μ) ≥ c‖μ_s‖_M . Itak, ‖μ_s‖M = 0, i teorema 0.3 dlØ prostran-

stva R^n dokazana.

3. Teorema 0.3 dlØ T^n

Pust~ μ – koneqnaØ mera na tore T^n, preobrazovanie Fur~e kotoroæ sosredotoqeno na ε-asimmetriqnom podmnoßestve rexetki

Z^n. Otoßdestvim tor T^n s kubom I^n = (t1 − π, t1 + π] × . . . × (tn −

π, t_n + π] (“toqki razreza” t_i ∈ (−π, π] budut zafiksirovany poz-

ße). Mere μ sootvetstvuet mera μ^∗ na I^n.

Na estestvennom vloßenii Z^n v R^n preobrazovaniØ Fur~e mer μ i μ^∗ sovpada¸t. Rassmotrim F – podmnoßestvo rexetki Z^n, na kotorom preobrazovanie Fur~e mery μ^∗ otliqno ot nulØ. Po uslovi¸, ffto ε-asimmetriqnoe mnoßestvo v R^n. Postroim mul~- tiplikator T (dlØ R^n), udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ teoremy 0.4 i takoæ, qto ego simvol m raven nul¸ na mnoßestve F (postroenie bylo privedeno v paragrafe 2.

Rassmotrim raspredelenie T μ^∗. Funkcii K_t ∗μ^∗ = T μ^∗ ∗P_t shodØtsØ k T μ^∗ v smysle raspredeleniæ pri t → 0. Soglasno ocenke (3), dlØ vsØkoæ toqki y, rasstoØnie ot kotoroæ do nositelØ mery

μ^∗ ne men~xe d, vypolnena ocenka |T μ^∗ ∗ P_t(y)| < C(d).

Otmetim teper~, qto 0 ne moßet prinadleßat~ ni odnomu εasimmetriqnomu mnoßestvu, i, sledovatel~no,

∫Rn dμ^∗ = 0. Kro-

me togo, nositel~ mery μ^∗ leßit v xare s centrom v nule i radiusa c_n = (2π)^n √ n (toqnee, nositel~ mery leßit v kube (−2π, 2π]^n, a kub leßit v xare). Pri fftih usloviØh utoqnim ocenku znaqeniØ T μ^∗(x) dlØ dostatoqno bol~xih znaqeniæ |x|.

Provedem ocenku veliqiny |grad(K_t)(x)|.

DlØ fftogo predstavim funkci¸ K_t, kak ffto bylo sdelano v dokazatel~stve lemmy 1.4, v vide summy h^∨_t + ∑ i>0 g^∨_{t,i}, gde g_{t,i} = m ^P_tφ_{l+i}, h_t = m ^P_t − ∑ i>0 g_{t,i}. Tak kak |D^α(ξ_k · g_{t,i})(ξ)| ≤

174 M. M. ROGINSKA˚ ≤ c( ∑ |β|=|α|−1 |D^β (g_{t,i})(ξ)| + |ξ_k||D^α(g_{t,i})(ξ)|) ≤ c^′_α|2|^{(l+i)(1−|α|)}, priqem g_{t,i} sosredotoqena na mnoßestve Φ_{l+i} = {^1_2 2^{l+i} < |ξ| <

2 · 2^{l+i}}, dlØ |α| = (n + 2), sloßiv ocenki po vsem bazisnym

napravleniØm ξ_k, poluqim ocenku |x|^{n+2}|gradg^∨_{t,i}(x)| ≤ C_n2^{−(l+i)}. FunkciØ h_t sosredotoqena na xare radiusa 2 · 2^l, sledovatel~- no, |x · h_t| ≤ c2^l i |grad(h^∨_t )(x)| ≤ c2^{l(n+1)}. Vybrav dlØ dannogo

x ∈ R^n celoe l tak, qtoby 2^{−l} < |x| ≤ 2 · 2^{−l}, poluqim ocenku

|grad(K_t)(x)| ≤ C|x|^{−(n+1)}, gde konstanta C ne zavisit ot t i x.

Takim obrazom pri |y| < c_n i |x| > 2c_n verna sledu¸waØ ocenka: |K_t(x − y) − K_t(x)| ≤ C(|x|)^{−(n+1)}. Iz nee, uqityvaØ to, qto ∫ dμ^∗ = 0, poluqaem pri |x| > 2c_n ocenku |T μ^∗ ∗ P_t(x)| = | ∫ K_t(x − y)dμ^∗(y)| ≤ ∫ |K_t(x − y) − K_t(x)|dμ^∗(y) ≤ c|x|^{−(n+1)}, gde konstanta c ne zavisit t i x.

Rassmotrim δ-okrestnost~ granicy kuba I^n – mnoßestvo e. Vvedem v rassmotrenie sledu¸wie harakteristiki ρ_e(f) = lim_{λ→∞}λmes({N (f) > λ} ∩ e)

ρ_e0 (f) = lim_{λ→∞}λmes({N (f) > λ} ∩ (R^n\e))

Ocenim obe harakteristiki po-otdel~nosti.

Rassmotret~ raspredelenie ψ_t na tore, zadannoe po pravilu

(ψ_t, f) = (T μ^∗ ∗ P_t, f^∗), gde f probnaØ funkciØ na tore, a f^∗ –

periodiqeskoe prodolßenie ee kopii s kuba I^n. DlØ teh x, dlØ kotoryh |x| > 2c_n, verna ocenka |T μ^∗ ∗ P_t(x)| = |K_t ∗ μ^∗(x)| ≤ |grad(K_t)(x)|c_n|‖μ^∗‖M ≤ c_n‖μ^∗‖M |x|^{−(n+1)}, sledovatel~no, raspredelenie zadanno korrektno, a tak kak preobrazovanie Fur~e funkcii T μ^∗∗P_t ravno nul¸ na Z^n, to ψ_t ≡ 0 i potoqeqno verno ravenstvo T μ^∗ ∗ P_t(x) = − ∑ k∈2πZn\0 T μ^∗ ∗ P_t(τ_k(x)),

gde τ_k oznaqaet sdvig na vektor k. Znaqit, dlØ x ∈ I^n, leßawih na rasstoØnii d ot granicy kuba I^n, verna ocenka |T μ^∗ ∗ P_t(x)| ≤

C_1(d), gde konstanta C_1(d) ne zavisit ot t i x. UqityvaØ ocenku |T μ^∗ ∗ P_t| ≤ c^1_{tn} ‖μ^∗‖M, poluqaem, qto na mnoßestve R^n\e funkciØ N (T μ^∗) ograniqena, qto dokazyvaet, qto ρ_e0 (T μ^∗) = 0.

DVA MNOGOMERNYH ANALOGA 175 Pust~ mera μ^∗_δ – sußenie mery μ^∗ na 2δ-okrestnost~ granicy kuba. Togda po lemme 1.4 verna ocenka

ρ_e(T μ^∗) ≤ 2(ρ_e(T (μ^∗ − μ^∗_δ ) + ρ_e(T μ^∗_δ )) = ρ_e(T μ^∗_δ ) ≤ ρ(T μ^∗_δ ) ≤ C‖μ^∗_δ ‖M.

PrimenØØ teoremu 0.4, poluqaem ocenku ‖μ_s‖M = ‖μ^∗_s‖M ≤ Cρ(T μ^∗) ≤ (ρ_e(T μ^∗) + ρ_e0 (T μ^∗) ≤ ‖μ^∗_δ‖M . Ostalos~ zametit~, qto dlØ l¸bogo zadannogo η > 0 moßno takim obrazom vybrat~ znaqeniØ t_1, . . . , t_n, opredelØ¸wie “linii razreza” tora pri ishodnom vloßenii, qto ‖μ^∗_δ ‖M budet men~- xe η pri dostatoqno malyh δ. Deæstvitel~no, vvedem funkci¸

τ_δ(t_1, . . . , t_n) = ‖μ^∗_δ ‖ (mera μ^∗_δ zavisit ot nabora (t_1, . . . , t_n). Inte-

gral ot fftoæ funkcii po toru T^n ne prevoshodit 2n(2π)^{n−1}δ‖μ‖. Sledovatel~no, τ_δ(t_1, . . . , t_n) ne moßet byt~ bol~xe η pri vseh

(t_1, . . . , t_n) i δ.

Itak, pri predpoloßeniØh, sdelannyh v naqale paragrafa o mere μ, imeem: ‖μ_s‖M = 0.

4. Zameqanie ob analoge teoremy Rudina–Karlesona

Vospol~zovavxis~ teoremoæ 0.4 vmesto osnovnogo rezul~tata stat~i [2], teoremu 4.1 stat~i [2] moßno dopolnit~ sledu¸wim obrazom.

Teorema 4.1. Esli nabor mul~tiplikatorov {Tj }^k_{j=1} udovletvo-

rØet uslovi¸ teoremy 0.4, to C(E) = { k∑ j=1 T_j f_j|_E : f_j ∈ C_0(R^n, T_j)}

Primeniv dannu¸ teoremu k mul~tiplikatoru, postroennomu v paragrafe 2, poluqim sledu¸wiæ rezul~tat.

Predloßenie 4.2. VsØkaØ zadannaØ na mnoßestve nulevoæ me-

ry nepreryvnaØ funkciØ moßet byt~ rasxirena do nepreryvnoæ funkcii, q~e preobrazovanie Fur~e obrawaetsØ v nol~ na zadannom ε-asimmetriqnom mnoßestve.

176 M. M. ROGINSKA˚

Literatura

1. V. Havin, B. Jörice, The Uncertainty Principle in Harmonic Analysis.

Springer-Verlag, 1994.

2. M. M. RoginskaØ, AsimptotiqeskaØ ocenka snizu dlØ mnogomernyh ope-

ratorov Kal~derona–Zigmunda na singulØrnyh merah. — Algebra i ana-

liz t.9, vyp. 2 (1997).

3. R. G. M. Brummelhuis, A microlocal F. and M. Riesz theorem with applications.

Revista Mathemática Iberoamericana, 5, No. 1, 1989.

Roginskaya M. M. Two multidimensional analogues of the F. and M. Riesz theorem.

A new collection of Riesz sets for R^n and Z^n is exhibitize. The results are new even in 1-dimensional case. An asymptotic estimate of Fourier multipliers on finite measures in H^{1,∞} space used for the proof is interesting in itself.

Postupilo 28 ØnvarØ 1998 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail:rog@post.tepkom.ru