Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 255, 1998 g.

O. L. Semenova

ODNO SVO`STVO QISTO GIPERBOLIQESKIH FUKSOVYH GRUPP VTOROGO RODA 1. Vvedenie.

V nastoØweæ rabote izuqaetsØ funkciØ logarifm rasstoØniØ do predel~nogo mnoßestva fuksovoæ gruppy i ustanavlivaetsØ ograniqennost~ oscillØcii fftoæ funkcii. Dannoe svoæstvo ustanavlivaetsØ dlØ proizvol~noæ koneqno poroßdennoæ fuksovoæ gruppy G, udovletvorØ¸weæ sledu¸wim usloviØm: G – nefflementarnaØ, qisto giperboliqeskaØ gruppa vtorogo roda (qistaØ giperboliqnost~ gruppy G oznaqaet, qto pomimo ediniqnogo vse fflementy gruppy G predstavlØ¸t soboæ giperboliqeskie preobazovaniØ Mebiusa); G-invariantnym krugom ØvlØetsØ ediniqnyæ krug Δ.

Predel~noe mnoßestvo Λ i proizvol~nyæ vypuklyæ fundamental~nyæ mnogougol~nik P takoæ gruppy oblada¸t sledu¸wimi izvestnymi (sm. [1], gl. 5, 10) svoæstvami:

Predloßenie 1.

(1) Λ est~ naimen~xee nepustoe G-invariantnoe zamknutoe podmnoßestvo v ^C.

(2) Λ leßit na ediniqnoæ okrußnosti T i ØvlØetsØ soverxennym mnoßestvom.

(3) Proizvol~nyæ vypuklyæ fundamental~nyæ mnogougol~nik P imeet koneqnoe qislo storon i ne imeet verxin v Δ, to est~ vse verxiny P leßat na T.

(4) DlØ l¸bogo poloßitel~nogo ε naædetsØ lix~ koneqnyæ nabor fflementov g gruppy G, takih qto evklidov diametr mnoßestva g(P ) prevyxaet ε.

V stat~e [2] privoditsØ (bez polnogo dokazatel~stva) sledu- ¸wiæ rezul~tat:

Teorema 2. V vyxepereqislennyh predpoloßeniØh na gruppu G

funkciØ φ(x) = log(dist(x, Λ)) ØvlØetsØ funkcieæ ograniqennoæ os- 177

178 O. L. SEMENOVA

cillØcii na ediniqnoæ okrußnosti T, to est~

φ ∈ BMO(T).

Zdes~ i dalee dist(x, Λ) oboznaqaet rasstoØnie na ediniqnoæ okrußnosti meßdu toqkoæ x i mnoßestvom Λ, opredelØemoe dlinoæ kratqaæxeæ dugi.

Cel~ dannoæ raboty – dokazatel~stvo fftogo svoæstva (metodiqeski otliqa¸weesØ ot predpolagaemogo v rabote [2]). Teorema 2 ØvlØetsØ sledstviem predloßeniæ 3 i 4, privedennyh niße:

Predloßenie 3. Predel~noe mnoßestvo Λ gruppy G, oblada¸weæ

pereqislennymi vyxe svoæstvami, ØvlØetsØ poristym.

Opredelenie poristosti privedeno v punkte 2, posvØwennom obsußdeni¸ neobhodimyh ponØtiæ i terminov.

Predloßenie 4. Pust~ K – poristoe podmnoßestvo ediniqnoæ

okrußnosti T. Togda suwestvuet poloßitel~noe qislo M , zavisØwee tol~ko ot K, pri kotorom dlØ vsØkoæ dugi I, takoæ qto E ∩ I ≠ ?, spravedliva ocenka: ∫ I |φ − log |I| |dm 6 M |I|. Zdes~ i dalee m – mera Lebega na ediniqnoæ okrußnosti T. Predloßenie 3 dokazyvaetsØ v punkte 3. Dokazatel~stvo predloßeniØ 4 opuweno, poskol~ku ono analogiqno dokazatel~stvu lemmy 5.2 iz raboty [3].

2. TerminologiØ i nekotorye predvaritel~nye zameqaniØ.

OboznaqeniØ φ, G, Λ, P na protØßenii vseæ stat~i otveqa¸t ob¨ektam, opisannym vo vvedenii, V – ffto mnoßestvo verxin mnogougol~nika P , a E – mnoßestvo ego svobodnyh storon (to est~ storon, leßawih na ediniqnoæ okrußnosti T). DlØ ostal~- nyh storon ispol~zuetsØ termin “Δ-storona”. NazvaniØ “geodeziqeskaØ”, “poluploskost~”, “vypuklost~” i t.d. ispol~zu¸tsØ dlØ oboznaqeniØ sootvetstvu¸wih ponØtiæ v giperboliqeskoæ metrike kruga Δ.

K ranee pereqislennym svoæstvam vypuklogo fundamental~- nogo mnogougol~nika P gruppy G dobavim ewe odno: koliqestvo svobodnyh storon mnogougol~nika P ne men~xe dvuh.

ODNO SVO`STVO 179

Deæstvitel~no, naliqie u mnogougol~nika P lix~ odnoæ svobodnoæ storony oznaqalo by (tak kak P ne imeet verxin vne ediniqnoæ okrußnosti), qto i Δ-storon mnogougol~nik P imeet ne bolee odnoæ. V silu poslednego obstoØtel~stva vozmoßny lix~ dva sluqaØ: libo P sovpadaet so vsem krugom Δ, i v fftom sluqae gruppa G ØvlØetsØ trivial~noæ, libo mnoßestvo G(P ) sostoit tol~ko iz dvuh poluploskosteæ, to est~ G soderßit vsego dva fflementa. Oba fftih varianta nesovmestimy s nefflementarnost~¸ gruppy G.

Mnoßestvo K na ediniqnoæ okrußnosti nazyvaem poristym, esli inf {λ(I, K) : I ∈ Arc} > 0, gde simvol Arc oboznaqaet sovokupnost~ dug ediniqnoæ okrußnosti T, qislo λ(I, K) est~ dolØ maksimal~noæ komponenty dopolneniØ mnoßestva K, leßaweæ na duge I:

λ(I, K)^{def}= sup{|J| : J ∈ Arc, J ∈ I \ K} |I| , a |I| – ffto dlina dugi I.

DlØ kratkosti oboznaqenie λ(I, Λ) sokrawaetsØ do λ(I). Esli a i b – dve proizvol~nye toqki ediniqnoæ okrußnosti, simvol aab oboznaqaet minimal~nu¸ zamknutu¸ dugu v T, soedinØ¸wu¸ toqki a i b (v sluqae, kogda b = −a, v kaqestve aab moßet byt~ vybrana l¸baØ iz dvuh poluokrußnosteæ).

Otmetim sledu¸wie oqevidnye sootnoxeniØ, vypolnØ¸wiesØ dlØ l¸byh toqek ediniqnoæ okrußnosti a i b pri l¸bom vybore toqki x na duge aab:

| aa_{b |}¿_{| a − b |}¿_{(2/π) | a}a_{b |,} (1)

| aa_{b |=| a}a_{x | + | x}a_{b |,} (2) | aa_{x |}6_{| a}a_{b | .} (3)

OboznaqeniØ K i ∂K otveqa¸t sootvetstvenno evklidovym zamykani¸ i granice mnoßestva K.

3. Dokazatel~stvo predloßeniØ 3.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 3 provedem ot protivnogo. Predpoloßim, qto dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet takaØ duga I ediniqnoæ okrußnosti, qto λ(I) < ε, (5)

180 O. L. SEMENOVA

to est~ dlØ l¸boæ dugi J ∈ Arc, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ J ⊆ I \ Λ, vypolnØetsØ sootnoxenie |J| < ε|I|.

Poloßim

η = inf { |a − b| · |c − d| |a − b| · |b − d| : a, b, c, d – poparno razliqnye verxiny P }

(v silu otmeqennogo vyxe svoæstva mnogougol~nika P qislo ego verxin ne men~xe qetyreh). V silu togo, qto mebiusovy preobrazovaniØ sohranØ¸t dvoænoe otnoxenie, trebuemoe protivoreqie budet poluqeno, esli v poslednem predpoloßenii budet naæden takoæ fflement g gruppy G i takie poparno razliqnye verxiny c, d, c^′ i d^′ mnogougol~nika g(P ), qto |c − b| · |c^′ − d^′| |c − c^′| · |d − d^′| < η. Zametim, qto dlØ proizvol~nogo poloßitel~nogo ε dugu I, udovletvorØ¸wu¸ uslovi¸ (5), moßno vybrat~ skol~ ugodno maloæ. Takim obrazom, fiksirovav ε = min {_η π ,^1_4 } , moßno potrebovat~, qtoby dlina dugi I = aab, I ∈ Arc, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ (5) pri takom ε, ne prevoshodila naimen~xego iz qisel σ i π/4, gde σ – takoe poloßitel~noe qislo, qto dlØ vsØkogo fflementa g gruppy G iz usloviØ min{| g(e) |: e ∈ E} 6 σ spravedliva ocenka evklidova diametra mnoßestva g(P ):

diam g(P ) 6 π/4 (6)

(qislo σ, oblada¸wee ukazannym svoæstvom, naædetsØ vsledstvie predloßeniØ 1 p. 4).

Krome togo, my moßem predpolagat~, qto a, b ∈ Λ. (7) Deæstvitel~no, pust~ I^′ = a^′ab^′ – duga iz Arc, takaØ qto λ(I^′) < < ε/2 i |I^′| 6 σ. Tak kak λ(I^′) < ε/2, na duge I^′ naædutsØ toqki a i b mnoßestva Λ, dlØ kotoryh spravedlivy sootnoxeniØ | a^′aa |6

6 (ε/2)|I^′| i | b^{′a}b |6 (ε/2)|I^′|. Togda duga I = a^ab – iskomaØ, ibo λ(I) = sup{|J| : J ∈ Arc, J ⊆ I \ Λ} |I| 6 6^{sup{|J| : J ∈ Arc, J ⊆ I′ \ Λ}} |I^′| · |I^′| |I| = λ(I^′) · |I^′| |I| =

ODNO SVO`STVO 181

= λ(I^′) · |I^′| |I^′| − |aaa^′| − |bab^′| 6 λ(I^′) · 1 1 − ε < ε (tak kak ε < 1/4 i λ(I^′) < ε/2), i |I| 6 |I^′| 6 σ.

Oqevidno, bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto b = a i Im a > 0. Dalee, pust~ L – ffto geodeziqeskaØ, soedinØ¸waØ toqki a i a, w – ffto toqka, leßawaØ na pereseqenii geodeziqeskoæ L i otrezka vewestvennoæ prØmoæ (−1, 1), H oboznaqaet otkrytu¸ poluploskost~ v Δ, ograniqennu¸ v zamknutom kruge Δ dugoæ I i geodeziqeskoæ L, a g – fflement gruppy G, udovletvorØ¸weæ usloviØm w ∈ g(P ), (8) g(P ) ∩ H ≠ ? (takoæ fflement g naædetsØ, poskol~ku gruppa G – fuksova, to est~ deæstvuet razryvno v kruge Δ). Vtoroe iz dvuh poslednih usloviæ vleqet g(P ) ∩ I ≠ ?, (9)

tak kak vsledstvie predloßeniØ 1 p. 3, vse Δ-storony mnogougol~nika g(P ) predstavlØ¸t soboæ geodeziqeskie (to est~ ih koncy leßat na ediniqnoæ okrußnosti).

Oboznaqim za I^′ dugu T \ I.

Utverßdenie 5. Esli g – ffto fflement gruppy G, udovletvorØ-

¸wiæ usloviØm (8) i (9), to sredi fflementov mnoßestva g(V ) naædutsØ toqki c i c^′, takie qto c ∈ I, c^′ ∈ I^′, i Im c · Im c^′ 6 0.

Dokazatel~stvo. Otmetim snaqala, qto naædutsØ toqki p i p^′,

takie qto p ∈ ∂(g(P )) ∩ I, p^′ ∈ ∂(g(P )) ∩ I^′ i Im p · Im p^′ 6 0. Deæstvitel~no, predpoloßiv protivnoe, vsledstvie usloviØ (9) i vypuklosti mnoßestva g(P ) zakl¸qaem, qto dolßno vypolnØt~sØ odno iz treh sledu¸wih usloviæ: g(P ) ⊆ H, g(P ) ⊆ {Im(z) > 0}, g(P ) ⊆ {Im(z) < 0}. Kaßdoe iz nih nesovmestimo so vkl¸qeniem (8), tak kak {w} = L ∩ (−1, 1) i w ∈ g(P ).

Itak, naædutsØ nekotorye toqki p i p^′ granicy mnoßestva g(P ), leßawie sootvetstvenno na dugah I i I^′, dlØ kotoryh spravedlivo neravenstvo Im p · Im p^′ 6 0. Tak kak gruppa G – qisto giperboliqeskaØ, mnoßestvo ∂(g(P )) ∩ T sostoit iz ob¨edineniØ svobodnyh storon (kotorye predstavlØ¸t soboæ dugi poloßitel~noæ dliny, i znaqit, naædutsØ svobodnye storony e_p i

182 O. L. SEMENOVA

e^′_p mnogougol~nika g(P ), soderßawie sootvetstvenno p i p^′. Poskol~ku a, a ∈ Λ, to e_p ⊆ I, e^′_p ⊆ I^′ i moßno tak vybrat~ oboznaqeniØ koncov storon e_p i e^′_p v vide e_p = cad, e^′_p = c^′ad^′, qto vypolnØetsØ neravenstvo Im c · Im c^′ 6 0. Tem samym utverßdenie 5 dokazano.

Zafiksiruem verxiny c, d, c^′ i d^′ mnogougol~nika g(P ), opredelennye pri dokazatel~stve utverßdeniØ 5. Ne umalØØ obwnosti, sqitaem, qto Im c ¿ 0, i Im c^′ 6 0.

Proverim, qto verxiny c, d, c^′ i d^′ mnogougol~nika g(P ) – iskomye, to est~, qto |c − d| · |c^′ − d^′| |c − c^′| · |d − d^′| < η. Iz usloviØ λ(I) < ε vytekaet, qto, vo-pervyh, tak kak cad ⊆ I \ Λ, |c − d| 6 |cad| < ε|I| (10) i, vo-vtoryh, qto sredi mnoßestva toqek Λ ∩ {Im z 6 0} naædetsØ toqka ν, udovletvorØ¸waØ usloviØm |νa1| < ε|I| i Im ν 6 0. Iz poslednih sootnoxeniæ vytekaet vkl¸qenie cad ⊆ νaa.

V silu usloviæ (6) i (9) diametr mnoßestva {c, d, c^′, d^′} ne prevoshodit π/4, pofftomu libo c^′ad^′ ⊆ dad^′ libo c^′ad ⊆ c^′ac, i, znaqit, max {|c − c^′|, |d − d^′|} ¿ |d − c^′|; (11) krome togo, min {|c − c^′|, |d − d^′|} ¿ min {|c − a|, |d − a|} ¿ |ν − a| ¿ 2 π · |νaa| = = 2 π · ( |1a_{a| − |ν}a_{1|}^) ¿^2_{π ·}^{(|I|}_{2 − λ(I) · |I|}^)_= 2|I| π · ( 1 2 − ε ) ¿^{|I|}_{2π} . (12)

Poslednee neravenstvo vypolnØetsØ, tak kak ε 6^1_4 , ostal~nye sledu¸t iz sootnoxeniæ (1)–(3) i vybora toqki ν, libo oqevidny. Iz (10), (11) i (12) my s uqetom vybora ε poluqaem: |c − d| · |c^′ − d^′| |c − c^′| · |d − d^′| 6 ε · |I| · |c^′ − d^′| min {|c − c^′|, |d − d^′|} · max {|c − c^′|, |d − d^′|} 6

ODNO SVO`STVO 183 6^{ε · |I| · |c′ − d′|} |c^′ − d^′| · (_{|I|} 2π ) = 2πε < η. Dokazatel~stvo predloßeniØ 3 tem samym zaverxeno.

4. Dokazatel~stvo teoremy 2.

Teorema 2 – neposredstvennoe sledstvie predloßeniæ 3 i 4, tak kak prinadleßnost~ funkcii φ klassu BMO(T) vytekaet iz suwestvovaniØ nekotorogo qisla M , zavisØwego lix~ ot φ i takogo nabora qisel {α_I}_{I∈Arc}, qto dlØ l¸boæ dugi I ediniqnoæ okrußnosti spravedliva ocenka ∫ I |φ − α_I|dm 6 M · |I| (sm. [4] gl. 6). V silu predloßeniØ 3 dlØ dug I, ime¸wih nepustoe pereseqenie so mnoßestvom Λ, v kaqestve α_I moßno vzØt~ log |I|.

Literatura

1. A. Berdon, GeometriØ diskretnyh grupp. Nauka, M. (1986). 2. N. A. Xirokov, Fuksovy gruppy s karlesonovymi predel~nymi mnoßestvami. — Funkcional~nyæ analiz i ego priloßeniØ 24, No. 24 (1990), 92–93.

3. N. A. Xirokov, SvobodnaØ interpolØciØ v prostranstvah C^A_{r,ω} . — Matem. sbornik 117(159), No. 3 (1982), 337.

4. Dß. Garnett, Ograniqennye analitiqeskie funkcii, gl. VI. Mir, M.

(1984).

Semenova O. A property of purely hyperbolic Fuchsian groups of the second kind.

Let G be a purely hyperbolic finitely generated non-elementary Fuchsian group of the second kind. If Λ is the limit set of the group G, then the function log (dist (x, Λ)) belongs to the class BMO. This follows from the fact that Λ is porous, which is proved in the paper.

Postupilo 22 dekabrØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet