Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 255, 1998 g.

F. A. XamoØn, I. S. Kursina

OB INVARIANTNOSTI NEKOTORYH KLASSOV GOLOMORFNYH FUNKCI` OTNOSITEL^NO INTEGRO-DIFFERENCIAL^NYH OPERATOROV

Pust~ D = {z : |z| < 1} – ediniqnyæ krug v kompleksnoæ ploskosti, Γ – ego granica, H(D) – mnoßestvo vseh golomorfnyh v D funkciæ, ω – poloßitel~naØ funkciØ iz L^1(0, 1]. Simvolom N^p_ω oboznaqim mnoßestvo teh funkciæ f ∈ H(D), dlØ kotoryh

‖T (f)‖_Lp_{(ω)} =

(^1∫ 0 ω(1 − r)T^p(f, r)dr )_{1/p} < +∞, gde T (f, r) = 1/2π ∫_π −π ln^+ | |f(re^{iφ}) | |dφ – harakteristika Nevanlinny (sm. [1]). Vvedem takße klass funkciæ

~N^p_ω = f ∈ H(D) : 1∫ 0 π∫ −π ω(1 − r) ( ln^+ |f(re^{iφ})| )_p rdrdφ < +∞ . Oqevidno, qto klass N^∞_ω sovpadaet s klassom N golomorfnyh v ediniqnom kruge funkciæ, ime¸wih v nem ograniqennu¸ harakteristiku. V rabote [2] O. Frostman ustanovil, qto suwestvu¸t funkcii klassa N , proizvodnaØ kotoryh imeet neograniqennu¸ harakteristiku. V dal~neæxem V. K. Heæman (sm. [3]) pokazal, qto klass N ne invarianten i otnositel~no operatora integrirovaniØ.

Estestvenno voznikaet vopros: pri kakih p i ω klassy N^p_ω i ~N p_ω invariantny otnositel~no operatorov differencirovaniØ i integrirovaniØ?

Pust~

D(f)(z) = f^′(z), I(f)(z) = z∫ 0 f(t) dt, z ∈ D.

Pervyæ avtor qastiqno podderßan grantom RFFI No 96-01-00693. 184

OB INVARIANTNOSTI NEKOTORYH KLASSOV 185 DlØ formulirovki poluqennogo rezul~tata vvedem nekotorye oboznaqeniØ. Simvolom S oboznaqim mnoßestvo vseh poloßitel~nyh funkciæ ω ∈ L^1(0, 1), dlØ kotoryh suwestvu¸t qisla m_ω > 0, M_ω > 0, q_ω ∈ (0, 1) takie, qto

m_ω 6 ω(λr) ω(r) 6 M_ω pri r ∈ (0, 1), λ ∈ [q_ω, 1]. (1)

Funkcii klassa S, zadannye na (0, +∞), izuqeny v [4]. V dal~- neæxem dlØ funkcii F ∈ H(D) oboznaqim N (F, r) =^r ∫ 0 n(t) t dt, gde n(t) – qislo nuleæ funkcii F v kruge D_r = {z : |z| < r}.

Teorema 1. Pust~ ω ∈ S, a X – odin iz klassov N^p_ω (0 < p < +∞)

ili ~N^p_ω (1 6 p < +∞).

1) Sledu¸wie utverßdeniØ a) i b) ravnosil~ny:

a) klass X invarianten otnositel~no operatora differencirovaniØ;

b)^1 ∫ 0 ω(t) ln^{p 1}_t dt < +∞.

2) Pust~ vypolneno uslovie b), i pust~ f ∈ N^p_ω (0 < p < +∞), F = I(f). Esli N (F, · ) ∈ L^p(ω), to F ∈ N^p_ω . I obratno, esli klass N^p_ω invarianten otnositel~no operatora I, to uslovie b) vypolnØetsØ.

Zameqanie. ˚sno, qto utverßdenie teoremy ostaetsØ v sile,

esli vmesto operatora differencirovaniØ D ili operatora integrirovaniØ I rassmotret~ operatory vida A(f)(z) = n∑ k=0 f_k(z) D^k(f)(z) ili B(f)(z) = n∑ k=0 g_k(z) I^k(f)(z), gde f_k, g_k – nekotorye funkcii iz X.

Dokazatel~stvu teoremy predpoxlem nekotorye vspomogatel~nye utverßdeniØ. Ispol~zuØ rezul~taty [4], legko ustanovit~, qto spravedliva

Lemma 1. Pust~ ω ∈ S. Togda naædutsØ izmerimye ograniqennye

funkcii ε(x), η(x), takie qto

ω(x) = exp η(x) + 1∫ x ε(u) u du , x ∈ (0, 1), (2)

186 F. A. XAMO˚N, I. S. KURSINA pri fftom ln m_ω ln^1_{qω} 6 ε(u) 6 ln M_ω ln^1_{qω}

, u ∈ (0, 1). (3)

V dal~neæxem, ne ograniqivaØ obwnosti, budem predpolagat~, qto η(x) ≡ 0.

Lemma 2. Pust~ f ∈ H(D), r < R < 1. Togda imeet mesto ocenka 1 2π π∫ −π ln^+ | |f^′(re^{iφ}) | |dφ 6 c^(ln T (R, f) + T (r, f) + ln^1_{1 − r}^), (4)

gde T (r, f), kak i preßde, oboznaqaet harakteristiku Nevanlinny.

Dokazatel~stvo fftoæ lemmy netrudno vyvesti iz ocenki logarifmiqeskoæ proizvodnoæ, ustanovlennoæ v [5].

Sledu¸waØ lemma dokazana v [6].

Lemma 3. Pust~ V (z) – neotricatel~naØ nepreryvnaØ funkciØ v

D. Predpoloßim, qto dlØ kaßdoæ toqki z_0 ∈ D suwestvuet krug K_η(z_0 ), 0 < η < 1, s centrom v toqke z_0 radiusa η(1 − |z_0|), gde qislo η ne zavisit ot z_0 i takovo, qto

V (z_0) 6 C(η) |K_η(z_0)| ∫ K_η (z0) V (ζ) dm_2(ζ).

(Zdes~ i dalee |E| oboznaqaet plowad~ mnoßestva E ⊂ C .) Polo- ßim Δ_{k,l} = { z : πl 2^k 6 arg z < π(l + 1) 2^k , 1 − 1 2^k < |z| 6 1 − 1 2^{k+1} } . Togda imeet mesto ocenka +∞∑ k=0

2k−1∑

l=−2^k {( max z∈Δ_{k,l} V (z) ) | |Δ_{k,l} | |ω (| |Δ_{k,l}|^{1/2} )} 6 6 c^∫_D V (ζ)ω(1 − |ζ|) dm2(ζ).

OB INVARIANTNOSTI NEKOTORYH KLASSOV 187

Dokazatel~stvo teoremy.

1) Snaqala dokaßem implikaci¸ b)⇒a) v sluqae X = N^p_ω (0 < p < +∞). Pust~ f ∈ N^p_ω . Primenim ocenku iz lemmy 2, polagaØ R =^{1+r}_2 . VozvodØ obe qasti neravenstva (4) v stepen~ p, umnoßaØ na ω(1 − r) i integriruØ po r, poluqim 1∫ 0 ω(1 − r)T^p(r, f^′)dr 6 c 1∫ 0 ω(1 − r) ( ln 1 1 − r )_p dr+

+ 1∫ 0 ω(1 − r)T^p(r, f)dr + 1∫ 0 ω(1 − r) ( ln T

( 1 + r 2 , f ))_p dr . Zametim, qto ln^+ T

(_{1+r} 2 , f ) 6 T^{( 1+r}_2 , f^). Pofftomu posle zameny

peremennoæ u =^{1+r}_2 , budem imet~ 1∫ 0 ω(1 − r)T^p(r, f^′)dr 6 c 1∫ 0 ω(1 − r) ( ln 1 1 − r )_p dr+

+ 1∫ 0 ω(1 − r)T^p(r, f)dr + 2 1∫ 1/2 ω ( 2(1 − u) ) T^p(u, f)du . Na osnovanii ocenki (1) okonqatel~no poluqim 1∫ 0 ω(1 − r)T^p(r, f^′)dr 6 6 c 1∫ 0 ω(1 − r) ln^p 1 1 − r dr + 1∫ 0 ω(1 − r)T^p(r, f)dr < +∞.

Teper~ pereædem k dokazatel~stvu implikacii b)⇒a) v sluqae X = ~N^p_ω. Pust~ p ¿ 1. Ispol~zuØ lemmu 3, prihodim k sootnoxeni¸_1 ∫ 0 π∫ −π ω(1 − r) ( ln^+ | f^′ ( re^{iφ} )|)_p rdrdφ =

188 F. A. XAMO˚N, I. S. KURSINA = +∞∑ k=0

2k−1∑

l=−2^k ∫ ∫ Δk,l ω(1 − r) ( ln^+ | |f^′(re^{iφ}) | |)^p rdrdφ 6 6^{+∞∑}_{k=0}^2 k−1∑ l=−2^k max { ln^+ | |f^′(z) | |}^pω (| |Δ_{k,l} | |^{1/2} ) | |Δ_{k,l} | |. (5) Po formule Koxi imeem: f(z) = ∫ K_η (z) f(ζ) ζ − z dζ, gde K_η (z) = {ζ : |ζ − z| = η(1 − |z|)}. Togda

f^′(z) = ∫ K_η (z) f(ζ) (ζ − z)^2 dζ i | |f^′(z) | | 6^{maxζ∈Kη (z) |f(ζ)|} 1 − |z| . Sledovatel~no, spravedliva ocenka ( ln^+ | |f^′(z) | |)^p 6 c [ max ζ∈K_η (z) ( ln^+ | |f(ζ) | |)^p + ln^p 1 1 − |z| ] . (6)

Posle podstanovki ocenki (6) v neravenstvo (5) poluqim 1∫ 0 π∫ −π ω(1 − r) ( ln^+ | |f^′(re^{iφ}) | |)^p rdrdφ 6 6 c^{+∞∑}_{k=0}^2 k−1∑ l=−2^k ( max ζ∈Δ_{k,l} ( ln^+ | |f(ζ) | |)^p + ln^p 1 1 − |z| ) ω (| |Δ_{k,l} | |^{1/2} ) | |Δ_{k,l} | |. Soglasno lemme 3 poslednØØ summa ne prevoshodit veliqiny c 1∫ 0 π∫ −π ω(1 − r) ( ln^+ | |f(re^{iφ}) | |)^p rdrdφ + 1∫ 0 ω(1 − r) ln^p 1 1 − r dr .

�tim implikaciØ b)⇒a) dlØ klassa ~N^p_ω pri 1 6 p < +∞ ustanovlena.

Pereædem k dokazatel~stvu qasti a)⇒b). Provedem ego odno-

vremenno dlØ klassov N^p_ω (0 < p < +∞) i ~N^p_ω (1 6 p < +∞),

OB INVARIANTNOSTI NEKOTORYH KLASSOV 189 poskol~ku ideØ dokazatel~stva v oboih sluqaØh odna i ta ße. Pust~ f(z) = +∞∑ k=0 α_{λk} z^{λk} = +∞∑ k=0 λ^{α−1}_k z^{λk} , 0 < α < 1. Poloßiv λ_k = 2^{λk} (λ > 0), poluqim f(z) = +∞∑ k=0 2^{λk(α−1)} z^{2λk} i f^′(z) = +∞∑ k=0 2^{λkα} z^{2λk −1}. Tak kak α < 1, to, oqevidno, f(z) prinadleßit rassmatrivaemym klassam.

Pust~ |z| = r_n = exp ( −^1_{2λn} ) . Zametim, qto v fftom sluqae^1_{1−rn} ≈ 2^{λn}. DlØ ukazannyh z imeem:

f^′(z) = +∞∑ k=0 2^{λkα} exp { − 1 2^{λn} ( 2^{λk} − 1 ) } . Oboznaqim

u_k = 2^{λkα} exp { − 1 2^{λn} ( 2^{λk} − 1 )} , S_n = n−1∑ k=0 u_k, R_n = +∞∑ k=n+1 u_k. Togda f^′(r_n e^{iφ}) = S_n + u_n + R_n,

u_n = 2^{λnα} exp { 1 2^{λn} − 1 } = M_1(λ) 2^{λnα}.

Ocenim teper~ S_n i R_n:

S_n = n−1∑ k=0 2^{λkα} exp ( −2^{λ(k−n)} ) exp ( 1 2^{λn} ) =

= exp ( 1 2^{λn} )_{n−1}∑ k=0 2^{λkα} exp(2^{λ(k−n)}) 6

6 exp^{( 1}_{2λn}^{) n−1∑}_{k=0}^{2λkα}_{exp( 12λn )} =^{n−1∑}_{k=0} 2^{λαk} 6^1_{2λα − 1} 2^{λnα} = M2(λ)2^{λnα}.

190 F. A. XAMO˚N, I. S. KURSINA Dalee,

R_n = exp ( 1 2^{λn} )_{+∞}∑ k=n+1 2^{λkα} exp ( −2^{λ(k−n)} ) =

= exp ( 1 2^{λn} )_{+∞}∑ m=1 2^{λα(m+n)} exp ( −2^{λm} ) =

= exp ( 1 2^{λn} ) 2^{λnα} +∞∑ m=1 2^{λmα} exp(2^{λm}) . RØd ∑_{+∞} m=1 2λmα exp(2λm ) shoditsØ odnovremenno s integralom +∞∫ 1 2λαx exp(2λx ) dx. DelaØ v nem zamenu peremennoæ 2

λx = y, poluqaem +∞∫ 2λ y^{α−1} λ ln(λx) exp y

dy 6^1_{λ ln λ} +∞∫ 2λ y^{α−1} e^y dy <

< 1 λ ln λ +∞∫ 2λ e^{−y} dy = 1 λ ln λ exp (2^λ) . Sledovatel~no, R_n < exp (_1 2λn ) λ ln λ exp (2^λ)

2^{λnα} = M_3(λ)2^{λnα}.

UqityvaØ poluqennye ocenki, pri |z| = r_n, poluqaem |f^′(z)| ¿ |u_n| − |S_n| − |R_n| ¿ 2^{λnα} ( M_1(λ) − M_2(λ) − M_3(λ) ) . Poskol~ku pri λ → +∞,

M_1(λ) = exp ( 1 2^{λn} − 1 ) → 1 e , M_2(λ) = 1 2^{λα} − 1 → 0, M_3(λ) = exp (_1 2λn ) exp (2^λ) λ ln λ → 0,

OB INVARIANTNOSTI NEKOTORYH KLASSOV 191 to moßem zapisat~ | |f^′ (r_n e^{iφ}) | | ¿^1_3 2^{λnα}, λ > λ0.

Ots¸da

ln^+ | |f^′ (r_n e^{iφ}) | | ¿ c0 + ln 2^{λnα} ¿ c1 ln 2^{λnα} ≈ c1 ln^1_{1 − rn} .

Iz poslednego neravenstva imeem:

T^p (r_n, f^′) ¿ c_2 ln^p 1 1 − r_n , (7) ( ln^+ | |f^′ (r_n e^{iφ}) | |)^p ¿ c_2 ln^p 1 1 − r_n , φ ∈ [0, 2π]. (7^′)

Teper~ zametim, qto

ln^p 1 1 − r_n 6

A(λ) ln^p 1 1 − r_{n−1} . (8)

Deæstvitel~no, tak kak^1_{1−rn} ≈ 2^{λn}, to

ln^p 1 1 − r_n ≈ (λn ln 2)^p i ln^p 1 1 − r_{n−1} ¿

(c_3λ(n − 1))^p .

Togda ln^p 1 1 − r_n ≈ ( ln 2

c_3

(c_3λ(n − 1) + c_3λ) )_p 6 6 c4^{{( ln 2}_{c3}^{)p} ln^{p 1}_{1 − rn−1} + (λ ln 2)^{p }} 6 A(λ) ln^{p 1}_{1 − rn−1} .

Moßem zapisat~ pri R < 1 R∫ 0 ω(1 − r) ln^p 1 1 − r dr 6^{N∑}_{n=1} r_n∫

r_n�1

ω(1 − r) ln^p 1 1 − r dr, gde N – naimen~xiæ iz nomerov n, dlØ kotoryh R < r_N . Ispol~- zuØ teper~ sootnoxenie (8), poluqim R∫ 0 ω(1 − r) ln^p 1 1 − r dr 6^{N∑}_{n=1} r_n∫

r_n�1

ω(1 − r) ln^p 1 1 − r_n dr 6

192 F. A. XAMO˚N, I. S. KURSINA

6 A(λ)^{N∑}_{n=1} r_n∫

r_n�1

ω(1 − r) ln^p 1 1 − r_{n−1} dr. Ots¸da i iz neravenstva (7) dlØ klassa N^p_ω sleduet, qto R∫ 0 ω(1 − r) ln^p 1 1 − r dr 6^{A(λ)}_{c2}^{N∑}_{n=1} r_n∫

r_n�1 ω(1 − r)T^p(r_{n−1}, f^′) dr. Ispol~zuØ monotonnoe vozrastanie funkcii T (f, r), poluqaem R∫ 0 ω(1 − r) ln^p 1 1 − r dr 6 const^{N∑}_{n=1} r_n∫

r_n�1 ω(1 − r)T^p(r, f^′) dr. PerehodØ v poslednem neravenstve k predelu pri R → 1 − 0, N → +∞, okonqatel~no budem imet~ 1∫ 0 ω(1 − r) ln^p 1 1 − r dr 6 const 1∫ 0 ω(1 − r)T^p(r, f^′) dr. Analogiqnym obrazom, ispol~zuØ neravenstvo (7^′) dlØ klassa ~N p_ω, poluqim R∫ 0 ω(1 − r) ln^p 1 1 − r dr 6 6^{A(λ)}_{c2}^{N∑}_{n=1} r_n∫

r_n�1 π∫ −π ω(1 − r) ( ln^+ | |f^′ (r_{n−1} e^{iφ}) | |)^p rdrdφ.

Tak kak p ¿ 1 i, sledovatel~no,^π ∫ −π ( ln^+ | |f^′ (r e^{iφ}) | |)^p dφ monotonno vozrastaet, to_R ∫ 0 ω(1 − r) ln^p 1 1 − r dr 6 6 const^{N∑}_{n=1} r_n∫

r_n�1 π∫ −π ω(1 − r) ( ln^+ | |f^′ (r e^{iφ}) | |)^p rdrdφ.

OB INVARIANTNOSTI NEKOTORYH KLASSOV 193 Nakonec, s pomow~¸ predel~nogo perehoda iz poslednego neravenstva sleduet, qto 1∫ 0 ω(1 − r) ln^p 1 1 − r dr 6 6 const 1∫ 0 π∫ −π ω(1 − r) ( ln^+ | f^′ ( r e^{iφ} )|)_p rdrdφ. Itak, esli v klasse X deæstvuet operator differencirovaniØ, to_1 ∫ 0 ω(1 − r) ln^p 1 1 − r dr < +∞. 2) Neobhodimost~ usloviØ b) dlØ invariantnosti klassa N^p_ω otnositel~no operatora integrirovaniØ moßno poluqit~, ispol~zuØ primer iz raboty [3], v kotorom postroena funkciØ f ograniqennogo vida, dlØ kotoroæ F (z) =^z ∫ 0 f(t)dt udovletvo-

rØet uslovi¸ T (F, r) ¿ c ln^1_{1−r} . Dokaßem dostatoqnost~. Pust~

F (z) =^z ∫ 0 f(t)dt =^r ∫ 0 f(te^{iφ})dt, z = re^{iφ}. Oqevidno | |F (re^{iφ}) | | 6 r∫ 0 | |f(te^{iφ}) | | dt. (9) Pokaßem, qto dlØ f(z) ∈ N^p_ω spravedliva ocenka |f(z)| 6 exp const (1 − |z|)^{1+1/p} [ω(1 − |z|)]^{1/p} . (10)

Deæstvitel~no, tak kak^1 ∫ 0 ω(1 − r)T^p(r, f)dr 6 C, to dlØ l¸bo-

go R < 1_1 ∫ R ω(1 − r)T^p(r, f)dr 6 C.

194 F. A. XAMO˚N, I. S. KURSINA Ots¸da v silu monotonnogo vozrastaniØ funkcii T (f, r) imeem T (R, f) 6 C^{1/p} [_1 ∫ R ω(1 − r)dr ]1/p . (11)

Ispol~zuØ prostye ocenki Ødra Puassona, legko videt~, qto pri l¸bom |z| = ρ < R < 1 vypolneno neravenstvo ln |f(z)| 6 R+ρ R−ρ T (R, f). Sledovatel~no, iz ocenki (11) poluqaem ln |f(z)| 6 2C^{1/p} (R − ρ) [_1 ∫ R ω(1 − r)dr ]1/p .

Pust~ teper~ R = ρ + (1 − q_ω)(1 − p). Togda iz poslednego neravenstva imeem ln |f(z)| 6 C_1 (1 − q_ω)(1 − |z|) [_{1−|z|} ∫ 0 ω(q_ω t)dt ]_{1/p} .

Zametim, qto iz ocenki (1) sleduet 1−|z|∫

0 ω(q_ω t)dt ¿ m_ω 1−|z|∫

0 ω(t)dt = 1∫ |z| ω(1 − u) du. Pofftomu dlØ f ∈ N^p_ω ln |f(z)| 6 C_2 (1 − |z|) [_1 ∫ |z| ω(1 − u) du ]_{1/p} .

UqityvaØ, qto ω ∈ S i, znaqit, 1∫ |z| ω(1 − u) du ¿ 1 1 + α_ω (1 − |z|) ω (1 − |z|), poluqaem ocenku (10).

OB INVARIANTNOSTI NEKOTORYH KLASSOV 195

PodstavlØØ ee v neravenstvo (9), budem imet~ | |F (re^{iφ}) | | 6 r∫ 0 exp c (1 − t)^{1+1/p} [ ω(1 − t) ]_{1/p} dt 6 6 exp^c

(1 − r)^{1+1/p} [ ω(1 − r) ]_{1/p} . Togda ln | |F (re^{iφ}) | | 6^{const}

(1 − r)^{1+1/p} [ ω(1 − r) ]_{1/p} . (12)

Teper~ vospol~zuemsØ sootnoxeniem (sm. [5]) 1 2π π∫ −π ln^+ | |f(re^{iφ}) | | | |F (reiφ) | | dφ 6 c ( ln^+ T (R, F ) + ln 1 1 −^r_R ) . PrimenØØ ocenku (12), ots¸da poluqim 1 2π π∫ −π ln^+ | |f(reiφ) | | | |F (reiφ) | | dφ 6 6 c1 ln^{+ 1}

(1 − R)^{1+1/p} [ ω(1 − R) ]_{1/p} + c2 ln 1 R − r . Soglasno lemme 1 imeem ω(x) ¿ x^{αω} , gde α_ω =^{ln mω}_{ln qω} . Pofftomu 1 2π π∫ −π ln^+ | |f(re^{iφ}) | | | |F (reiφ) | | dφ 6 c^3 ln 1 R − r , R > r. Poloßim R =^{r+1}_2 . Togda iz poslednego neravenstva poluqaem 1 2π π∫ −π ln^+ 1 | |F (reiφ) | | dφ 6 6 const^( ln^1_{1 − r} +^1_{2π} π∫ −π ln^+ | f(re^{iφ}) |) .

196 F. A. XAMO˚N, I. S. KURSINA VozvodØ obe qasti fftogo neravenstva v stepen~ p, umnoßaØ na ω(1 − r), integriruØ po r i uqityvaØ uslovie 2) teoremy, okonqatel~no poluqim 1∫ 0 ω (1 − r) T^p (r, F ) dr 6 6 const^( 1∫ 0 ω (1 − r) T^p (r, f) dr + 1∫ 0 ω (1 − r) ln^p 1 1 − r dr ) . Teorema dokazana.

V zakl¸qenie otmetim, qto pri dopolnitel~nom uslovii na ves ω klass N^p_ω , 0 < p < +∞, invarianten otnositel~no operatora integrirovaniØ:

Teorema 2. Pust~ ω ∈ S, Mω i qω opredelØ¸tsØ po formule (1),

β_ω = ln M_ω ln^1_{qω} , 0 < p < +∞. Togda, esli 0 6 β_ω < 1, to klass N^p_ω invarianten otnositel~no

operatora I(f)(z) = z∫ 0 f(t) dt. Dokazatel~stvo fftoæ teoremy provoditsØ po sheme dokazatel~stva teoremy 1 s ispol~zovaniem rezul~tatov raboty [7].

Literatura

1. R. Nevanlinna, Odnoznaqnye analitiqeskie funkcii. GITTL, M.

(1941).

2. O. Frostman, Sur les produits de Blaschke. — Kungl. Fysiogr. Sällsk. Lund Förh.

12, No. 15 (1939), 1–14.

3. W. K. Hayman, On the characteristic of functions meromorphic in the unit disk and their integrals. — Acta Math. 112, No. 3–4 (1964), 181–214.

4. E. Seneta, Pravil~no izmenØ¸wiesØ funkcii. Nauka, M. (1985). 5. A. A. Gol~berg, I. V. Ostrovskiæ, Raspredelenie znaqeniæ meromorfnyh funkciæ. Nauka, M. (1970).

6. F. A. XamoØn, Diagonal~nye otobraßeniØ i voprosy predstavleniØ v anizotropnyh prostranstvah golomorfnyh v polidiske funkciæ. — Sib. mat. ß. 30, No. 2 (1989), 181–214.

7. F. A. XamoØn, Parametriqeskoe predstavlenie i opisanie kornevyh mnoßestv vesovyh klassov golomorfnyh v kruge funkciæ. — Sib. mat. ß. (v peqati).

OB INVARIANTNOSTI NEKOTORYH KLASSOV 197 Shamoyan F. A., Kursina I. S. On the invariance of some classes of holomorphic functions under integral and differential operators.

The following classes of functions analytic in the unit disk are considered:

N^p_ω = f ∈ H(D) : ‖T (f)‖_L^p_{(ω)} = (^1∫ 0 ω(1 − r)T^p(f, r)dr )_{1/p} < +∞ ,

~N^p_ω = f ∈ H(D) : 1∫ 0 π∫ −π ω(1 − r) ( ln^+ |f(re^{iφ})| )_p rdrdφ < +∞ ,

where T (f, r) =^1_{2π} π∫ −π ln^+ | |f(re^{iφ}) | | dφ is the Nevanlinna characteristic

and ω is a positive function on (0, 1]. Necessary and sufficient conditions on ω are established, under which the classes N^p_ω and ~N^p_ω are invariant under the operators of differentiation and integration.

Postupilo 20 dekabrØ 1997 g. BrØnskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet

sham@ bgpi.bitmcnit.bryansk.su