Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 255, 1998 g.

S. M. Ximorin

VOSPROIZVOD˚WIE ˚DRA I �KSTREMAL^NYE FUNKCII V PROSTRANSTVAH TIPA DIRIHLE

§1. Vvedenie

Horoxo izvestno, qto odnim iz osnovnyh instrumentov pri rabote s gil~bertovymi prostranstvami analitiqeskih funkciæ ØvlØ¸tsØ vosproizvodØwie Ødra. Oni opredelØ¸t skorost~ rosta funkciæ vblizi granicy, ih svoæstva tesno svØzany s teoremami vloßeniØ, mnoßestvami samplinga i interpolØcii i drugimi voprosami. V poslednie gody, narØdu s voproizvodØwimi Ødrami, ob¨ektom issledovaniØ stanovØtsØ takße ffkstremal~nye funkcii – analogi vnutrennih funkciæ, kotorye vo mnogih sluqaØh, podobno vnutrennim funkciØm v prostranstvah Hardi, opredelØ¸t svoæstva z-invariantnyh podprostranstv.

Napomnim osnovnye ponØtiØ i opredeleniØ. Pust~ X – nekotoroe gil~bertovo prostranstvo analitiqeskih funkciæ v ediniqnom kruge D = {z ∈ C : |z| < 1} kompleksnoæ ploskosti C . VosproizvodØwim Ødrom prostranstva X nazyvaetsØ takaØ funkciØ

K_X (z, λ), z, λ ∈ D, qto

a) K_X (·, λ) ∈ X dlØ vseh λ ∈ D b) f(λ) = (f, K_X (·, λ)) dlØ l¸boæ f ∈ X.

Pust~ X invariantno otnositel~no operatora M_z umnoßeniØ na nezavisimu¸ peremennu¸. Podprostranstva X, zamknutye i invariantnye otnositel~no operatora M_z, v dal~neæxem budut nazyvat~sØ prosto z-invariantnymi podprostranstvami. Pust~ I – nekotoroe z-invariantnoe podprostranstvo X, takoe, qto f(0) ≠ 0 dlØ nekotoroæ funkcii f ∈ I. �kstremal~noæ funkcieæ φ_I podprostranstva I nazyvaetsØ rexenie sledu¸weæ ffkstremal~noæ zadaqi: sup{Re g(0) : g ∈ I, ‖g‖ 6 1}. V period napisaniØ raboty avtor pol~zovalsØ podderßkoæ grantov RFFI, grant 96-01-00693 i FCP “IntegraciØ”, reg. nomer 326.53. 198

VOSPROIZVOD˚WIE ˚DRA 199

Esli I rassmatrivat~ kak samostoØtel~noe gil~bertovo prostranstvo analitiqeskih funkciæ, to legko videt~, qto

φ_I =

K_I (·, 0) K_I (0, 0)^{1/2} . �kstremal~nye funkcii φ_I oblada¸t sledu¸wim svoæstvom: (φ_I , z^nφ_I ) = 0, ∀n > 1. �to privodit k sledu¸wemu opredeleni¸.

Opredelenie 1. FunkciØ φ ∈ X nazyvaetsØ ffkstremal~noæ, esli

‖φ‖ = 1 i (φ, z^nφ) = 0 dlØ vseh n > 1.

V sluqae, kogda X ØvlØetsØ prostranstvom Hardi H^2(D) ffkstremal~nye funkcii ØvlØ¸tsØ vnutrennimi funkciØmi. DlØ rØda drugih gil~bertovyh prostranstv analitiqeskih funkciæ ffkstremal~nye funkcii, takße, kak i vnutrennie funkcii v prostranstvah Hardi, okazyva¸tsØ vaßnymi v takih voprosah, kak harakterizaciØ z-invariantnyh podprostranstv, vydelenie nuleæ i faktorizaciØ funkciæ, spektral~nyæ sintez i t.d. Podrobnee ob fftom sm. raboty [1–4, 7, 10, 11].

NastoØwaØ stat~Ø posvØwena vosproizvodØwim Ødram i ffkstremal~nym funkciØm v prostranstvah tipa Dirihle – prostranstvah D(μ). Oni byli vvedeny S. Rihterom [6] (v sluqae μ ∈ M_+ (T)) i A. Alemanom [1] (v bolee obweæ situacii

μ ∈ M_+ (D̄ )) i opisyva¸tsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ μ – neo-

tricatel~naØ koneqnaØ borelevskaØ mera v D̄ . Rassmotrim vesovu¸ funkci¸ U_μ(ζ), ζ ∈ D:

U_μ(ζ) = ∫ D^{log} | | | | 1 − z̄ζ ζ − z | | | | 2 dμ(z) 1 − |z|^2 + ∫ T^{1 − |ζ|2|ζ − z|2 dμ(z).} Zdes~ T= ∂D , D̄ = D ∪ T. Togda prostranstvo D(μ) opredelØetsØ kak prostranstvo funkciæ, analitiqeskih v D i takih, qto

‖f‖^2_{D(μ)} := ‖f‖^2_H2 + ∫ D^{|f ′(ζ)|2Uμ(ζ)dm2 (ζ) < +∞} (dm_2 – normirovannaØ dvumernaØ mera Lebega v D). Esli dμ =

dm_1 – normirovannaØ odnomernaØ mera Lebega na T, to pro-

stranstvo D(μ) sovpadaet s klassiqeskim prostranstvom funkciæ s ograniqennym integralom Dirihle. DrugaØ, bolee udobnaØ zapis~ normy v prostranstvah D(μ) poluqaetsØ, esli vos-

200 S. M. XIMORIN

pol~zovat~sØ lokal~nym integralom Dirihle, vvedennym Rihterom i K. Sandbergom [8].

DlØ kaßdoæ funkcii f ∈ H^2 rassmotrim funkci¸

(Df(u))(ζ) := f(ζ) − f(u) ζ − u , ζ ∈ T. (1) FunkciØ (Df(u))(·) ponimaetsØ kak fflement H^2; dlØ u ∈ D problem s opredeleniem ne voznikaet, v sluqae u ∈ TfunkciØ Df(u) opredelena lix~ togda, kogda f imeet v toqke u uglovoe graniqnoe znaqenie f(u) i otnoxenie (1), kak funkciØ peremennoæ ζ, vhodit v klass Hardi. Norma funkcii Df(u) (vyqislennaØ v prostranstve H^2) nazyvaetsØ lokal~nym integralom Dirihle funkcii f v toqke u. V rabotah [6] (dlØ qastnogo sluqaØ μ ∈ M_+ (T)) i [1] (v obwem sluqae) pokazano, qto esli f ∈ D(μ), to lokal~nyæ integral Dirihle funkcii f opredelen i koneqen dlØ μ-poqti vseh u ∈ D̄ i

‖f‖^2_{D(μ)} = ‖f‖^2_H2 + ∫ D̄^{‖Df(u)‖2H2 dμ(u). (2)} V dal~neæxem oboznaqenie ‖ · ‖ (bez indeksov) budet ispol~zovat~sØ dlØ normy v H^2; ‖·‖_μ sootvetstvuet norme v prostranstve

D(μ). Analogiqnye oboznaqeniØ budut upotreblØt~sØ i dlØ ska-

lØrnyh proizvedeniæ.

Prostranstva D(μ) izuqalis~ v rabotah [1, 6, 7]. DlØ μ ∈

M_+ (T) operator M_z v prostranstve D(μ) ØvlØetsØ 2-izometrieæ,

t.e. dlØ l¸boæ f ∈ D(μ)

‖M^2_z f‖^2_μ − 2‖M_zf‖^2_μ + ‖f‖^2_μ = 0. (3)

V obwem sluqae μ ∈ M_+ (D̄ ) operator M_z obladaet sledu¸wimi svoæstvami vypuklosti: dlØ l¸bogo n > 2 n∑ k=0 (−1)^k ( n k ) ‖M^k_z f‖^2_μ 6 0. (4)

V opredelennom smysle operatory M_z v prostranstvah D(μ) ØvlØ¸tsØ prosteæximi primerami operatorov, udovletvorØ¸- wih sootnoxeniØm (3) ili (4). Bolee obwie primery operatorov takogo tipa poluqa¸tsØ, esli rassmatrivat~ vektorno-znaqnye prostranstva D(μ) (vozmoßno, s operatorno-znaqnymi merami).

VOSPROIZVOD˚WIE ˚DRA 201

V stat~e Alemana [1] ustanovleno, qto z-invariantnye podprostranstva v D(μ) dopuska¸t sledu¸wu¸ harakterizaci¸. Esli I ⊂ D(μ) – nekotoroe z-invariantnoe podprostranstvo i

φ_I – ffkstremal~naØ funkciØ dlØ I, to I = φ_I D(|φ_I |^2dμ), t.e. f ∈ I togda i tol~ko togda, kogda f = φ_I g dlØ nekotoroæ funkcii g ∈ D(|φ_I |^2dμ); pri fftom imeet mesto ravenstvo norm ‖φ_I g‖_μ = ‖g‖_{|φI |}2_{dμ}. (5) V toæ ße rabote ustanovlen sledu¸wiæ zameqatel~nyæ fakt:

Teorema (Aleman). Esli φ – ffkstremal~naØ funkciØ v prostran-

stve D(μ), to |φ(z)| 6 1 vezde v D.

Ots¸da sleduet, vo-pervyh, qto ffkstremal~nye funkcii v prostranstvah D(μ) ØvlØ¸tsØ sßima¸wimi mul~tiplikatorami. Vo-vtoryh, iz harakterizacii z-invariantnyh podprostranstv i teoremy Alemana sleduet, qto dlØ l¸bogo zinvariantnogo podprostranstva I ⊂ D(μ) sußenie M_z | |_I unitar-

no ffkvivalentno operatoru M_z v nekotorom drugom prostranstve

D(ν), priqem dν 6 dμ (poskol~ku dν = |φ_I |^2dμ).

V svØzi s toæ rol~¸, kotoru¸ igra¸t ffkstremal~nye funkcii v prostranstvah D(μ), zadaqa ih opisaniØ v teh ili inyh terminah priobretaet principial~noe znaqenie. V sluqae klassiqeskogo prostranstva Dirihle (t.e. prostranstva D(dm_1)) v rabote [9] dlØ ffkstremal~nyh funkciæ ustanovleno nekotoroe toßdestvo, svØzyva¸wee znaqeniØ funkciæ i znaqeniØ ih lokal~nogo integrala Dirihle, ØvlØ¸weesØ harakteristiqeskim dlØ ffkstremal~nyh funkciæ. No opisanie ffkstremal~nyh funkciæ v terminah kakogo-libo predstavleniØ so svobodnymi parametrami ostaetsØ otkrytym voprosom, daße v sluqae dμ = dm_1.

PonØtie ffkstremal~noæ funkcii dopuskaet estestvennoe obobwenie na sluqaæ vektorno-znaqnyh prostranstv D(μ) (pri fftom moßno govorit~ kak o vektorno-znaqnyh, tak i o matriqnoznaqnyh ffkstremal~nyh funkciØh). V to ße vremØ dokazatel~- stvo teoremy Alemana dlØ skalØrnyh ffkstremal~nyh funkciæ ne dopuskaet rasprostraneniØ na vektorno-znaqnyæ sluqaæ, ibo ono osnovano na special~nyh svoæstvah skalØrnoæ faktorizacii Rissa–Nevanlinny. Pofftomu voznikaet vopros o poiske takogo

202 S. M. XIMORIN

dokazatel~stva fftoæ teoremy, kotoroe moßno bylo by perenesti na vektorno-znaqnyæ sluqaæ.

NastoØwaØ rabota posvØwena dal~neæxemu izuqeni¸ vosproizvodØwih Øder i ffkstremal~nyh funkciæ v prostranstvah D(μ). V §2 dlØ nih ustanavlivaetsØ seriØ toßdestv, v opredelennyh sluqaØh ØvlØ¸wihsØ harakteristiqeskimi. §3 posvØwen bolee glubokomu izuqeni¸ struktury vosproizvodØwih Øder v D(μ). V qastnosti, iz rezul~tatov §2 i §3 poluqaetsØ al~ternativnoe dokazatel~stvo teoremy Alemana, kotoroe, v otliqie ot original~nogo, dopuskaet rasprostranenie na vektorno-znaqnyæ sluqaæ. Bolee podrobnomu izuqeni¸ vektorno-znaqnogo sluqaØ budet posvØwena posledu¸waØ stat~Ø.

§2. Toßdestva dlØ vosproizvodØwih Øder i ffkstremal~nyh funkciæ Napomnim snaqala nekotorye svoæstva lokal~nogo integrala Dirihle.

Lemma 1. Pust~ f ∈ H^2, f = θF , gde θ – vnutrennØØ funkciØ,

F ∈ H^2 (F – ne obØzatel~no vnexnØØ). Esli dlØ nekotorogo u ∈ D̄ ‖DF (u)‖ < +∞, to ‖Df(u)‖^2 = ‖Dθ(u)‖^2 · |f(u)|^2 + ‖DF (u)‖^2. Pri fftom sqitaetsØ, qto 0 · ∞ = 0.

Dokazatel~stvo lemmy sm. v [8, lemma 3.4].

Lemma 2. Esli θ – vnutrennØØ funkciØ, to

a) pri u ∈ D ‖Dθ(u)‖^2 = 1 − |θ(u)|^2 1 − |u|^2 b) pri u ∈ T Dθ(u) opredeleno i imeet koneqnu¸ normu togda i tol~ko togda, kogda θ imeet koneqnu¸ uglovu¸ proizvodnu¸ θ^′(u). Pri fftom ‖Dθ(u)‖^2 = |θ^′(u)|. Dokazatel~stvo. a) poluqaetsØ prØmym vyqisleniem; dokaza-

tel~stvo b) sm. v [8, predloßenie 3.5].

V qastnosti, my imeem ‖D(zf)(u)‖^2 = |f(u)|^2 + ‖Df(u)‖^2

VOSPROIZVOD˚WIE ˚DRA 203

otkuda poluqaetsØ formula (zf, zg)_μ = (f, g)_μ + ∫ D̄^{f(u)g(u) dμ(u). (6)} Dalee, qerez S^∗ my budem oboznaqat~ standartnyæ operator obratnogo sdviga: S^∗f(z) = f(z) − f(0) z , f ∈ H^2. Lemma 3. Pust~ f ∈ H^2, u ∈^¯D . Togda ‖Df(u)‖^2 = ∑ n¿1^{|(S} ∗)^nf(u)|^2. (7)

Dokazatel~stvo. Ustanovim toßdestvo (7) snaqala dlØ poli-

nomov. Esli f = const, to vse oqevidno. Pust~ teper~ f = p, deg p = n + 1. Togda p(z) = p(0) + z(S^∗p)(z), priqem deg S^∗p = n, otkuda Dp(u) = D(zS^∗p)(u) i

‖Dp(u)‖^2 = ‖D(zS^∗ p)(u)‖^2 = |S^∗p(u)|^2 + ‖D(S^∗p)(u)‖^2 =

= |S^∗p(u)|^2 + ∑ n¿1^{|(S} ∗)^nS^∗p(u)|^2 = ∑ m¿1^{|(S} ∗)^mp(u)|^2. Teper~, esli u ∈ D, to spravedlivost~ (7) poluqaetsØ standartnym predel~nym perehodom, ibo obe qasti formuly nepreryvny otnositel~no f ∈ H^2.

Pust~ u ∈ T. Moßno sqitat~, qto u = 1. Esli levaØ qast~ (7) koneqna, to f ∈ D(δ_1 ), pofftomu, po predloßeni¸ 2.4 raboty [8],

f = (I − S^∗)g dlØ nekotoroæ funkcii g ∈ H^2, priqem

‖g‖^2 = |f(1)|^2 + ‖Df(1)‖^2.

Togda f(1) = ĝ(0), (S^∗)^nf(1) = ĝ(n), otkuda i sleduet (7). Esli koneqna pravaØ qast~ (7), to my polagaem g(z) = ∑ n¿0^{(S} ∗)^nf(1) · z^n. Pri fftom g ∈ H^2 i f = (I − S^∗)g, otkuda, snova po predloßeni¸ 2.4 raboty [8], f ∈ D(δ_1 ). Sledovatel~no, levaØ qast~ (7) takße koneqna i ravenstvo (7) vypolnØetsØ.

204 S. M. XIMORIN

Sledstvie 1. Esli dlØ nekotoryh f ∈ H^2 i u ∈^¯D ‖Df(u)‖ < +∞, to ‖Df(u)‖^2 = |S^∗f(u)|^2 + ‖D(S^∗f)(u)‖^2 . (8)

Zameqanie. Sravnenie formuly (7) i opredeleniØ operatora

Δ_{−1} iz semeæstva operatorov Δ_α, izuqaemogo v rabote [11], pokazyvaet, qto dlØ f ∈ H^2

‖Df(u)‖^2 = Δ_{−1}|f|^2(u).

Perehodim k rabote s vosproizvodØwimi Ødrami i ffkstremal~nymi funkciØmi.

Opredelenie 2. Pust~ φ ∈ D(μ). FunkciØ r ∈ H^2 nazyvaetsØ

associirovannoæ s φ otnositel~no normy v D(μ), esli dlØ l¸bogo polinoma q (φ, q)_μ = (r, q). Zameqanie. Daleko ne s kaßdoæ funkcieæ φ ∈ D(μ) associi-

rovana nekotoraØ funkciØ r ∈ H^2; v opredelennom smysle naliqie associirovannoæ funkcii vleqet nekotorye dopolnitel~nye svoæstva gladkosti φ.

Predloßenie 1. Pust~ φ ∈ D(μ) i r ∈ H^2 – funkciØ, associiro-

vannaØ s φ otnositel~no normy v D(μ). Togda dlØ l¸byh polinomov p i q (φp, q)_μ − (rp, q) = ∫ D^{φ(u)(Dp(u), Dq(u))dμ(u). (9)} Dokazatel~stvo. Provedem indukci¸ po n = max(deg p, deg q).

Preßde vsego, iz opredeleniæ normy v D(μ) i associirovannoæ funkcii sleduet, qto

φ(0) = (φ, 1I)_μ = (r, 1I) = r(0).

Pofftomu toßdestvo (9) vypolnØetsØ pri deg q = 0, poskol~ku v fftom sluqae pravaØ qast~ (9) ravna nul¸. Analogiqnym obrazom, v sluqae deg p = 0 toßdestvo (9) spravedlivo po opredeleni¸ associirovannoæ funkcii.

Pust~ teper~ max(deg p, deg q) = n + 1. Togda toßdestvo (9) vypolnØetsØ dlØ funkciæ S^∗p i S^∗q. Pofftomu my poluqaem, s uqetom (6) i (8), (φp, q)_μ − (rp, q) = (φp(0), q)_μ − (rp(0), q)+

VOSPROIZVOD˚WIE ˚DRA 205 +(zφS^∗ p, q)_μ − (zrS^∗ p, q) = (zφS^∗ p, zS^∗q)_μ − (zrS^∗p, zS^∗q) = = (φS^∗p, S^∗q)_μ − (rS^∗p, S^∗q) + ∫ D̄^{φ(u)S∗p(u)S∗q(u)dμ(u) =} = ∫ D̄^{φ(u)(S∗p(u)S∗q(u) + (DS∗ p(u), DS∗q(u)))dμ(u) =} = ∫ D̄^{φ(u)(Dp(u), Dq(u))dμ(u). �} Dalee, P_+ i P_− budut oboznaqat~ standartnye proektory Rissa, opredelennye (na funkciØh f ∈ L^1(T), f(z) = ∑ n∈Z^{f̂(n)zn) ra-} venstvami

P_+f(z) = ∑ n¿0 f̂(n)z^n i P_−f(z) = ∑ n<0 f̂ (n)z^n. Predloßenie 2. Pust~ φ ∈ D(μ) i r ∈ H^2 – funkciØ, associiro-

vannaØ s φ otnositel~no normy v D(μ). Togda

P_+(r̄φ) = P_+(|φ|^2 + H_φ), (10) gde H_φ(ζ) = ∫ D̄ | | | | φ(ζ) − φ(u) ζ − u | | | | 2 dμ(u), ζ ∈ T. Dokazatel~stvo. Pust~ p – polinom. Rassmotrim vyraßenie

D(φp)(u)−φ(u)Dp(u) kak fflement H^2 (pri nekotorom u ∈ D̄ takom,

qto vyraßenie korrektno opredeleno): D(φp)(u)(ζ) − φ(u)Dp(u)(ζ)= φ(ζ)p(ζ) − φ(u)p(u) ζ − u −φ(u) p(ζ) − p(u) ζ − u = = p(ζ) φ(ζ) − φ(u) ζ − u = p(ζ)Dφ(u)(ζ). Zatem, iz toßdestva (9) i opredeleniØ normy v D(μ) my poluqaem ∫ D̄^{(Dφ(u), D(φp)(u) − φ(u)Dp(u))dμ(u) =}

206 S. M. XIMORIN = (φ, φp)_μ − (φ, φp) − (φ, φp)_μ + (φ, rp) = (φ, rp) − (φ, φp). No (Dφ(u), D(φp)(u) − φ(u)Dp(u)) = (Dφ(u), pDφ(u)) = = ∫ T^{p(ζ) ·} | | | | φ(ζ) − φ(u) ζ − u | | | | 2 dm_1(ζ). Takim obrazom, ∫ T^{r̄φ · p̄ dm1 =} ∫ T^{|φ|2 · p̄ dm1 +} ∫ T^{p(ζ) ·} ∫ D̄ | | | | φ(ζ) − φ(u) ζ − u | | | | 2 dμ(u)dm_1(ζ) =

= ∫ T^{(|φ|2 + Hφ) · p̄ dm1.} V silu proizvol~nosti p ots¸da sleduet (10). �

Pust~ teper~ φ = K(·, λ), gde K(·, ·) = K_{D(μ)}(·, ·) – vosproizvodØwee Ødro prostranstva D(μ). Togda, kak legko videt~, funkcieæ, associirovannoæ s K(·, λ) otnositel~no normy D(μ), ØvlØetsØ vosproizvodØwee Ødro prostranstva H^2, t.e. funkciØ e_λ:

e_λ(z) = 1 1 − λ̄z . Toßdestvo (10) pri fftom prinimaet vid

P_+(ē_λK(·, λ)) = P_+(|K(·, λ)|^2 + H_{K(·,λ)}). (11)

DlØ n > 0 ∫ T^{eλ(ζ) · K(ζ, λ)ζn dm1(ζ) = λnK(λ, λ),} otkuda P_−(ē_λK(·, λ))(ζ) = λζ̄ 1 − λζ̄ K(λ, λ) i my moßem perepisat~ (11) v vide K(ζ, λ) 1 − λζ̄ − λζ̄ 1 − λζ̄ K(λ, λ) = P_+(|K(·, λ)|^2 + H_{K(·,λ)})(ζ).

VOSPROIZVOD˚WIE ˚DRA 207

PerehodØ k kompleksno soprØßennym funkciØm, my poluqaem K(ζ, λ) 1 − λ̄ζ − K(λ, λ) 1 − λ̄ζ = P_−(|K(·, λ)|^2 + H_{K(·,λ)})(ζ), otkuda poluqaetsØ

2 Re K(ζ, λ) 1 − λζ̄ − P_λ(ζ) · K(λ, λ) = |K(ζ, λ)|^2 + H_{K(·,λ)}(ζ). Zdes~ P_λ – Ødro Puassona:

P_λ(ζ) = 1 − |λ|^2 |1 − λ̄ζ|^2 . Okonqatel~no, my poluqaem sledu¸wee toßdestvo, spravedlivoe dlØ vosproizvodØwih Øder v D(μ): 1 |1 − λ̄ζ|^2 = (1 − |λ|^2)K(λ, λ) |1 − λ̄ζ|^2 + | | | |K(ζ, λ) − 1 1 − λ̄ζ | | | | 2 +

+ ∫ D̄ | | |K(ζ, λ) − K(u, λ) ζ − u | | |^2 dμ(u). (12) Odnim iz sledstviæ fftogo toßdestva ØvlØetsØ ograniqennost~ vosproizvodØwih Øder v prostranstvah D(μ).

Sledstvie 2. Esli K(·, ·) – vosproizvodØwee Ødro v prostranstve

D(μ), to pri vseh z, λ ∈ D |K(z, λ)| 6 2 1 − |λ| . Sledu¸wee predloßenie ustanavlivaet ewe neskol~ko toßdestv, spravedlivyh dlØ vosproizvodØwih Øder K(·, λ).

Predloßenie 3. Pust~ p, q – polinomy. Togda spravedlivy sle-

du¸wie toßdestva: (pK(·, λ), q)_μ + (p, qK(·, λ))_μ − 1 K(λ, λ) (pK(·, λ), qK(·, λ))_μ =

(p, q) + ∫ D̄ ( 2 Re K(u, λ) − |K(u, λ)|^2 K(λ, λ) ) (Dp(u), Dq(u))dμ(u) (13)

208 S. M. XIMORIN (pK(·, λ), q)_μ + (p, qK(·, λ))_μ − (p, q)_μ = = ∫ T^{p(ζ)q(ζ) · Pλ(ζ)dm1(ζ) +} ∫ D̄^{(2 Re K(u, λ) − 1)(Dp(u), Dq(u))dμ(u)}_{(14)} 1 K(λ, λ) (pK(·, λ), qK(·, λ))_μ = ∫ T^{p(ζ)q(ζ) · Pλ(ζ)dm1(ζ) +} ∫ D̄^{|K(u, λ)|} 2 K(λ, λ) (Dp(u), Dq(u))dμ(u). (15) Dokazatel~stvo. Toßdestvo (13) dokazyvaetsØ indukcieæ po

n = max(deg p, deg q). Pri p = const ili q = const ono vypolnØetsØ

v silu vosproizvodØwego svoæstva Ødra K(·, λ) i togo fakta, qto

K(z, 0) ≡ 1 (qto srazu sleduet iz opredeleniØ normy v D(μ)).

Pust~ teper~ max(deg p, deg q) = n + 1. Togda (13) vypolnØetsØ dlØ polinomov S^∗p, S^∗q i my poluqaem (pK(·, λ), q)_μ + (p, qK(·, λ))_μ − 1 K(λ, λ) (pK(·, λ), qK(·, λ))_μ = p(0)q(0) + (zS^∗p · K(·, λ), q)_μ + (zS^∗p, qK(·, λ))_μ− − 1 K(λ, λ) (zS^∗pK(·, λ), qK(·, λ))_μ = = p(0)q(0) + (zS^∗pK(·, λ), zS^∗q)_μ + (zS^∗p, zS^∗qK(·, λ))_μ− − 1 K(λ, λ) (zS^∗pK(·, λ), zS^∗qK(·, λ))_μ =

= p(0)q(0) + ∫ D̄ ( 2 Re K(u, λ) − |K(u, λ)|^2 K(λ, λ) ) S^∗p(u)S^∗q(u)dμ(u)+

+(S^∗ pK(·, λ), S^∗q)_μ + (S^∗p, S^∗qK(·, λ))_μ− − 1 K(λ, λ) (S^∗pK(·, λ), S^∗qK(·, λ))_μ = p(0)q(0) + (S^∗p, S^∗q)+

+ ∫ D̄ ( 2 Re K(u, λ) − |K(u, λ)|^2 K(λ, λ) ) (S^∗p(u)S^∗q(u)+

VOSPROIZVOD˚WIE ˚DRA 209 +(DS^∗ p(u), DS^∗q(u))dμ(u) = = (p, q) + ∫ D̄ ( 2 Re K(u, λ) − |K(u, λ)|^2 K(λ, λ) ) (Dp(u), Dq(u))dμ(u), qto i trebuetsØ.

Toßdestvo (14) ØvlØetsØ neposredstvennym sledstviem formuly (9) s uqetom ravenstva

e_λ(ζ) + e_λ(ζ) − 1 = P_λ(ζ).

Toßdestvo (15) poluqaetsØ vyqitaniem (13) iz (14).

Sledstvie 3. Funkcii K(·, λ) ØvlØ¸tsØ mul~tiplikatorami pro-

stranstva D(μ).

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, poloßiv v (15) p = q, my po-

luqim ‖pK(·, λ)‖^2_μ = K(λ, λ) ∫ T^{|p(ζ)|2Pλ(ζ)dm1 (ζ)+} + ∫ D̄^{|K(u, λ)|2 · ‖Dp(u)‖2dμ(u),} qto maßoriruetsØ vyraßeniem C(λ) · ‖p‖^2_μ v silu sledstviØ 2. OstatesØ vospol~zovat~sØ tem, qto polinomy plotny v D(μ) ([6, sledstvie 3.8]). �

Sledstvie 4. Formuly (13)–(15) spravedlivy, esli p, q – proiz-

vol~nye funkcii iz D(μ).

Pust~ teper~ φ ∈ D(μ) – ffkstremal~naØ funkciØ. Iz opredeleniØ srazu sleduet, qto (pφ, φ)_μ = p(0) dlØ l¸bogo polinoma p. Pust~ [φ] oboznaqaet cikliqeskoe invariantnoe podprostranstvo, poroßdennoe φ: [φ] = ⋁ {z^nφ : n > 0}. Togda dlØ l¸boæ funkcii r takoæ, qto rφ ∈ [φ] budet (rφ, φ)_μ =

r(0). V qastnosti, ffto spravedlivo dlØ r = K(·, λ), poskol~ku

vkl¸qenie K(·, λ)φ ∈ [φ] sleduet iz [1, teorema 4.3] ili [8, sledstvie 5.5] v sluqae μ ∈ M_+ (T)). Pofftomu (K(·, λ)φ, φ)_μ + (φ, K(·, λ)φ)_μ − (φ, φ)_μ = 1, qto vmeste s toßdestvom (14) privodit k sledu¸weæ teoreme:

210 S. M. XIMORIN

Teorema 1. Esli φ – l¸baØ ffkstremal~naØ funkciØ v prostran-

stve D(μ), to ∫ T^{|φ(ζ)|2 ·Pλ(ζ)dm1(ζ)+} ∫ D̄^{(2 Re K(u, λ)−1)‖Dφ(u)‖2dμ(u) = 1. (16)}

V qastnom sluqae dμ = dm_1 formula (16) poluqena Rihterom i Sandbergom ([9, formula (5.1)]). V fftom sluqae K(u, λ) = ∑ n¿0 (λ̄u)^n n+1 i dlØ u ∈ T

2 Re K(u, λ) − 1 = 1∫ 0 P_{rλ}(u)dr. Teorema Alemana (neravenstvo ‖φ‖_H1 6 1 dlØ ffkstremal~nyh funkciæ φ) mgnovenno sleduet iz toßdestva (16), esli proverit~, qto dlØ vseh λ, u ∈ D

2 Re K(u, λ) − 1 > 0.

Podrobnomu obsußdeni¸ fftogo svoæstva vosproizvodØwih Øder posvØwen sledu¸wiæ paragraf.

DlØ ffkstremal~nyh funkciæ v D(μ) spravedlivo toßdestvo ([1, teorema 4.9] ili [6, teorema 7.1])

‖φp‖^2_μ = ‖p‖^2 + ∫ D̄^{|φ(u)|2 · ‖Dp(u)‖2dμ(u)} (p – polinom). Ono moßet byt~ dokazano tak ße, kak toßdestvo (9) ili (13). Vmeste s teoremoæ Alemana ono pokazyvaet, qto ffkstremal~nye funkcii v D(μ) ØvlØ¸tsØ sßima¸wimi mul~tiplikatorami.

V zakl¸qenie fftogo paragrafa proverim, qto formula (16) ØvlØetsØ, pri nekotorom dopolnitel~nom uslovii, harakteristiqeskoæ dlØ ffkstremal~nyh funkciæ.

Predloßenie 4. Esli nekotoraØ funkciØ φ ∈ D(μ) ØvlØetsØ

mul~tiplikatorom D(μ) i pri vseh λ ∈ D spravedlivo (16), to funkciØ φ ffkstremal~na v D(μ).

Dokazatel~stvo. Pust~ a ∈ D i r ∈ (0, 1). Poloßim v toßdestve

(16) λ = re^{iθ}, domnoßim na^1_{1−āeiθ} i prointegriruem po θ ∈ [0, 2π].

VOSPROIZVOD˚WIE ˚DRA 211

Togda my poluqim ravenstvo ∫ T^{|φ(ζ)|2 · 11 − ārζ +} ∫ D̄^{K(u, ra) · ‖Dφ(u)‖2dμ(u) = 1,} kotoroe ravnosil~no, v silu (9), sootnoxeni¸ (K(·, ra)φ, φ)_μ = 1. Takim obrazom, my imeem dlØ vseh λ ∈ D (K(·, λ)φ, φ)_μ = 1 = K(0, λ). Zatem, priblißaØ l¸boæ polinom p koneqnymi lineænymi kombinaciØmi vida ∑ k c_kK(·, λ) po norme D(μ) i pol~zuØs~ tem, qto

φ – mul~tiplikator D(μ), my poluqaem, qto (pφ, φ)_μ = p(0), qto i trebuetsØ. �

Zameqanie. Dopolnitel~noe uslovie, qto funkciØ φ ØvlØet-

sØ mul~tiplikatorom prostranstva D(μ), po-vidimomu, nesuwestvenno. �to uslovie moßno otbrosit~, esli l¸boæ polinom dopuskaet approksimaci¸ po norme D(μ) koneqnymi lineænymi kombinaciØmi vida ∑ k c_kK(·, λ) tak, qto normy fftih kombinaciæ

v H^∞(D) ravnomerno ograniqeny. Tak budet, naprimer, vo vseh prostranstvah D(μ) s radial~nymi merami μ.

§3. Struktura vosproizvodØwih Øder

Cel~¸ nastoØwego paragrafa ØvlØetsØ izuqenie struktury vosproizvodØwih Øder v prostranstvah D(μ). Spravedliva sledu¸waØ teorema.

Teorema 2. Esli K(·, ·) – vosproizvodØwee Ødro v prostranstve

D(μ), to pri vseh z, λ ∈ D

2 Re K(z, λ) − 1 > 0. (17)

Sama po sebe ffta teorema ØvlØetsØ prostym sledstviem teoremy Alemana. Deæstvitel~no, rassmotrim v D(μ) z-invariantnoe podprostranstvo I_λ = {f ∈ D(μ) : f(λ) = 0}.

212 S. M. XIMORIN

PrØmoe vyqislenie pokazyvaet, qto ffkstremal~naØ funkciØ φ_λ dlØ podprostranstva I_λ ravna

φ_λ(z) = 1 − K(λ, λ)^{−1}K(z, λ) √ 1 − K(λ, λ)^{−1} . Po teoreme Alemana, |φ_λ(z)|^2 6 1 v D, qto ravnosil~no 2 Re K(z, λ) − 1 > K(λ, λ)^{−1}|K(z, λ)|^2. No, imeØ svoeæ cel~¸ posledu¸wee izuqenie vektorno-znaqnogo sluqaØ, my dadim v nastoØwem paragrafe nezavisimoe dokazatel~stvo neravenstva (17).

Esli X – proizvol~noe gil~bertovo prostranstvo analitiqeskih funkciæ v kruge D, to ego vosproizvodØwee Ødro K_X (·, ·) ØvlØet soboæ harakternyæ primer poloßitel~no opredelennoæ funkcii dvuh peremennyh: funkciØ K_X (·, ·) obladaet tem svoæstvom, qto ∑ j,k K_X (z_j , z_k)c_jc̄_k > 0 (18)

dlØ l¸byh finitnyh posledovatel~nosteæ (z_j )_j¿_1, i (c_j)_j¿_1, z_j ∈

D, cj ∈ C . S drugoæ storony, poskol~ku funkciØ KX (z1, z̄2) ana-

litiqna v bidiske D × D, spravedlivo stepennoe razloßenie K_X (z, λ) = ∑ n,k¿0 K̂_X (n, k)z^nλ̄^k, (19)

pri fftom (dlØ r ∈ (0, 1)) ^K_X (n, k) = 1 r^{n+k} ∫ T ∫ T^{KX (rζ, rη)ζ̄nηkdm1(ζ)dm1(η).} StandartnaØ proverka pokazyvaet, qto matrica (^K_X (n, k))_{n,k}¿_0 poloßitel~no opredelena. Pod fftim ponimaetsØ poloßitel~naØ opredelennost~ vseh koneqnyh podmatric (^K_X (n, k))_06_k6_N . Bolee obwim obrazom, poloßitel~naØ opredelennost~ nekotoroæ funkcii A(z, λ) peremennyh z, λ ∈ D, analitiqeskoæ po z i antianalitiqeskoæ po λ, ravnosil~na poloßitel~noæ opredelennosti matricy ( ^A(n, k))_{n,k}¿_0 v razloßenii A(z, λ) = ∑ n,k¿0 ^A(n, k)z^nλ̄^k.

VOSPROIZVOD˚WIE ˚DRA 213

Dalee fakt poloßitel~noæ opredelennosti funkcii A budet oboznaqat~sØ A < 0, analogiqno ^A < 0 oboznaqaet poloßitel~- nu¸ opredelennost~ matricy ( ^A(n, k))_{n,k}¿_0. Zapis~ A < B oboznaqaet, qto raznost~ A − B poloßitel~no opredelena.

Dalee nam budet neobhodima sledu¸waØ lemma.

Lemma 4. Pust~ X i Y – gil~bertovy prostranstva analitiqe-

skih v D funkciæ, priqem Y ⊂ X i dlØ l¸boæ funkcii f ∈ Y ‖f‖_X 6 ‖f‖_Y . Togda K_X < K_Y .

Dokazatel~stvo. Rassmotrim metriku, komplementarnu¸ k me-

trike ‖ · ‖_Y v prostranstve X, t.e. poloßim dlØ x ∈ X

‖x‖^2_Z := sup_{y∈Y} {‖x + y‖^2_X − ‖y‖^2_Y }

i rassmotrim gil~bertovo prostranstvo Z = {x ∈ X : ‖x‖_Z < +∞} s normoæ ‖ · ‖_Z . Togda izvestno, qto Z okazyvaetsØ gil~- bertovym prostranstvom funkciæ v D, nepreryvno vloßennym v X, i voproizvodØwie Ødra prostranstv X, Y i Z udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ K_Y (u, λ) + K_Z (u, λ) = K_X (u, λ), otkuda i sleduet, qto K_X − K_Y < 0. Podrobnosti sm. v [5]. �

Na beskoneqnyh matricah a = (a(n, k))_{n,k}¿_0 opredelim operacii σ i σ^∗ ravenstvami

(σ^∗a)(n, k) := a(n + 1, k + 1) (σa)(n, k) := { 0, esli min(n, k) = 0 a(n − 1, k − 1), inaqe. Legko videt~, qto operacii σ i σ^∗ sohranØ¸t svoæstvo poloßitel~noæ opredelennosti matricy i qto σ^∗σ = I.

Sledu¸wee predloßenie svodit dokazatel~stvo neravenstva (17) k ustanovleni¸ nekotoryh special~nyh svoæstv matricy ^K.

214 S. M. XIMORIN

Predloßenie 5. Pust~ matrica a = (a(n, k))n,k¿0 takova, qto

1) a < 0; (I − σ^∗)a < 0; (I − σ^∗)^2a < 0 (20) 2) a(0, 0) = 1; a(0, n) = a(n, 0) = 0 pri n > 1 (21)

Togda esli dlØ u, v ∈ D A(u, v) = ∑ n,k¿0^{a(n, k)u} nv̄^k, to 2 Re A(u, v) − 1 > 0. (22)

Dokazatel~stvo. Preßde vsego, iz neravenstva (I −σ^∗)a < 0 sle-

duet, qto a(n, n) > a(n + 1, n + 1), otkuda poluqaetsØ, qto dlØ vseh qlenov matricy a vypolnØetsØ ocenka |a(n, k)| 6 a(n, n)^{1/2}a(k, k)^{1/2} 6 a(0, 0), t.e. qleny matricy a ograniqeny.

DlØ kaßdogo r ∈ (0, 1) rassmotrim matricu a_r : a_r(n, k) :=

r^{n+k}a(n, k), i poloßim A_r(u, v) = ∑ n,k¿0^{ar(n, k)u} nv̄^k. Oqevidnym obrazom, dostatoqno ustanovit~ neravenstvo (22) dlØ vseh funkciæ A_r s r ∈ (0, 1). Pokaßem, qto matrica a_r snova udovletvorØet usloviØm predloßeniØ. Vypolnenie (21) oqevidno, a (20) vytekaet iz sledu¸wih ravenstv (I − σ^∗)a_r = (r^2(I − σ^∗)a + (1 − r^2)a)_r i (I − σ^∗)^2a_r = (r^4(I − σ^∗)^2a + 2r^2(1 − r^2)(I − σ^∗)a + (1 − r^2)^2a)_r , gde b_r(n, k) = r^{n+k}b(n, k) dlØ proizvol~noæ matricy b = (b(n, k))_{n,k}¿_0.

Takim obrazom, pri dokazatel~stve predloßeniØ 5, ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto qleny matricy a stremØtsØ

VOSPROIZVOD˚WIE ˚DRA 215

k nul¸ pri n, k → ∞ bystree, qem r^{n+k} pri nekotorom r ∈ (0, 1). Pofftomu spravedlivo sledu¸wee razloßenie a = ∑ l¿0^{(l + 1)(σ}

∗)^l(I − σ^∗)^2a = (I − σ^∗)^{−2}(I − σ^∗)^2a, (23)

priqem rØd shoditsØ, naprimer, v l^1(Z_+ × Z_+).

DlØ u, v ∈ D rassmotrim matricu E_{u,v}: E_{u,v}(n, k) = u^nv̄^k, n, k > 0. Togda A(u, v) = ⟨a, E_{u,v}⟩, gde ⟨·, ·⟩ oboznaqaet estestvennoe sparivanie matric: ⟨a, b⟩ = ∑ n,k¿0^{a(n, k)b(n, k).} Pofftomu dlØ l¸boæ matricy h = (h(n, k))_{n,k}¿_0 takoæ, qto

h(0, 0) = 0 i h(n, k) = 0 pri min(n, k) > 1 (24)

my moßem zapisat~, s uqetom usloviØ (21) 2 Re A(u, v) − 1 = ⟨a, E_{u,v} + E_{v,u} − E_{0,0} + h⟩ (my uqityvaem takße, qto A(u, v) = A(v, u), qto sleduet iz togo, qto a < 0). S uqetom razloßeniØ (23) moßno zapisat~ 2 Re A(u, v) − 1 = ⟨(I − σ^∗)^2a, (I − σ)^{−2}(E_{u,v} + E_{v,u} − E_{0,0} + h)⟩.

Poskol~ku (I −σ^∗)^2a < 0, dlØ dokazatel~stva predloßeniØ dostatoqno pokazat~, qto naædetsØ takaØ matrica h, udovletvorØ¸waØ usloviØm (24), qto matrica b = (I − σ)^{−2}(E_{u,v} + E_{v,u} − E_{0,0} + h) budet poloßitel~no opredelena. Esli pereæti k funkcii B(z, λ) = ∑ n,k¿0^{b(n, k)z} nλ̄^k, to dostatoqno pokazat~, qto suwestvu¸t takie funkcii H_1 i H_2, analitiqeskie v D, qto H_1(0) = H_2(0) = 0 i funkciØ B(z, λ) = 1 (1 − λ̄z)^2 ×

216 S. M. XIMORIN × ( 1 (1 − uz)(1 − vλ) + 1 (1 − vz)(1 − uλ) − 1 + H_1(z) + H_2(λ̄) )

poloßitel~no opredelena. Poloßim teper~

H_1(z) = 1 (1 − uz)(1 − vz) − 1 1 − uz − 1 1 − vz + 1 i H_2(λ̄) = H_1(λ). Togda my poluqim B(z, λ) = 1 (1 − λ̄z)^2 ( 1 1 − uz + 1 1 − ūλ̄ − 1 ) ( 1 1 − vz + 1 1 − vλ − 1 ) = = 1 (1 − λ̄z)^2 · 1 − |u|^2λ̄z (1 − uz)(1 − uλ) · 1 − |v|^2λ̄z (1 − vz)(1 − vλ) = = 1 (1 − uz)(1 − vz) · ( 1 − |u|^2 1 − λ̄z + |u|^2 ) ( 1 − |v|^2 1 − λ̄z + |v|^2 ) × × 1 (1 − uλ)(1 − vλ) , a ffta funkciØ, oqevidnym obrazom, poloßitel~no opredelena. Predloßenie 5 dokazano.

Perehodim k vosproizvodØwim Ødram K(·, ·) v prostranstvah

D(μ). DlØ dokazatel~stva teoremy 2 dostatoqno proverit~, qto

matrica ^K v razloßenii (19) dlØ fftih Øder udovletvorØet usloviØm predloßeniØ 5.

Preßde vsego, zapixem razloßenie D(μ) = ⨁ n¿0^{(z} nD(μ) ⊖ z^{n+1}D(μ)). (25) Kaßdoe podprostranstvo z^nD(μ) ⊖ z^{n+1}D(μ) odnomerno, pofftomu suwestvuet ortonormirovannyæ bazis (e_n)_n¿_0 prostranstva

D(μ), podqinennyæ fftomu razloßeni¸. Zapixem standartnoe to-

ßdestvo dlØ vosproizvodØwih Øder: K(z, λ) = ∑ n¿0^{en(z)en(λ).} Iz opredeleniØ normy v prostranstve D(μ) srazu sleduet, qto funkciØ 1I vosproizvodit znaqeniØ funkciæ v toqke 0: dlØ f ∈ D(μ) (f, 1I)_μ = f(0).

VOSPROIZVOD˚WIE ˚DRA 217

Pofftomu K(z, 0) = 1I = e_0(z) i

K(z, λ) = 1 + ∑ n¿1^{en(z)en(λ).} (26)

Ots¸da sleduet vypolnenie usloviæ (21) predloßeniØ 5. DlØ proverki usloviæ (20) rassmotrim funkcii K^′(z, λ) = ∑ n,k¿0^{(σ} ∗ ^K)(n, k)z^nλ̄^k i K^{′′}(z, λ) = ∑ n,k¿0^{(σ} ∗2 ^K)(n, k)z^nλ̄^k. Nam dostatoqno proverit~, qto K < K^′ i K − 2K^′ + K^{′′} < 0. Rassmotrim, krome fftogo, semeæstvo norm ‖ · ‖_{μ,t} v prostranstve D(μ): ‖f‖^2_{μ,t} := ‖f‖^2_μ + t ∫ D̄^{|f(z)|2dμ(z), t > 0.} Normy ‖ · ‖_{μ,t} ffkvivalentny normam v D(μ), poskol~ku vloßenie

D(μ) ⊂ L^2(D̄ , dμ) nepreryvno ([1, utverßdenie 4.6]). Qerez K_t(·, ·)

oboznaqim vosproizvodØwee Ødro D(μ) otnositel~no normy ‖ · ‖_{μ,t}. Lemma 5. K^′(·, ·) = K1(·, ·).

Dokazatel~stvo. Iz razloßeniØ (26) sleduet, qto K^′(z, λ) = 1 λ̄z (K(z, λ) − 1). Zatem, iz formuly (6) sleduet, qto (f, g)_{μ,1} = (zf, zg)_μ. Pofftomu dlØ f ∈ D(μ) my poluqaem ( f, 1 λ̄z (K(z, λ) − 1) ) μ,1 = 1 λ (zf, K(z, λ) − 1)_μ = f(λ), qto i dokazyvaet lemmu. �

Sledstvie 5. K < K^′. Deæstvitel~no, dlØ l¸boæ f ∈ D(μ) ‖f‖_{μ,1} > ‖f‖_μ, otkuda, po lemme 4, K < K_1 = K^′. �

218 S. M. XIMORIN

Lemma 6. K^{′′} < K2.

Dokazatel~stvo. Vvedem v prostranstve D(μ) ewe odnu ffkviva-

lentnu¸ normu: ‖f‖^2_{μ,∗} := ‖z^2f‖^2_μ − 1 ‖z‖^2_μ |(z^2f, z)_μ|^2 =

= ‖f‖^2_μ + ∫ D̄^{(1 + |z|2)|f(z)|2dμ(z) − 1‖z‖2μ |(z2f, z)μ|2.} Pokaßem, qto funkciØ K^{′′}(·, ·) budet vosproizvodØwim Ødrom otnositel~no fftoæ normy. Preßde vsego, iz razloßeniØ (26) sleduet, qto ∂ ∂λ̄ | | | |_{λ=0}K(z, λ) = e^′1(0)e^1(z),

t.e. dlØ l¸boæ f ∈ D(μ)

(f, e^′_1(0)e_1)_μ = f^′(0).

Esli zapisat~ e_1(z) = ze^′_1(0) + z^2g(z), to iz togo ße razloßeniØ (26) poluqaetsØ K^{′′}(z, λ) = 1 λ̄2z2 ( K(z, λ) − 1 − λ̄e^′_1(0)e_1(z) − λ̄^2g(λ)ze^′_1(0) ) . Ots¸da dlØ l¸boæ f ∈ D(μ) (z^2f, z^2K^{′′}(z, λ))_μ = = 1 λ^2 ( z^2f, K(z, λ) − 1 − λ̄e^′_1(0)e_1(z) − λ̄^2g(λ)ze^′_1(0) ) μ = = f(λ) − g(λ)e^′_1 (0)(z^2f, z)_μ i 1 ‖z‖^2_μ (z^2f, z)_μ · (z, z^2K^{′′}(z, λ))_μ =

= 1 ‖z‖^2_μ (z^2f, z)_μ · 1 λ^2

(z, K(z, λ) − 1 − λ̄e^′_1(0)e_1(z) − λ̄^2g(λ)ze^′_1(0))_μ =

= −g(λ)e^′_1 (0)(z^2f, z)_μ,

VOSPROIZVOD˚WIE ˚DRA 219

qto i privodit k sootnoxeni¸ (f, K^{′′}(·, λ))_{μ,∗} = f(λ). Teper~ my zameqaem, qto dlØ l¸boæ f ∈ D(μ) ‖f‖^2_{μ,∗} 6 ‖f‖^2_{μ,2}. Sledovatel~no, snova po lemme 4, my poluqaem neravenstvo

K^{′′} < K_2. �

Takim obrazom, my imeem neravenstvo

K − 2K^′ + K^{′′} < K_0 − 2K_1 + K_2.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy 2 dostatoqno pokazat~, qto vtoraØ raznost~ v pravoæ qasti poloßitel~no opredelena. �to vytekaet iz sledu¸weæ lemmy:

Lemma 7.^{∂2}_{∂t}2 Kt < 0.

Dokazatel~stvo. Lemma dokazyvaetsØ standartnoæ proceduroæ

differencirovaniØ vosproizvodØwego Ødra po parametru. Pri fiksirovannyh z, λ ∈ D K_t(z, λ) = (K_t(·, λ), K_{t+Δt}(·, z))_{μ,t+Δt} i K_{t+Δt}(z, λ) = (K_t(·, λ), K_{t+Δt}(·, z))_{μ,t}, otkuda K_{t+Δt}(z, λ) − K_t(z, λ) = −Δt ∫ D̄^{Kt+Δt(z, u)Kt(u, λ)dμ(u).} Sledovatel~no, ∂ ∂t K_t(z, λ) = − ∫ D̄^{Kt(z, u)Kt(u, λ)dμ(u)} i ∂^2 ∂t^2 K_t(z, λ) = 2 ∫ D̄ ∫ D̄^{Kt(z, v)Kt(v, u)Kt(u, λ)dμ(v)dμ(u). (27)}

220 S. M. XIMORIN

Proverka poloßitel~noæ opredelennosti funkcii, zadannoæ integralom (27), proizvoditsØ standartnym obrazom. � Takim obrazom, teorema 2 polnost~¸ dokazana. Privedennoe dokazatel~stvo dopuskaet rasprostranenie na vektorno-znaqnyæ sluqaæ (pri uslovii zameny skalØrnyh funkciæ, mer i neravenstv na sootvetstvu¸wie vektorno- i operatorno-znaqnye). Podrobnomu izuqeni¸ fftih voprosov budet posvØwena posledu- ¸waØ stat~Ø.

Literatura

1. A. Aleman, The multiplication operator on Hilbert spaces of analytic functions.

Habilitationsschrift, Hagen, 1993.

2. A. Aleman, S. Richter, C. Sundberg, Beurling’s theorem for the Bergman space.

Acta Math. 177, No. 2 (1996), 275–310.

3. P. Duren, D. Khavinson, H. Shapiro, C. Sundberg, Contractrive zero-divisors in Bergman spaces. Pacific J. Math. 157 (1993), 37–56.

4. H. Hedenmalm, A factorization theorem for square area-integrable analytic functions. J. reine angew. Math. 422 (1991), 45–68.

5. N. Nikol~skiæ, V. Vas¸nin, Kvaziortogonal~nye razloßeniØ po dopolnitel~nym metrikam i ocenki odnolistnyh funkciæ. Algebra i Analiz 2, vyp. 4 (1990), 1–81.

6. S. Richter, A representation theorem for cyclic analytic two-isometries. Trans.

Amer. Math. Soc. 328, No. 1 (1991), 325–349.

7. S. Richter, Invariant subspaces of the Dirichlet shift. J. reine angew. Math. 386 (1988), 205–220.

8. S. Richter, C. Sundberg, A formula for the local Dirichlet integral. Michigan Math.

J. 38 (1991), 355-379.

9. S. Richter, S. Sundberg, Invariant subspaces of the Dirichlet shift and pseudocontinuations. Trans. Amer. Math. Soc. 341 (1994), 863–879.

10. S. Shimorin, Approximative spectral synthesis in the Bergman space. Preprint, Bordeaux, 1997.

11. S. Ximorin, FaktorizaciØ analitiqeskih funkciæ v vesovyh prostranstvah Bergmana. Algebra i Analiz 5, vyp. 5 (1993), 155–177.

Shimorin S. M. Reproducing kernels and extremal functions in Dirichlet type spaces.

A number of identities is established for reproducing kernels and extremal functions in Dirichlet type spaces. In certain cases these identities are characteristic. A new proof of Aleman’s theorem on extremal functions as contractive multipliers is obtained. As distinct from the original one, it can be extended to vector-valued spaces.

Postupilo 12 ØnvarØ 1998 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail:shi@math.lgu.spb.su